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PRÉFACE. 


Après  avoir  exposé,  dans  les  deux  livres  précédents,  les 
théories  des  planètes  et  de  la  lune,  il  reste  à  présenter  celles 
des  autres  satellites  et  des  comètes  :  c'est  le  principal  objet 
de  ce  volume.  De  tous  les  satellites,  les  plus  intéressants, 
après  celui  de  la  terre ,  sont  les  satellites  de  Jupiter.  Les  ob- 
servations de  ces  astres ,  les  premiers  que  le  télescope  a  fait 
découvrir  dans  les  cieux,  ne  remontent  pas  à  deux  siècles; 
on  ne  doit  même  compter  qu  un  siècle  et  demi  d'observations 
de  leurs  éclipses.  Mais,  dans  ce  court  intervalle,  ils  nous  ont 
offert ,  par  la  promptitude  de  leurs  révolutions ,  tous  les 
grands  changements  que  le  temps  ne  développe  qu  avec  une 
extrême  lenteur  dans  le  système  planétaire  dont  celui  des  sa- 
tellites est  rimage.  Leurs  fréquentes  éclipses  ont  fait  connaître 
leurs  inégalités  principales  avec  une  précision  que  Ton  n  eût 
jamais  obtenue  des  élongations  observées  de  ces  astres  à  Ju- 
piter. Pour  en  donner  la  théorie,  je  développe  d'abord  les 
équations  différentielles  de  leurs  mouvements;  en  intégrant 
ensuite  ces  équations,  je  parviens  à  leurs  diverses  inégalités. 
Elles  sont  peu  différentes  de  celles  des  planètes  et  de  la  lune  : 
cependant  les  rapports  qu'ont  entre  eux  les  moyens  mouve- 
ments des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  donnent  à  quel- 
ques-unes de  ces  inégalités  des  valeurs  considérables,  qui 
ont  une  grande  influence  sur  toute  leur  théorie.  Ces  mou- 
vements sont,  à  très- peu  près,  en  progression  sous -double. 
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De  là  résultent  plusieurs  inégalités  très- sensibles ,  dont  les 
périodes,  difiPérentes  entre  elles,  se  transforment  dans  les 
éclipses  en  une  seule  de  ASy^'^^'^jôSg.  Bradley  remarqua  le 
premier  cette  période  dans  le  retour  des  éclipses  du  premier 
et  du  second  satellite.  Wargentin  exposa  ensuite  dans  un 
grand  jour  la  loi  des  inégalités  dont  elle  dépend,  et  dont  il 
attribua  la  cause  à  l'action  mutuelle  des  trois  premiers  satel- 
lites, mais  sans  la  soumettre  à  l'analyse,  qui  n était  pas  alors 
assez  avancée  pour  cet  objet.  Les  géomètres  Tayant  perfec- 
tionnée depuis,  et  layant  appliquée  aux  perturbations  des  sa- 
tellites de  Jupiter,  ces  inégalités  se  sont  présentées  les  pre- 
mières à  leurs  recherches ,  comme  elles  s'étaient  les  premières 
offertes  aux  observateurs.  Je  les  développe  ici  avec  l'étendue 
qu'exige  leur  importance. 

Leur  combinaison  donne  naissance  à  une  singularité  jus- 
qu'à présent  unique  dans  la  théorie  des  mouvements  célestes  : 
le  mouvement  moyen  du  premier  satellite,  plus  deux  fois 
celui  du  troisième,  serait  égal  à  trois  fois  le  mouvement  du 
second,  si  ces  mouvements  étaient  exactement  en  progression 
sous-double;  mais  cette  égalité  est  incomparablement  plus 
approchée  que  la  progression  elle-même,  et  ses  petits  écarts 
sont  dans  les  limites  des  erreurs  des  observations.  Un  résul- 
tat non  moins  singulier  est  que,  depuis  la  découverte  des  sa- 
tellites de  Jupiter,  la  longitude  moyenne  du  premier,  moins 
trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième, 
n'a  jamais  différé  de  deux  angles  droits,  que  de  quantités 
presque  insensibles.  On  ne  peut  admettre  sans  invraisem- 
blance que  les  mouvements  primitifs  de  ces  trois  corps  ont  sa- 
tisfait exactement  à  ces  égalités  :  il  est  beaucoup  plus  naturel 
de  penser  qu'ils  en  ont  fort  approché,  et  qu'ensuite  l'action 


PRÉFACE.  V 

mutuelle  des  satellites  a  rendu  ces  égalités  rigoureuses.  C'est 
ce  que  j'ai  reconnu  par  l'analyse,  comme  on  l'a  déjà  vu  dans 
le  huitième  chapitre  du  second  livre.  Je  reprends  ici  cet 
objet  intéressant,  que  je  traite  par  une  autre  méthode  dont 
les  résultats,  d'accord  avec  ceux  du  livre  cité,  les  confirment • 
On  peut,  dans  les  égalités  précédentes,  substituer  aux  moyens 
mouvements  et  aux  longitudes  moyennes  sidérdes  les  moyens 
mouvements  et  les  longitudes  moyennes  synodiques,  et  géné- 
ralement rapporter  à  un  axe  mobile,  suivant  une  loi  quel- 
conque ,  les  mouvements  et  les  longitudes  des  trois  satellites  ; 
d'où  il  suit  qu'ils  ne  peuvent  jamais  être  à  la  fois  éclipsés. 
Mais,  dans  les  éclipses  simultanées  du  second  et  du  troisième, 
le  premier  est  toujours  en  conjonction  avec  Jupiter;  il  est 
toujours  en  opposition  dans  les  éclipses  simultanées  du  soleil 
produites  sur  Jupiter  par  les  deux  autres  satellites. 

Les  moyens  mouvements  et  les  époques  forment  six  des 
vingt-quatre  arbitraires  que  doivent  renfermer  les  intégrales 
des  douze  équations  dififérentielles  du  mouvement  des  quatre 
satelhtes.  Les  rapports  précédents  établissent  entre  ces  cons- 
tantes deux  équations  de  condition,  qui  les  réduisent  à  vingt- 
deux;  mais  les  arbitraires  que  ces  équations  font  disparaître 
sont  remplacées  par  les  constantes  d'une  inégalité  que  je  dé- 
signe sous  le  nom  de  libration  des  satellites,  et  dont  la  période 
est  d'un  peu  plus  de  six  années.  Cette  inégalité  est  répartie 
entre  les  trois  premiers  satellites,  suivant  un  rapport  dé- 
pendant de  leurs  masses  et  de  leurs  distances.  Toutes  les 
recherches  que  Ddambre  a  faites  pour  la  démêler  dans  les 
observations  ayant  été  infructueuses,  elle  doit  être  fort  petite. 
Ainsi ,  à  l'origine ,  les  mouvements  des  trois  premiers  satellites 
et  leurs  époques  ont  fort  approché  de  satisfaire  aux  deux 
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égalités  précédentes.  Les  équations  séculaires  des  moyens 
mouvements  des  satellites  n'altèrent  point  ces  égalités.  En 
vertu  de  l'action  mutuelle  de  ces  astres,  ces  équations  se  co- 
ordonnent de  manière  que  l'équation  séculaire  du  premier, 
plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  égale  à  trois  fois  l'équa- 
tion séculaire  du  second:  leurs  inégalités  mêmes,  qui  crois- 
sent avec  lenteur,  approchent  d'autant  plus  de  se  coordonner 
ainsi ,  que  leurs  périodes  sont  plus  longues.  Cette  libration , 
par  laquelle  les  mouvements  des  trois  premiers  satellites  se 
balancent  dans  l'espace,  suivant  les  lois  que  nous  venons 
d'énoncer,  s'étend  à  leurs  mouvements  de  rotation  si ,  comme 
les  observations  l'indiquent,  ces  mouvements  sont  égaux  à 
ceux  de  révolution.  L'attraction  de  Jupiter,  en  faisant  alors 
participer  les  mouvements  de  rotation  des  satellites  à  leurs 
équations  séculaires ,  coordonne  ces  mouvements  de  manière 
que  la  rotation  du  premier,  plus  deux  fois  celle  du  troisième , 
est  constamment  égale  à  trois  fois  la  rotation  du  second  satel- 
lite. On  peut  observer  ici  une  grande  analogie  entre  la  libra- 
tion des  satellites  et  la  libration  réelle  de  la  lune,  dont  la 
théorie  a  été  exposée  dans  le  cinquième  livre.  On  y  a  vu  que 
l'attraction  de  la  terre  sur  le  sphéroïde  lunaire  établit  entre 
ses  moyens  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  une  éga- 
lité rigoureuse,  et  que  les  deux  arbitraires  que  cette  égalité 
fait  disparaître  sont  remplacées  par  celles  d'une  inégalité  qui 
forme  la  hbration  réelle.  On  a  vu  encore  que  l'équation  sé- 
culaire du  moyen  mouvement  de  révolution  n'altère  point 
cette  égahté ,  l'action  terrestre  faisant  participer  à  cette  équa- 
tion le  mouvement  de  rotation  de  la  lune. 

Les  orbes  des  satellites  éprouvent  des  changements  ana- 
logues aux  grandes  variations  des  orbes  planétaires  :  leurs 
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mouvements  sont  pareillement  assujettis  à  des  équations  sé- 
culaires semblables  à  celles  de  la  lune.  J'expose  avec  étendue 
la  théorie  de  toutes  ces  inégalités,  dont  le  développement 
observé  fournit  les  données  les  plus  avantageuses  pour  la  dé- 
termination des  masses  des  satellites  et  de  l'aplatissement  de 
Jupiter.  L'influence  considérable  de  ce  dernier  élément  sur 
les  mouvements  des  nœuds  fixe  sa  valeur  avec  plus  de  préci- 
sion que  les  mesures  directes.  On  trouve ,  par  ce  moyen ,  le 
petit  axe  de  Jupiter  égal  au  diamètre  de  son  équateur,  multi- 
plié par  0,9287  ;  ce  qui  diffère  très-peu  du  rapport  de  treize 
à  quatorze,  que  donnent  par  un  milieu  les  mesures  les  plus 
précises  de  l'aplatissement  de  cette  planète.  Cet  accord  est 
une  nouvelle  preuve  que  la  pesanteur  des  satellites  vers  la 
planète  principale  se  compose  des  attractions  de  toutes  ses 
molécules,  comme  nous  l'avons  trouvé,  dans  le  septième  livre, 
pour  la  lune  relativement  à  la  terre. 

Quelle  que  soit  la  perfection  de  la  théorie,  il  reste  à  l'as- 
tronome une  tâche  immense  à  remplir  pour  convertir  en 
tables  les  formules  analytiques.  Bouvard  a  d'abord  réduit  en 
nombres  les  coeflGcients  de  ces  formules;  mais,  dans  cet  état, 
elles  renfermaient  encore  trente  et  une  constantes  indétermi- 
nées ,  savoir  :  les  vingt-quatre  arbitraires  des  douze  équations 
différentielles  du  mouvement  des  satellites,  les  masses  de  ces 
astres,  l'aplatissement  de  Jupiter,  l'inclinaison  de  son  équateur 
et  la  position  de  ses  nœuds.  Pour  avoir  les  valeurs  de  toutes  ces 
inconnues,  il  fallait  discuter  un  très-grand  nombre  d'éclipsés 
de  chaque  satellite,  et  les  combiner  de  la  manière  la  plus  propre 
à  faire  ressortir  chaque  élément.  Delambre  a  exécuté  ce  travail 
important  avec  le  plus  grand  succès,  et  ses  tables,  qui  repré- 
sentent les   observations  avec  l'exactitude  des  observations 
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mêmes,  offrent  au  navigateur  un  moyen  sûr  et  facile  pour 
avoir  sur-le-champ,  par  les  éclipses  des  satellites,  et  surtout 
par  celles  du  premier,  la  longitude  des  lieux  où  il  atterrit. 

L'un  des  plus  curieux  résultats  de  ces  recherches  est  la 
connaissance  des  masses  des  satellites,  connaissance  que  leur 
petitesse  extrême  et  l'impossibilité  de  mesurer  directement 
leurs  diamètres  semblaient  nous  interdire.  Tai  choisi,  pour 
cet  objet,  les  données  qui,  dans  Tétat  actuel  de  l'astronomie , 
m'ont  paru  les  plus  avantageuses ,  et  j'ai  lieu  de  penser  que 
les  valeurs  des  masses ,  auxquelles  je  suis  parvenu ,  sont  déjà  * 
fort  approchées  :  on  vérifiera  ces  valeurs  quand  la  suite  dçs 
temps  aura  mieux  fait  connaître  encore  les  variations  sécu- 
laires des  orbites.  Voici  maintenant  les  principaux  éléments 
de  la  théorie  de  chaque  satellite ,  qui  résultent  de  la  compa- 
raison de  mes  formules  avec  les  observations. 

L'orbe  du  premier  satelhte  se  meut  sur  un  plan  fixe  qui 
passe  constamment  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter,  par 
l'intersection  mutuelle  de  ces  deux  derniers  plans,  dont  l'in- 
clinaison respective  est,  suivant  les  observations,  égale  à 
3^,4352.  L'inclinaison  de  ce  plan  fixe  sur  l'équateur  de  Jupi- 
ter n'est  que  de  2  o"  par  la  théorie  ;  eUe  est  par  conséquent 
insensible.  L'inclinaison  de  l'orbe  du  satelhte  à  son  plan  fixe 
est  pareillement  insensible  ;  ainsi  l'on  peut  considérer  le  pre- 
mier satellite  en  mouvement  sur  l'équateur  même  de  Jupiter. 
On  n'a  point  reconnu  d'excentricité  propre  à  son  orbe,  qui 
seulement  participe  un  peu  des  excentricités  des  orbes  du 
troisième  et  du  quatrième  satelhte  ;  car,  en  vertu  de  l'action 
mutuelle  de  tous  ces  corps,  l'excentricité  propre  à  chaque  orbe 
se  répand  sur  les  autres,  mais  plus  faiblement,  à  mesure  qu'ils 
sont  plus  éloignés.  La  seule  inégalité  sensible  de  ce  satelhte 
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est  celle  qui  a  pour  argument  le  double  de  l'excès  de  la  lon- 
gitude moyenne  du  premier  sur  celle  du  second ,  et  qui  pro- 
duit, dans  le  retour  des  éclipses,  Tinégalité  de  43  7^,669  :  elle  est 
une  des  données  dont  j'ai  fait  usage  pour  avoir  les  masses  des 
satellites;  et  comme  elle  n  est  due  qu'à  l'action  du  second,  elle 
détermine  la  valeur  de  sa  masse  avec  beaucoup  d'exactitude. 
Les  éclipses  du  premier  satellite  ont  fait  découvrir  la  vitesse 
de  la  lumière,  que,  depuis,  le  phénomène  de  l'aberration  a 
mieux  fait  connaître.  Dans  l'état  actuel  de  la  théorie  de  ce 
satellite,  et  ses  observations  étant  devenues  très-nombreuses, 
il  m'a  paru  qu'elles  pouvaient  déterminer  ce  phénomène  avec 
plus  de  précision  encore  que  l'observation  directe.  Delambre  a 
bien  voulu  entreprendre  cette  discussion,  à  ma  prière,  et  il 
a  trouvé  62^6  pour  l'aberration  entière,  valeur  exactement  la 
même  que  Bradley  avait  conclue  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations très-délicates  sur  les  étoiles.  Il  est  satisfaisant  de  voir 
un  accord  aussi  parfait  entre  des  résultats  tirés  de  méthodes  si 
différentes.  On  peut  facilement  en  conclure  que  la  vitesse  de 
la  lumière,  dans  tout  l'espace  compris  par  l'orbe  terrestre ,  est 
la  même  que  sur  la  circonférence  de  cet  orbe,. conséquence 
que  1  on  doit  étendre  à  tout  l'espace  compris  par  l'orbe  de  Ju- 
piter ;  car,  à  raison  de  son  excentricité ,  la  variation  des  rayons 
vecteurs  de  cette  planète  est  très-sensible  sur  la  durée  des 
éclipses  des  satellites,  et  la  discussion  de  ;  ces  éclipses  prouve 
que  son  effet  est  exactement  le  même  que  dans  l'hypothèse 

du  mouvement  uniforme  de  la  lumière. 

/■■ 

L'orbe  du  second  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe  qui 
passe  constamment  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter,  par 
leur  intersection  mutuelle ,  et  dont  l'inclinaison  à  cet  équa- 
teur  est  de  201".  L'orbe  du  satellite  est  incliné  de  5l52^  à 
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son  plan  fixe,  et  ses  nœuds  ont  sur  ce  plan  un  mouvement 
tropique  rétrograde  dont  la  période  est  de  29*^,9 142:  elle  est 
une  des  données  qui  m'ont  servi  à  déterminer  les  masses. 
L'observation  n'a  point  fait  connaître  d'excentricité  propre  à 
l'orbe  de  ce  satellite  ;  mais  il  participe  un  peu  des  excentricités 
des  orbes  du  troisième  et  du  quatrième.  Ses  deux  inégalités 
principales  dépendent  des  actions  du  premier  et  du  troisième. 
Le  rapport  qu'ont  entre  elles  les  longitudes  des  trois  premiers 
satellites  réunit  ces  inégalités  en  une  seule  dont  la  période, 
dans  le  retour  des  éclipses,  est  de  437^,659,  et  dont  la  valeur 
est  la  troisième  donnée  que  j'ai  employée  à  la  détermination 
des  masses. 

L'orbe  du  troisième  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe  qui 
passe  constamment  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter,  par 
leur  intersection  mutuelle,  et  dont  l'inclinaison  sur  cet  équa- 
teur  est  de  98 1".  L'orbe  du  satellite  est  incliné  de  2284''  à 
son  plan  fixe,  et  ses  nœuds  ont  sur  ce  plan  un  mouvement 
tropique  rétrograde  dont  la  période  est  de  i4i*"%739.  Les 
astronomes  supposaient  les  orbes  des  trois  premiers  satellites 
en  mouvement  sur  l'équateur  même  de  Jupiter  ;  mais  ils  trou- 
vaient une  plus  petite  inclinaison  à  cet  équateur  sur  l'orbite 
de  la  planète,  par  les  éclipses  du  troisième  que  par  celles  des 
deux  autres.  Cette  difiérence,  dont  ils  ignoraient  la  cause, 
vient  de  ce  que  les  orbes  des  satellites  ne  se  meuvent  point 
sur  cet  équateur,  mais  sur  des  plans  divers,  et  qui  lui  sont 
d'autant  plus  inclinés,  que  les  satellites  sont  plus  éloignés  de 
la  planète.  J'ai  trouvé  un  résultat  semblable  pour  la  lune,  dans 
le  second  chapitre  du  septième  livre  :  c'est  de  là  que  dépend 
l'inégalité  lunaire  en  latitude ,  dont  la  valeur,  déterminée  par 
les  observations ,  m'a  donné  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre 
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avec  autant  d'exactitude  que  les  mesures  des  degrés  du  mé- 
ridien. 

L'excentricité  de  l'orbe  du  troisième  satellite  présente  des 
anomalies  singulières  dont  la  théorie  m'a  fait  connaître  la 
cause.  Elles  dépendent  de  deux  équations  du  centre,  dis- 
tinctes. L'une,  propre  à  cet  orbe,  se  rapporte  à  un  périjove 
dont  le  mouvement  annuel  et  sidéral  est  de  29010''  ;  l'autre, 
que  l'on  peut  considérer  comme  une  émanation  de  l'équation 
du  centre  du  quatrième  satellite,  se  rapporte  au  périjove  de 
ce  dernier  corps.  Elle  est  une  des  données  qui  m'ont  servi  à 
déterminer  les  masses.  Ces  deux  équations  forment,  en  se 
combinant,  une  équation  du  centre  variable,  et  qui  se  rap- 
porte à  un  périjove  dont  le  mouvement  n'est  pas  uniforme. 
Elles  coïncidaient  et  s'ajoutaient  en  1682,  et  leur  somme 
s'élevait  à  2^bS\  En  1777,  elles  se  retranchaient  Tune  de 
l'autre,  et  leur  différence  n'était  que  de  9 4 g''.  Wargentin 
essaya  de  représenter  ces  variations  au  moyen  de  deux  équa- 
tions du  centre  ;  mais ,  n'ayant  pas  rapporté  l'une  d'elles  au 
périjove  du  quatrième  satellite,  il  fut  contraint,  parles  obser- 
vations, d'abandonner  son  hypothèse,  et  il  eut  recours  à  celle 
d'une  équation  du  centre  variable,  dont  il  détermina  les  chan- 
gements par  les  observations,  ce  qui  le  conduisit  à  peu  près 
aux  résultats  que  nous  venons  d'indiquer. 

Enfin,  le  quatrième  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe 
incliné  de  hb/^Y  à  féquateur  de  Jupiter,  et  qui  passe  par 
la  ligne  des  nœuds  de  cet  équateur,  entre  ce  dernier  plan  et 
celui  de  l'orbite  de  la  planète.  L'inclinaison  de  l'orbe  du  satel- 
lite à  son  plan  fixe  est  de  2  772^  et  ses  nœuds  sur  ce  plan 
ont  un  mouvement  tropique  rétrograde  dont  la  période  est 
de  53 1  ans.  En  vertu  de  ce  mouvement ,  l'inclinaison  de  l'orbe 

6. 
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du  quatrième  satellite  sur  l'orbite  de  Jupiter  varie  sans  cesse. 
Parvenue  à  son  minimum  vers  le  milieu  du  dernier  siècle, 
elle  a  été  à  peu  près  stationnaire  et  d'environ  2^,7,  depuis 
1680  jusqu'en  1760,  et  dans  cet  intervalle,  ses  nœuds  sur 
l'orbite  de  Jupiter  ont  eu  un  mouvement  annuel  direct  de  8' 
à  peu  près.  Cette  circonstance  que  l'observation  a  présentée 
a  été  saisie  par  les  astronomes,  qui  l'ont  employée  longtemps 
avec  succès  dans  les  tables  de  ce  satellite.  Elle  est  une  suite 
de  mes  formules,  qui  donnent  et  l'inclinaison  et  le  mouvement 
du  nœud,  à  très-peu  près  les  mêmes  que  les  astronomes 
avaient  trouvés  par  la  discussion  des  éclipses;  mais  dans  ces 
dernières  années,  l'inclinaison  de  l'orbe  a  pris  un  accroisse- 
ment très-sensible,  dont  il  eût  été  difficile  de  connaître  la  loi 
sans  le  secours  de  la  théorie.  Il  est  curieux  de  voir  sortir  ainsi 
de  l'analyse  ces  phénomènes  singuliers  que  l'observation  a 
fait  entrevoir,  mais  qui,  résultant  de  la  combinaison  de  plu- 
sieurs inégahtés  simples,  sont  trop  compliqués  pour  que  les 
astronomes  en  aient  pu  découvrir  les  lois.  L'excentricité  de 
l'orbe  du  quatrième  satellite  est  beaucoup  plus  grande  que 
celle  des  autres  orbites.  Son  périjove  a  un  mouvement  annuel 
direct  de  7969"  :  c'est  la  cinquième  donnée  dont  j'ai  fait  usage 
pour  déterminer  les  masses. 

Chaque  orbe  participe  un  peu  du  mouvement  de  tous  les 
autres.  Leurs  plans  fixes  ne  le  sont  pas  rigoureusement  :  ils  se 
meuvent  très-lentement  avec  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter, 
en  passant  toujours  par  leur  intersection  mutuelle.  Les  incli- 
naisons de  ces  plans  sur  l'équateur  de  Jupiter  varient  sans 
cesse ,  proportionnellement  à  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  l'équa- 
teur de  la  planète. 

La  théorie  des  satellites  étant  fondée  sur  les  observations 
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de  leurs  éclipses ,  il  importe  d'avoir  Texpression  de  leur  durée , 
en  ayant  égard  à  tout  ce  qui  peut  y  influer,  et  principalement 
à  l'ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter.  Je  parviens  à  cette 
expression  en  considérant  généralement  ïa  figure  de  Tombre 
que  projette  un  corps  opaque  éclairé  par  un  corps  lumineux. 
On  pourrait  en  conclure  les  durées  des  éclipses  des  satellites, 
si  ces  astres  s'éclipsaient  au  moment  où  leurs  centres  com- 
mencent  à  pénétrer  dans  l'ombre  de  la  planète.  Mais  leurs 
disques,  quoique  inappréciables  par  eux-mêmes,  le  deviennent 
par  le  temps  qu'ils  mettent  à  disparaître  dans  les  éclipses  : 
leur  grandeur  jusqu'ici  peu  connue ,  leurs  clartés  différentes , 
les  effets  de  la  pénombre ,  et  probablement  encore  ceux  de  la 
réfraction  de  la  lumière  du  soleil  dans  l'atmosphère  de  Jupiter; 
toutes  ces  causes ,  qu'il  est  presque  impossible  d'évaluer,  nous 
obligent  de  recourir  aux  observations,  pour  déterminer  les 
durées  moyennes  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  dans 
les  nœuds  ou  lorsque  leur  latitude  au-dessus  de  l'orbite  de  la 
planète  est  nulle.  Ces  durées  observées  sont  9426^  pour  le 
premier  satellite;  iigSi''  pour  le  second;  14838"  pour  le 
troisième;  enfin,  19780"  pour  le  quatrième. 

Les  observations  de  l'entrée  et  de  la  sortie  des  satellites 
et  de  leurs  ombres  sur  le  disque  de  Jupiter  répandraient 
beaucoup  de  lumière  sur  la  grandeur  de  leurs  disques,  et 
sur  plusieurs  autres  éléments  de  la  théorie  des  satellites.  Ce 
genre  d'observations,  trop  négligé  par  les  astronomes,  me 
paraît  devoir  fixer  leur  attention  ;  car  il  semble  que  les  con- 
tacts intérieurs  des  ombres  doivent  déterminer  l'instant  de 
la  conjonction,  avec  plus  d'exactitude  encore  que  les  éclipses. 
La  théorie  des  satellites  est  maintenant  assez  avancée  pour 
que  ce  qui  lui  manque  ne  puisse  être  déterminé  que  par 
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des  observations  très -précises;  il  devient  donc  nécessaire 
d'essayer  de  nouveaux  moyens  d'observation,  ou  du  moins 
de  s'assurer  que  ceux  dont  on  fait  usage  méritent  la  pré- 
férence. 

L'extrême  difficulté  des  observations  des  satellites  de  Sa- 
turne rend  leur  théorie  si  imparfaite,  »que  l'on  connaît  à 
peine  avec  quelque  précision  leurs  révolutions  et  leurs  dis- 
tances moyennes  à  cette  planète  ;  il  est  donc  inutile  jusqu'à 
présent  de  considérer  leurs  perturbations.  Mais  la  position  de 
leurs  orbes  présente  un  phénomène  digne  de  l'attention  des 
géomètres  et  des  astronomes.  Lrcs  orbes  des  six  premiers  sa- 
tellites paraissent  être  dans  le  plan  de  l'anneau,  tandis  que 
l'orbe  du  septième  s'en  écarte  sensiblement.  Il  est  naturel  de 
penser  que  cela  dépend  de  l'action  de  Saturne  qui,  par  son 
ellipticité,  retient  les  six  premiers  orbes  dans  le  plan  de  son 
équateur,  comme  il  maintient  dans  ce  même  plan  fanneau 
dont  la  planète  est  entourée.  L'action  du  soleil  tend  à  les  en 
écarter;  mais  cet  écart  croissant  très-rapidement  et  à  peu  près 
comme  la  cinquième  puissance  du  rayon  de  l'orbe,  il  ne  de- 
vient sensible  que  pour  le  dernier  satellite.  Les  orbes  des 
satellites  de  Saturne  se  meuvent,  comme  ceux  de  la  lune  et 
des  satellites  de  Jupiter,  sur  des  plans  fixes  qui  passent  cons- 
tamment entre  l'équateur  et  l'orbite  de  la  planète  par  leur 
intersection  mutuelle,  et  qui  sont  d'autant  plus  inclinés  à  cet 
équateur,  que  les  satellites  sont  plus  éloignés  de  Saturne. 
Cette  inclinaison  est  considérable  relativement  au  dernier 
satellite.  Son  orbe  est  incliné  lui-même  au  plan  fixe  qui  lui 
correspond,  et  ses  nœuds  ont  sur  ce  plan  un  mouvement  ré- 
trograde dont  j'essaye  de  déterminer  la  valeur,  en  partant  des 
observations  déjà  faites  sur  cet  objet;  mais  ces  observations 
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étant  fort  incertaines,  les  résultats  que  je  présente  ne  peuvent 
être  qu'une  approximation  très-imparfaite. 

Nous  sommes  moins  instruits  encore  à  fégard  des  satellites 
d'Uranus.  Il  paraît  seulement,  d'après  les  observations  d'Hers- 
chell,  qu'ils  se  meuvent  tous  sur  un  même  plan  presque  per- 
pendiculaire à  celui  de  l'orbite  de  la  planète;  ce  qui  indique 
évidemment  une  position  semblable  dans  le  plan  de  son  équa- 
teur.  Je  fais  voir  que  l'aplatissement  de  la  planète,  combiné 
avec  l'action  des  satellites,  peut  maintenir  à  très-peu  près  dans 
ce  plan ,  leurs  orbes  divers.  Voilà  tout  ce  que  l'on  peut  dire 
sur  ces  astres  qui,  par  leur  petitesse  et  leur  éloignement,  se 
refuseront  toujours  à  des  recherches  plus  étendues. 

La  théorie  des  perturbations  des  comètes  est  l'objet  du  neu- 
vième livre.  La  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
de  leurs  orbites  ne  permet  pas  d'appliquer  à  ces  astres  les 
formules  relatives  aux  planètes  et  aux  satellites.  Il  n'est  pas 
possible,  dans  l'état  actuel  de  fanalyse,  de  représenter  leurs 
mouvements,  par  des  expressions  analytiques  qui  embrassent 
un  nombre  indéfini  de  révolutions,  et  l'on  est  réduit  à  les  déter- 
miner par  parties,  et  au  moyen  des  quadratures.  La  méthode 
la  plus  simple  pour  y  parvenir  est  celle  dont  on  est  redevable 
à  Lagrange,  et  qui  consiste  à  regarder  l'orbite  de  la  comète 
comme  une  ellipse  sans  cesse  variable  :  chaque  élément  ellip- 
tique est  alors  exprimé  par  l'intégrale  d'une  fonction  difiéren- 
tielle,  et  l'analyse  offre  divers  moyens  pour  avoir  cette  intégrale 
d'une  manière  très- approchée.  Je  présente  ici  ces  fonctions 
différentielles  sous  la  forme  qui  m'a  paru  la  plus  commode, 
et  je  donne  un  moyen  très-exact  de  les  intégrer  par  approxi- 
mation. J'aurais  bien  désiré  d'appliquer  cette  méthode  au  pro- 
chain retour  de  la  comète  de  1 769;  mais,  diverses  occupations 
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m'en  ayant  empêché,  je  me  borne  à  la  développer  avec  assez 
d'étendue  pour  que  l'on  n'éprouve  dans  ses  applications  d'autres 
difficultés  que  celles  des  substitutions  numériques. 

Je  traite  ensuite,  par  une  analyse  particulière,  le  cas  d'une 
comète  qui  approche  assez  d'une  planète  pour  que  son  orbite 
en  soit  totalement  changée  :  ce  cas  singulier  mérile  d'autant 
plus  d'attention,  qu'il  paraît  avoir  été  celui  de  la  première 
comète  de  1770.  On  connaît  les  tentatives  infructueuses  des 
astronomes  pour  assujettir  les  observations  de  cette  comète 
aux  lois  4^  mouvement  parabolique.  Lexel  reconnut  enfin 
qu'elle  avait  décrit  pendant  son  apparition  l'arc  d'une  ellipse 
correspondante  à  une  révolution  d'un  peu  plus  de  cinq  ans  et 
demi.  Burckhardt,  par  une  discussion  approfondie  des  obser- 
vations de  cette  comète,  et  des  éléments  elliptiques  propres  à 
les  représenter,  vient  de  confirmer  ce  résultat  remarquable, 
qui  ne  doit  maintenant  laisser  aucun  doute.  Mais  avec  une  ré- 
volution aussi  prompte,  cette  comète  aurait  dû  plusieurs  fois 
reparaître  :  cependant,  on  ne  l'a  point  observée  avant  1770, 
et  depuis,  on  ne  l'a  point  revue.  Pour  expliquer  ce  double 
phénomène,  Lexel  a  remarqué  qu'en  1767  et  1779  cette 
comète  a  passé  fort  près  de  Jupiter,  dont  l'action  a  pu  dimi- 
nuer, en  1767,  sa  distance  périhélie ,  au  point  de  rendre  la 
comète  visible  de  la  terre,  en  1770,  d'invisible  qu'elle  était 
auparavant;  et,  par  un  efifet  contraire,  cette  action  a  pu,  en 
1779,  accroître  sa  distance  périhélie  de  manière  à  rendre  la 
comète  dorénavant  invisible.  Mais  cette  explication  suppose 
que  les  éléments  de  l'orbite  de  la  comète,  déterminés  par  ses 
positions  observées  en  1770,  satisfont  aux  deux  conditions 
précédentes,  du  moins  en  ne  faisant  à  ces  éléments  que  des 
corrections  très-légères,  comprises  dans  les  hmites  des  alté- 
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rations  que  raltraction  des  planètes  a  pu  y  produire  :  c'est  ce 
qui  résulte  de  l'application  de  mes  formules  aux  perturbations 
de  la  comète  par  Taction  de  Jupiter  à  ces  deux  époques.  La 
possibilité  du  double  changement  de  la  distance  périhélie  aux 
mêmes  époques  étant  ainsi  établie,  Texplication  donnée  par 
Lexel  devient  très-vraisemblable. 

De  toutes  les  comètes  observées,  la  précédente  est  celle  qui 
a  le  plus  approché  de  la  terre  ;  elle  a  dû  par  conséquent  en 
éprouver  des  altérations  sensibles.  Je  trouve,  en  effet,  que 
l'action  de  la  terre  a  augmenté  de  deux  jours  sa  révolution 
sidérale;  mais  la  comète,  en  réagissant  sur  la  terre,  a  dû  pareil- 
lement altérer  la  durée  de  Tannée  sidérale  :  Tanalyse  fait  voir 
qu  elle  serait  diminuée  de  la  neuvième  partie  d'un  jour,  si  la 
masse  de  la  comète  égalait  celle  de  la  terre.  Les  recherches 
que  Delambre  vient  de  faire,  pour  perfectionner  les  tables  du 
soleil,  ne  permettent  pas  d'attribuer  à  l'action  de  la  comète 
une  diminution  de  trois  secondes  dans  cette  durée;  nous 
sommes  donc  bien  certains  que  la  masse  de  la  comète  n'est 
pas  la  cinq-millième  partie  de  celle  de  la  terre.  En  général, 
la  correspondance  des  observations  avec  les  mouvements  des 
planètes  et  des  satellites,  déterminés  en  n'ayant  égard  qu'à 
l'action  mutuelle  de  ces  corps,  nous  prouve  que  malgré  le 
grand  nombre  de  comètes  qui  traversent  dans  tous  les  sens 
le  système  planétaire,  leur  attraction  a  été  jusqu'à  présent 
insensible  :  ainsi  leurs  masses  doivent  être  d'une  petitesse 
extrême,  et  les  astronomes  n'ont  aucune  raison  de  craindre 
qu'elles  puissent  nuire  à  l'exactitude  de  leurs  tables. 

Dans  le  dixième  livre,  je  considère  différents  points  rela- 
tifs au  système  du  monde.  L'un  des  plus  intéressants  par  ses 
rapports  avec  l'attraction  universelle  et  par  son  influence  sur 
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les  observations  célestes  est  la  théorie  des  réfractions  astro- 
nomiques. L'air  au  travers  duquel  nous  voyons  les  astres 
infléchit  leurs  rayons  suivant  des  lois  qu'il  importe  aux  astro- 
nomes de  bien  connaître  :  eUes  dépendent  de  la  constitution 
de  l'atmosphère,  et  des  variations  qu'elle  éprouve  dans  sa 
pression  et  dans  sa  chaleur.  J'en  expose  avec  étendue  l'ana- 
lyse, qui  exige  des  artifices  particuliers,  lorsque  l'astre  est 
très-près  de  l'horizon.  La  réfraction  de  sa  lumière  dépend  alors 
de  la  loi  suivant  laquelle  la  chaleur  des  couches  atmosphé- 
riques diminue  à  mesure  qu'elles  sont  plus  élevées.  La  loi 
que  je  propose  réunit  à  l'avantage  d'un  calcul  facile  celui  de 
représenter  à  la  fois  les  expériences  sur  la  diminution  de  cette 
chaleur,  et  les  observations  des  réfractions  et  des  hauteurs  du 
baromètre  à  diverses  élévations.  Heureusement,  lorsque  la 
hauteur  des  astres  surpasse  onze  ou  douze  degrés,  la  réfrac- 
tion ne  dépend  plus  que  de  i'état  de  l'air  dans  le  lieu  de  l'ob- 
servateur; et  cet  état  est  indiqué  par  nos  instruments  météo- 
rologiques. A  températures  égales,  le  volume  d'une  même 
quantité  d'air  est  réciproque  à  la  pression  qu'il  éprouve  ;  mais 
pour  avoir  les  variations  de  ce  volume,  qui  répondent  à  celles 
d'un  thermomètre  à  mercure,  ilfaut  connaître  exactement  la 
correspondance  de  cet  instrument  avec  un  thermomètre  à  air. 
Gay-Lussac  a  fait  sur  cela  un  grand  nombre  d'expériences  très- 
précises;  il  a  mis  un  soin  extrême  à  bien  graduer  plusieurs 
thermomètres  de  mercure  et  d'air,  et  surtout  à  bien  dessécher 
les  tubes  de  verre  dont  il  a  fait  usage;  car  leur  humidité,  dans 
les  expériences  des  divers  physiciens  sur  cet  objet,  est  la  cause 
principale  de  la  différence  de  leurs  résultats.  En  plongeant 
ensuite  ces  thermomètres  dans  un  même  bain  d'eau,  à  la  tem- 
pérature de  la  glace  fondante  et  à  celle  de  l'eau  bouillante,  il 
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a  trouvé,  par  un  milieu  entre  un  grand  nombre  de  résultats, 
corrigés  de  lefFet  de  la  dilatation  du  verre  et  des  variations 
du  baromètre  pendant  chaque  expérience,  qu  un  volume  d'air 
représenté  par  Tunité,  au  degré  de  la  glace  fondante,  deve- 
nait 1,376  à  la  chaleur  de  Teau  bouillante,  sous  une  pression 
mesurée  par  la  hauteur  0^,76  du  baromètre.  Tobie  Mayer, 
physicien  aussi  exact  que  grand  astronome ,  avait  trouvé ,  par 
des  expériences  dont  il  garantit  Texactitude,  que,  par  le  même 
accroissement  de  température,  le  volume  1  se  change  dans 
i,38o;  ce  qui  diffère  très-peu  du  résultat  précédent,  avec 
lequel  les  expériences  de  Dalton  sont  parfaitement  d'accord. 
Pour  avoir  la  marche  correspondante  de  deux  thermomètres 
d'air  et  de  mercure,  Gay-Lussac  a  divisé  exactement  en  deux 
parties  égales  les  volumes  que  ces  deux  fluides  remplissaient 
dans  chaque  thermomètre,  depuis  le  degré  de  la  glace  fon- 
dante jusqu'à  celui  de  l'ébuHition  de  l'eau;  ce  qui  lui  a  donné 
le  degré  5o  de  chaque  thermomètre.  En  les  plongeant  dans 
un  bain  d'eau  élevé  à  cette  température ,  il  a  observé  que  leurs 
difiérences  étaient  toujours  extrêmement  petites,  et  alternati- 
vement de  signe  contraire;  en  sorte  que  la  différence  moyenne, 
déterminée  par  vingt  expériences ,  a  été  insensible  :  d'où  l'on 
doit  conclure  que,  depuis  zéro  jusqu'à  la  chaleur  de  l'eau 
bouillante,  la  marche  des  deux  thermomètres  est  à  très-peu 
près  la  même.  Ces  résultats  suffisent  à  la  théorie  des  réfrac- 
tions, dans  laquelle  on  n  a  besoin  que  de  connaître  la  densité  de 
l'air,  correspondante  aux  indications  du  baromètre  et  du  ther- 
momètre. Mais  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  il  est  nécessaire 
d'apprécier  les  degrés  réels  de  chaleur  indiqués  par  ceux  du 
thermomètre  à  mercure;  et  c'est  ce  que  les  expériences  cbnt  je 
viens  de  parler  donneraient  avec  beaucoup  d'exact:  s 
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accroissements  de  la  chaleur  d'une  masse  d*air  soumise  à  une 
pression  constante  étaient  proportionnels  à  ceux  de  son  volume. 
Or  cette  hypothèse  est  au  moins  très-vraisemblable;  car  si  Ton 
conçoit  que  le  volume  d'air  restant  toujours  le  même,  sa  tem- 
pérature augmente,  il  est  très-naturel  de  penser  que  sa  force 
élastique,  dont  la  chaleur  est  la  cause,  augmentera  dans  le 
même  rapport.  En  le  soumettant,  dans  ce  nouvel  état,  à  la 
pression  quil  éprouvait  dans  le  premier,  son  volume  croîtra 
comme  sa  force  élastique,  et  par  conséquent  comme  sa  tem- 
pérature. Le  thermomètre  à  air  me  paraît  donc  indiquer  exac- 
tement les  variations  de  la  chaleur;  mais  sa  construction  étant 
difficile ,  il  suffit  d'avoir  comparé ,  par  des  expériences  pré- 
cises, sa  marche  avec  celle  du  thermomètre  à  mercure. 

Jusqu'à  présent  on  n'a  point  fait  usage  des  indications  de 
l'hygromètre  dans  le  calcul  des  réfractions  :  il  serait  à  désirer 
que  l'on  déterminât ,  par  des  expériences  directes ,  l'influence 
de  l'humidité  de  l'air  sur  ces  phénomènes.  J'essaye  d'y  sup- 
pléer, en  supposant  que  les  forces  réfringentes  de  l'eau  et  de 
sa  vapeur  sont  proportionnelles  à  leurs  densités  respectives. 
Dans  cette  hypothèse  vraisemblable,  la  force  réfringente  de 
cette  vapeur  surpasse  celle  de  l'air  de  même  densité;  mais 
comme,  à  pressions  égales,  l'air  surpasse  en  densité  la  vapeur 
aqueuse,  il  en  résulte  que  la  réfraction  due  à  cette  vapeur 
répandue  dans  l'atmosphère  est  à  peu  près  la  même  que  celle 
de  l'air  dont  elle  occupe  la  place ,  en  sorte  que  l'efiet  de  l'hu- 
midité de  l'air  sur  les  réfractions  est  presque  insensible.  C'est 
ce  que  confirment  quelques  observations  de  hauteurs  méri- 
diennes du  soleil  vu  à  travers  des  nuages  qui  laissaient  aper- 
cevoir  distinctement  ses  bords  :  la  réfraction  de  sa  lumière  n'a 
point  paru  changée  par  cette  circonstance. 
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On  sait  que  lair  est  un  mélange  des  deux  gaz  azote  et  oxy- 
gène. Il  est  vraisemblable  que  la  force  réfringente  n  est  pas  la 
même  pour  chacun  d*eux,  et  qu'ainsi  celle  de  l'atmosphère 
changerait  si  la  proportion  de  ces  gaz  venait  à  s'altérer.  Mais 
il  suit  des  expériences  nombreuses  et  très-précises  d'Humboldt 
et  de  Gay-Lussac,  que  cette  proportion  reste  toujours  à  très- 
peu  près  constante  à  la  surface  de  la  terre;  et  Gay-Lussac 
étant  allé,  dans  un  ballon,  recueillir  de  l'air  atmosphérique 
à  plus  de  six  mille  cinq  cents  mètres  de  hauteur,  l'analyse  de 
cet  air  lui  a  donné,  entre  ces  deux  gaz,  le  même  rapport  qui 
a  lieu  à  la  surface  de  la  terre. 

La  force  réfringente  de  l'atmosphère  peut  être  déterminée, 
soit  par  des  expériences  directes  sur  la  réfraction  de  l'air,  soit 
par  les  observations  astronomiques.  Le  grand  nombre  et  l'exac- 
titude de  ces  observations  m'a  fait  préférer  ce  dernier  moyen  ; 
et  j'en  ai  conclu,  pour  avoir  les  réfractions  au-dessus  de  douze 
degrés  de  hauteur  apparente,  une  formule  que  je  crois  très- 
exacte  ,  du  moins  si  la  force  réfractive  de  l'air  est  en  raison  de 
sa  densité,  et  si  sa  température  et  son  humidité  n'ont  point 
sur  elle  d'influence  sensible  ;  trois  choses  qu'il  importe  de  vé- 
rifier par  un  grand  nombre  d'observations  et  d'expériences. 
Le  moyen  qui  me  semble  le  plus  propre  à  cet  objet  consiste 
à  observer,  dans  les  grands  froids  et  dans  les  fortes  chaleurs, 
dans  les  grandes  hauteurs  et  dans  les  abaissements  extrêmes 
du  baromètre,  les  hauteurs  méridiennes  de  quelques  étoiles 
qui  ne  s'élèvent  que  de  douze  ou  quinze  degrés  sur  l'horizon. 
On  a  commencé,  dans  cette  vue,  à  l'Observatoire  de  Paris, 
une  suite  d'observations  que  l'on  se  propose  de  continuer 
pendant  un  grand  nombre  d*années.  Là  théorie  suppose  en- 
core la  densité  constante  dans  une  même  couche  d'air  concen- 
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trique  à  la  terre  ;  et  il  est  possible  que  les  vents  et  d'autres 
xauses  y  produisent  des  variations  de  densité  qu'il  est  impos- 
sible de  connaître,  et  qui  cependant  doivent  influer  sur  les 
réfractions  :  c'est  à  cela  que  l'on  doit  principalement  attribuer 
les  petites  différences  que  présentent  les  observations  d'un 
même  astre  en  différents  jours.  Quelque  perfection  que  l'on 
donne  aux  instruments  d'astronomie,  cette  cause  d'erreur  sera 
toujours  un  obstacle  à  fextrême  précision  des  observations. 

Les  recherches  précédentes,  fondées  sur  la  constitution  de 
fatmosphère,  m'ont  conduit  à  une  formule  très-simple  pour 
mesurer  la  hauteur  des  montagnes  par  le  baromètre,  formule 
dans  laquelle  j'ai  eu  égard  aux  variations  de  la  pesanteur,  dues 
à  la  différence  des  latitudes  et  des  élévations  au-dessus  du 
niveau  des  mers.  J'aurais  bien  désiré  pouvoir  y  introduire  les 
indications  de  l'hygromètre,  mais  nous  manquons  d'expériences 
suffisantes  pour  cet  objet,  Ramond  a  déterminé,  avec  beaucoup 
d'exactitude,  le  coefficient  principal  de  cette  formule,  au  moyen 
des  observations  nombreuses  et  précises  du  baromètre,  qu'il 
a  faites  sur  plusieurs  montagnes  dont  la  hauteur  est  bien 
connue. 

L'atmosphère  éteint  en  partie  les  rayons  de  lumière  qui  la 
traversent.  Je  détermine  la  loi  de  cette  extinction,  qui  doit 
pareillement  avoir  lieu  dans  fatmosphère  du  soleil.  Il  résulte 
de  mes  formules,  comparées  à  une  expérience  curieuse  de 
Bouguer  sur  f  intensité  de  la  lumière  des  divers  points  du  disque 
solaire,  que  cet  astre  dépouillé  de  son  atmosphère  nous  paraî- 
trait douze  fois  plus  lumineux. 

L'un  des  principaux  arguments  que  Ton  opposa  au  mouve- 
ment de  la  terre  fut  la  difficulté  de  concilier  ce  mouvement 
avec  celui  des  corps  terrestres  détachés  de  sa  surface  et  aban- 


PRÉFACE.  XXIII 

donnés  à  eux-mêmes.  Dans  l'ignorance  des  lois  de  la  méca- 
nique, on  était  porté  à  croire  que  le  spectateur  devait  s'en 
éloigner  avec  toute  la  vitesse  due  au  mouvement  de  rotation 
de  la  terre  et  à  sa  translation  autour  du  soleil.  La  connaissance 
de  ces  lois  ne  laisse  maintenant  aucun  nuage  sur  cet  objet  ; 
mais  elles  font  voir  que  l'effet  de  la  rotation  de  la  terre  sur  le 
mouvement  des  projectiles,  quoique  très-peu  sensible,  peut 
le  devenir  par  des  expériences  propres  à  le  manifester.  J'en 
expose  ici  l'analyse,  qui  s'accorde  avec  les  expériences  que 
l'on  a  déjà  faites  pour  reconnaître  le  mouvement  diurne  de  la 
terre,  dans  la  chute  des  corps  qui  tombent  d'une  grande 
hauteur. 

Après  avoir  examiné  plusieurs  cas  dans  lesquels  le  mouve- 
ment d'un  système  de  corps  qui  s'attirent  peut  être  exacte- 
ment déterminé,  je  reprends  la  théorie  des  équations  sécu- 
laires dues  à  la  résistance  d'un  fluide  éthéré  répandu  autour 
du  soleil,  théorie  que  j'ai  déjà  considérée  à  la  fin  du  septième 
livre,  mais  que  j'étends  ici  à  un  temps  illimité.  Cette  résis- 
tance aurait  lieu  dans  la  nature ,  si  la  lumière  solaire  consistait 
dans  les  vibrations  d'un  semblable  fluide.  Si  elle  est  une  éma- 
nation du  soleil,  son  impulsion  sur  les  planètes  et  sur  la  lune, 
en  se  combinant  avec  les  vitesses  de  ces  astres,  produit  dans 
leurs  moyens  mouvements  une  accélération  dont  je  donne 
l'expression  analytique;  mais  cet  effet  est  détruit  par  la  dimi- 
nution de  la  masse  du  soleil,  qui  doit  avoir  lieu  dans  cette 
hypothèse.  Alors,  la  force  attractive  de  cet  astre  diminuant 
sans  cesse,  les  orbes  des  plauètes  se  dilatent  de  plus  en  plus, 
et  leurs  mouvements  se  ralentissent  incomparablement  plus 
qu'ils  ne  s'accélèrent  par  l'impulsion  de  la  lumière.  Les  obser- 
vations n'indiquant  aucune  variation  dans  le  moyen  mouve- 
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ment  de  la  terre,  j'en  conclus  :  i°  que  le  soleil,  depuis  deux 
mille  ans ,  n  a  pas  perdu  la  deux-millionième  partie  de  sa  subs- 
tance; 2°  que  l'effet  de  l'impulsion  de  la  lumière  sur  l'équa- 
tion séculaire  de  la  lune  est  insensible.  L'analyse  de  cet  effet 
s'applique  à  la  gravité  considérée  comme  produite  par  l'impul- 
sion d'un  fluide  gravifique  mû  avec  une  extrême  rapidité  vers 
le  corps  attirant.  Il  en  résulte  que,  pour  satisfaire  aux  phéno- 
mènes, il  faut  supposer  à  ce  fluide  une  vitesse  excessive  et 
cent  millions  de  fois,  au  moins,  plus  grande  que  ceUe  de  la 
lumière.  Cette  vitesse  serait  infinie,  dans  les  hypothèses  ad- 
mises par  les  géomètres,  sur  l'action  de  la  gravité;  ces  hypo- 
thèses peuvent  donc  être  employées  sans  crainte  d'erreur  sen- 
sible. Nous  observerons  ici  que  ces  diverses  causes  d'altération 
dans  les  moyens  mouvements  des  planètes  et  des  satellites 
n'en  produisent  aucune  dans  la  position  de  leurs  absides;  et, 
comme  il  est  constant,  par  les  observations,  que  le  mouve- 
ment du  périgée  lunaire  est  assujetti  à  une  équation  séculaire 
très-sensible ,  on  doit  en  conclure  que  ce  n'est  point  à  la  résis- 
tance ni  à  l'impulsion  d'un  fluide  qu'il  faut  attribuer  les  équa- 
tions séculaires  de  la  lune.  Nous  en  avons  développé,  dans  le 
septième  livre,  les  lois  et  la  véritable  cause. 

Enfin,  je  termine  ce  volume  par  un  Supplément  aux  théo- 
ries de  la  lune  et  des  planètes.  Jupiter,  Saturne  et  Uranus 
forment  un  système  à  part,  sur  lequel  les  planètes  inférieures 
n'ont  point  d'influence  sensible,  mais  qui,  par  l'action  mu- 
tuelle de  ces  trois  corps,  est  soumis  à  de  grandes  inégalités, 
que  j'ai  développées  dans  le  sixième  livre.  La  découverte  de 
ces  inégalités  a  donné  aux  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  une 
précision  inespérée.  Pour  les  perfectionner  encore,  Bouvard 
a  discuté  de  nouveau  et  avec  le  plus  grand  soin  toutes  les 
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oppositions  de  ces  planètes,  depuis Bradley  jusqu  à  nous,  obser- 
vées à  Greenwich  et  à  Paris,  au  moyen  de  grandes  lunettes 
méridiennes  et  des  meilleurs  quarts  de  cercle.  De  mon  côté, 
j*ai  revu  leur  théorie  avec  une  attention  particulière,  et  cela 
ma  conduit  à  quelques  inégalités  nouvelles  qui  ont  sensible- 
ment rapproché  mes  formules  des  observations.  Ces  formules . 
réduites  en  tables  par  Bouvard,  représentent,  avec  une  exac- 
titude remarquable,  les  observations  modernes,  celles  de 
Flamsteed,  de  Tycho,  et  même  des  Arabes  et  des  Grecs,  et  les 
observations  chaldéennes  que  Ptolémée  nous  a  transmises  dans 
son  Almageste.  Cette  précision  singulière  avec  laquelle  Jupi- 
ter et  Saturne  ont  obéi ,  depuis  les  temps  les  plus  reculés ,  aux 
lois  de  leur  action  mutuelle,  nous  prouve  que  finfluence  des 
causes  étrangères  au  système  planétaire  est  insensible.  L'un 
des  principaux  avantages  de  ces  nouvelles  recherches  est  la 
connaissance  précise  de  la  masse  de  Saturne,  dont  la  valeur 
est  fixée,  par  ce  moyen,  beaucoup  mieux  que  par  les  élonga- 
tions  des  satellites.  Les  inégalités  produites  par  Uranus  sont 
trop  peu  considérables  pour  en  conclure  la  valeur  de  sa  masse  : 
celle  que  j'ai  adoptée  dans  le  sixième  livre  me  paraît  répondre 
assez  bien  aux  observations. 

Il  ne  me  reste  plus,  pour  remplir  rengagement  que  j*ai 
contracté  au  commencement  de  cet  ouvrage,  qu'à  donner 
une  notice  historique  des  travaux  des  géomètres  et  des 
astronomes  sur  le  système  du  monde  :  ce  sera  lobjet  des 
derniers  livres. 


TOMB   IT. 
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LIVRE  HUITIÈME. 

THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER,  DE  SATURNE  ET  D'URANUS. 

Objet  de  cette  théorie page  i . 

Chapitre  premier.  Equations  du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter, 
en  ayant  égard  à  leurs  actions  réciproques,  à  Tattraction  du  soleil  et 
à  celle  du  sphéroïde  aplati  de  Jupiter page  2 ,  n^  i ,  2 . 

Chapitre  ii.  Des  inégalités  des  mouvements  des  satellites  de  Jupiter, 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites,  page  9. 

Développement  des  équations  du  mouvement  de  ces  satellites.  Expressions 
analytiques  des  perturbations  de  leurs  rayons  vecteurs  et  de  leurs  longitudes. 
L*action  du  soleil  y  introduit  une  inégalité  analogue  à  la  variation  dans  la 
théorie  de  la  lune n*  3. 

Recherche  des  termes  qui  peuvent  acquérir,  dans  ces  expressions ,  des  valeurs 
considérables  par  les  diviseurs  que  l'intégration  leur  donne,  et  qui  deviennent 
fort  petits  en  vertu  des  rapports  presque  coimnensurables  des  moyens 

mouvements  des  trois  premiers  satellites.  Nécessité  de  conserver  dans  ces 

d. 
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petits  diviseurs,  les  termes  dépendants  du  produit  de  la  partie  constante  de 
la  force  perturbatrice  par  la  variation  du  rayon  vecteur,  ce  produit  ayant 

sur  leur  valeur  une  influence  sensible n®  &. 

Effet  des  termes  de  ce  genre  sur  les  retours  des  éclipses  des  trois  premiei*s  sa- 
tellites. Les  inégalités  quils  y  introduisent  dépendent  toutes  d'un  même 
angle,  et  leur  période  commune  est  de  /iSy  ^'^'"',659;  résultat  conforme  aux 
observations n®  5. 

Chapitre  m.  Des  inégalités  du  mouvement  des  satellites,  dépendantes 
des  excentricités  des  orbites P^g®  23. 

Expressions  des  diverses  équations  du  centre  des  satellites,  et  des  mouvements 
de  leurs  absides n"  6. 

Recherche  des  termes  qui  peuvent  devenir  sensibles  par  Teflet  des  petits 
diviseurs  que  l'intégration  leur  donne ,  quoiqu'ils  soient  multipliés  par  les 
valeurs  fort  petites  des  excentricités °**  7- 

L'action  du  soleil  produit  aussi  dans  le  mouvement  des  satellites  des  inégalités 
sensibles,  quoique  pareillement  dépendantes  des  excentricités.  Expression 
de  ces  inégalités.  Celle  qui  affecte  la  longitude  est  composée  de  deux 
parties  analogues  à  ïévection  et  à  Yéqaation  annuelle  dans  la  théorie  de  la 
lune n"  8. 

Chapitre  iv.  Des  inégalités  du  mouvement  des  satellites  en  lati- 
tude     page  36. 

Expression  analytique  de  la  latitude  des  satellites  et  du  mouvement  de  leurs 
nœuds n*  9. 

La  partie  de  cette  expression  qui  dépend  du  déplacement  de  l'équateur  et  de 
l'orbite  de  Jupiter,  représente  la  latitude  qu'aurait  chaque  satellite  s'il  se 
mouvait  sur  un  plan  intermédiaire  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter,  et 
mené  par  leur  commune  intersection.  Cet  effet  est  analogue  à  celui  que  la 
terre  produit  sur  la  lune,  comme  on  Ta  vu  dans  le  n®  20  du  livre  Vil, 
mais  il  est  beaucoup  plus  sensible.  Déteimination  de  sa  valeur  « ...   n"  10. 

Recherche  des  termes  qui  acquièrent  de  très-petits  diviseurs  par  l'intégration 
dans  l'expression  de  la  latitude ,  en  vertu  des  valeurs  presque  commensu- 
rables  des  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites.  Évaluation  de 
leur  influence , n^  11 . 
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Chapitre  v.  Des  inédites  dépendantes  des  carrés  et  des  prodtiits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites page  67. 

Calcul  de  ces  inégalités.  Il  suffît  d'y  tenir  compte  des  inégalités  è  longues  pé- 
riodes     n*  1 2 . 

Les  ternies  qui  deviennent  les  plus  considérables  dans  les  équations  séculaires 
des  satellites  sont  ceux  qui  dépendent  des  variations  séculaires  de  Téquateur 
et  de  l'orbite  de  Jupiter,  et  du  mouvement  des  nœuds  du  quatrième  satellite. 
Bs  sont  analogues  h  ceux  qui  produisent  l'équation  séculaire  de  la  lune,  et 
l'équation  du  mouvement  de  la  lune  dépendante  de  la  longitude  de  ses 
nœuds.  Calcul  de  ces  termes n"  1 3. 

Chapitre  vi.  Des  inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice      page  67. 

La  plus  remarquable  de  ces  inégalités  a  déjà  été  discutée  sous  sa  forme  gé- 
nérale, dans  le  n**  66  du  second  livre  :  elle  tient  à  ce  que,  dans  l'origine,  la 
longitude  moyenne  du  premier  satellite ,  moins  trois  fois  celle  du  second, 
plus  deux  fois  celle  du  troisième ,  a  formé  une  somme  à  peu  près  égale  h  la 
demi-circonférence  ;  rapport  qui  a  été  rendu  exact  ensuite  par  l'action  mu- 
tuelle de  ces  trois  corps.  Développement  de  cette  théorie  par  une  méthode 
différente  de  celle  qui  a  été  employée  dans  le  livre  II.  Il  en  résulte ,  comme 
on  l'a  vu  alors,  que  les  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites 
sonl  assujettis  à  une  sorte  de  libration  qu'il  importe  aux  astronomes  de  bien 
connaître ,  et  dont  on  doit  fixer  l'étendue  par  les  observations  :  jusqu'ici  elle 
a  paru  insensible.  Le  rapport  qui  existe  entre  le  moyen  mouvement  des  trois 
premiers  satellites  subsistera  constamment  dans  la  suite  des  siècles;  et  les 
deux  inégalités  du  premier,  causées  par  l'attraction  du  second  et  du  troisième, 
réunies  par  ce  rapport,  ne  pourront  jamais  se  séparer n**  1  4,  1 5. 

Les  rapports  des  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  modifient 
leurs  inégalités  à  longues  périodes.  Ces  rapports  ne  sont  point  changés  par 
leurs  inégalités  séculaires,  qui  se  coordonnent  toujours  de  manière  à  y  sa- 
tisfaire      n"^   16. 

Les  rapports  des  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  ont  une 
influence  sensible  sur  les  variations  de  leurs  excentricités  et  de  leurs  péri- 
joves.  Examen  de  cette  influence  et  des  termes  qu'elle  produit.  Les  incli- 
naisons et  les  nœuds  des  orbites  n'en  reçoivent  aucun  changement,  n®   17. 
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Le  carré  des  termes  dus  à  ces  rapports  peut  devenir  seosible  dans  rexpreuîon 
de  la  longitude n°   18. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  n'introduit  aucun  terme  sensible  dans 
réquation  séculaire  des  satellites  de  Jupiter,  ni  dans  celle  de  la  lune,  n*"   19. 

Chapitbe  VII.  Valeurs  numériques  des  inégalités  précédentes,  page  9 5. 

Éléments  des  orbites  des  satellites.  Valeurs  numériques  des  coefficients  des 
inégalités n*"  ao. 

Expressions  numériques  des  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude, 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons n**  2  i . 

Expressions  numériques  des  inégalités  dépendantes  des  excentricités.,    n^  2a. 

Expressions  numériques  des  inégalités  des  satellites  en  latitude n°  st3. 

Expressions  numériques  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites n*  24. 

Expressions  numériques  des  inégalités  dépendantes  du  can*é  de  la  force  per- 
turbatrice   n°  a5. 

Chapitre  via.  De  la  durée  des  éclipses  des  satellites page  118. 

Formules  générales  pour  déterminer  Tombre  projetée  par  un  corps  opaque  de 
figure  quelconque.  Première  application  de  cette  formule  à  l'ombre  pro- 
jetée par  Jupiter  supposé  sphérique.  Deuxième  application,  en  ayant  égard 
à  son  ellipticité  :  équation  de  son  ombre  et  de  sa  pénombre.  Calcul  de  Tare 
décrit  par  les  satellites  en  les  traversant.  Formules  pour  déterminer  la  du- 
rée de  réclipse n*  26. 

Chapitre  ix.  Détermination  des  masses  des  satellites  et  de  Taplatis- 
sement  de  Jupiter P^ge  1 35. 

Il  faut,  pour  déterminer  ces  quantités,  cinq  données  de  l'observation.  Choix 
des  données  les  plus  propres  à  cet  objet,  dans  l'état  actuel  de  l'astronomie. 
Valeurs  des  masses  des  satellites  et  de  l'aplatissement  de  Jupiter  qui  en  ré- 
sultent. Le  rapport  des  deux  axes  des  pôles  et  de  l'équateur  de  cette 
planète  est  déterminé,  par  ce  moyen,  avec  plus  de  précision  que  par  les 
.mesures  directes;  il  s*accorde  avec  elles,  et  prouve  ainsi  que  la  pesanteur 
des  satellites  vers  Jupiter  se  compose  des  attractions  de  toutes  les  molécules 
de  la  planète n**  2 7. 
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Chapitrb  X.  Des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbes  des  satel- 
lites    P^g^  1  à^  ' 

Formation  et  résolution  des  équations  qui  déterminent  les  excentricités  de  ces 
orbes  et  le  mouvement  de  leurs  périjoves.  La  grande  influence  de  Tapla- 
tissement  de  Jupiter  sur  ces  éléments  donne  à  chaque  orbe  une  exceotridité 
qui  lui  est  propre ,  mais  il  participe  des  excentricités  des  autres  orbes. 

Formation  et  résolution  des  équations  qui  déterminent  les  inclinaisons  des 
orbes  des  satellites  et  le  mouvement  de  leurs  nœuds.  La  grande  influence 
de  l'aplatissement  de  Jupiter  sur  ces  éléments  donne  à  chaque  orbe  une 
inclinaison  qui  lui  est  propre ,  mais  il  participe  des  inclinaisons  des  autres 
orbes.  Ds  se  meuvent  tous  sur  des  plans  d'autant  plus  inclinés  à  Fëquateur 
de  Jupiter,  que  le  satellite  est  plus  éloigné  de  la  planète.  Ces  plans  passent 
constamment  entre  Tëquateur  et  Torbîte  de  la  planète,  par  l'intersection 
mutuelle  de  ces  deux  derniers  plans.  Calcul  des  inclinaisons  de  tous  ces  plans 
à  Téquateiu*  de  Jupiter n*"  iS. 

Chapitre  xi.   De  la  libration  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter. 

page  i5i. 

Les  longitudes  moyennes  des  trois  premiers  satellites  sont  assujetties  à  ce  théo- 
rème; savoir,  que  la  longitude  du  premier,  moins  trois  fois  celle  du  second, 
plus  deux  fois  celle  du  troisième ,  est  exactement  et  constamment  égale  à  la 
demi-circonférence  :  si  ce  théorème  n'était  pas  rigoureux,  en  moins  de  deux 
années  les  longitudes  s'en  écarteraient  du  quart  de  la  circonférence.  Les  ob- 
servations des  éclipses  satisfont  à  ce  théorème  avec  l'exactitude  dont  dles 
sont  susceptibles.  Raison  pour  laquelle  elles  poiuraient  paraître  s'en  écarter 
un  peu.  La  libration  des  trois  satellites  se  partage  entre  chacun  d'eux, 
suivant  un  rapport  dépendant  des  masses  et  des  distances.  Calcul  de  ce 
rapport n*  ag. 

Chapitre  xii.  Théorie  du  quatrième  satellite page  1 56. 

Détermination  de  son  mouvement  en  longitude.  Détermination  de  son  mouve- 
ment en  latitude  au*dessus  de  l'orbite  de  Jupiter.  Les  astronomes  avaient 
reconnu,  par  les  observations ,  que  depuis  la  découverte  des  satellites  jusque 
vers  1 760,  l'inclinaison  de  l'orbe  du  satellite  sur  l'orbite  de  Jupiter  avait 
été  à  peu  près  de  tt^.y,  et  que  le  mouvement  de  ses  nœuds  avait  été  direct 
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et  de  8'  environ  par  année.  Ces  résultats  de  lobservation  sont  une  consé- 
quence de  nos  formules;  mais  dans  ces  dernières  années,  rinclinaisou  a  pris 
un  accroissement  considérable ,  qui  ne  permet  plus  d'employer  ces  résultats 
dans  les  tables.  Formules  de  la  durée  de  ses  éclipses n*  3o. 

Chapitre  xiii.  Théorie  du  troisième  satellite page  168. 

Détermination  de  son  mouvement  en  longitude.  Il  a  une  excentricité  qui  lui 
est  propre,  et  il  participe  très-sensiblement  de  celle  du  quatrième  satellite; 
ce  qui  introduit  dans  son  mouvement  deux  équations  du  centre  très-dis- 
tinctes, dont  Tune  se  rapporte  à  son  propre  péiîjove,  et  Tautre  au  périjove 
du  quatrième  satellite.  De  là  résulte  une  équation  du  centre  composée,  et 
dont  l'excentricité  est  variable.  Wargentin  avait  remarqué,  par  les  obser- 
vations, cette  excentricité  variable,  mais  sans  reconnaître  la  loi  de  ses  va- 
riations. 

Détermination  du  mouvement  du  satellite  en  latitude.  Formule  de  la  durée 
de  ses  éclipses n*  3 1 . 

Chapitre  xiv.  Théorie  du  second  satellite page  175. 

Détermination  de  ses  mouvements  en  longitude  et  en  latitude.  Formule  de  la 
durée  de  ses  éclipses n^  3 a. 

Chapitre  xv.  Théorie  du  premier  satellite page  182. 

Détermination  de  ses  mouvements  en  longitude  et  en  latitude.  Formule  de  la 
durée  de  ses  éclipses n^  33. 

Chapitre  xvi.  De  la  durée  des  éclipses  des  satellites page  187. 

Formules  de  la  durée  des  éclipses,  en  supposant  que  les  satellites  s'éclipsent 
au  moment  de  l'immersion  de  leurs  centres  dans  l'ombre  de  Jupiter.  Com- 
paraison de  cette  durée  avec  les  observations n""  3/i. 

Chapitre  xvii.  Des  satellites  de  Saturne page  1 92 . 

On  n'a  point  encore  observé  les  inégalités  du  mouvement  de  ces  corps*  Le 
seul  phénomène  remarquable  qu'ils  présentent  est  la  position  constante  de 
leurs  orbites  dans  le  plan  de  l'anneau,  à  l'exception  de  la  dernière,  qui  s'en 
écarte  sensiblement.  Explication  de  ce  phénomène.  Il  tient  à  ce  que  l'orbe 


TABLE  DES  MATIERES.  xxxm 

du  dernier  satellite  se  meut  sur  un  plan  passant  entre  l'équateur  et  l'orbite 
de  Saturne  par  leur  intersection  mutuelle,  et  qui  est  très-sensiblement  in- 
cliné à  cet  équateur.  Détermination  analytique  et  numérique  du  mouve- 
ment de  Torbe  du  satellite  sur  ce  plan n~  35,  36  et  37. 

Chapitre  xviii.  Des  satellites  d^Uranus page  311. 

L'action  mutuelle  de  la  planète  et  de  ses  satellites  peut  maintenir  dans  le  pian 
de  son  équateur  les  orbes  des  sateUites n""  38. 


LIVRE   NEUVIÈME, 


THÉORIE  DES  COMETES. 


Difl&cuités  de  cette  théorie.  Les  grandes  excentricités  des 
orbites  des  comètes,  et  leurs  inclinaisons  considérables, 
ne  permettent  pas  d^appliquer  à  lem^  perturbations  les 
formules  qui  servent  pour  les  planètes.  Il  faut  calculer  ces 
perturbations  de  distance  en  distance,  pour  les  difiérentes 
portions  de  Torbite,  en  se  bornant  à  chaque  fois  à  une 
étendue  peu  considérable page  2 1 4. 

Chapitre  premier.  Théorie  des  perturbations  des  comètes. .   page  2 1 5. 

Équations  générales  de  Torbite  troublée n®  1  • 

On  peut  satisfaire  à  ces  équations  par  des  formules  analytiques  qui  embrassent 
un  grand  arc  des  orbites,  lorsque  le  rayon  vecteur  de  la  comète  est  très- 
petit  ou  très-grand,  par  rapport  à  celui  de  la  planète  perturbatrice.  Dans  le 
premier  cas,  l'action  perturbatrice  devient  insensible  et  peut  être  négligée; 
dans  le  second  cas,  la  comète  se  meut  à  fort  peu  près  dans  une  ellipse  au- 
tour du  centre  commun  de  gravité  de  la  planète  et  du  soleil n®  a . 

Formules  générales  pour  déterminer  les  perturbations  des  éléments  de  la  co- 
mète  n""  3. 

Formule  pour  déterminer  la  dififérence  de  ses  retours  consécutifs  au  péri- 
hélie  tf  4. 

TOME   T?.  ' 
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Moyen  d^obtenir  les  valeurs  numériques  des  perturbations  des  éléments,  en 
faisant  usage  des  fonctions  génératrices.  Exposé  de  cette  théorie n""  5. 

Réflexions  sur  Tusage  de  ces  formules  et  sur  la  manière  d'en  varier  Tapplica- 
tion  aux  différentes  portions  de  Torbite n""  6. 

Expressions  analytiques  et  générales  des  perturbations,  dans  le  cas  où  la  pla- 
,  nète  perturbatrice  est  très-éloignée n*'  7  et  8. 

Manière  dont  il  faut  employer  ces  formules,  en  les  appliquant  à  une  comète, 
par  exemple,  à  celle  de  1769 * n*  9. 

Chapitre  ii.  Des  perturbations  que  les  comètes  éprouvent  lorsqu'elles 
approchent  très-près  des  planètes page  2  4 1 . 

On  peut  alors  supposer  à  la  planète  une  sphère  d'attraction  dans  laquelle  elle 
influe  seule  sur  le  mouvement  relatif  de  la  comète,  et  hors  de  laquelle  son 
mouvement  ne  dépend  plus  que  de  faction  du  soleil n*"  10. 

Développement  de  cette  hypothèse ,  et  détermination  des  éléments  de  l'orbite 
de  la  comète  lorsqu'elle  sort  de  la  sphère  d'attraction  de  la  planète.  n°  1 1 . 

Moyen  plus  simple  d'arriver  à  ces  valeurs  quand  les  perturbations  ne  sont 
pas  considérables n**  1  a. 

Application  de  ces  résultats  à  la  comète  de  1770.  L'attraction  de  Jupiter  a  pu 
changer  son  orbite,  en  1767,  de  manière  à  rendre  la  comète  visible  en 
1770,  d'invisible  qu'elle  était  auparavant.  Celte  attraction  a  pu,  en  1779, 
changer  cette  orbite  de  manière  à  rendre  la  comète  dorénavant  invisible. 
Calcul  des  perturbations  que  sa  révolution  sidérale  a  éprouvées  de  la  part 
de  la  terre • n°  1 3. 

Chapitre  m.  De  Taction  des  comètes  sur  les  planètes,  et  de  leurs 
masses P^^ge  2  55. 

La  comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  approché  de  la  terre,  n'ayant 
pas  changé  sensiblement  l'année  sidérale ,  il  s'ensuit  que  sa  masse  était  fort 
petite  et  au-dessous  de  -ç—j  de  celle  de  la  terre.  On  arrive  à  la  même 
conséquence  en  considérant  que  cette  comète  a  traversé  tout  le  système  des 
satellites  de  Jupiter  sans  causer  d'altérations  sensibles  dans  leurs  mouve- 
ments. Réflexions  générales  tendantes  à  prouver  que  les  masses  des  comètes 
sont  toutes  extrêmement  petites ,  en  sorte  que  la  stabilité  du  système  pla- 
nétaire n'est  point  troublée  par  leur  action n*  1 4. 
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LIVRE   DIXIÈME. 

SUR  DIVERS  POINTS  RELATIFS  AU  SYSTEME  DU  MONDE. 

Chapitre  premier.  Des  réfractions  astronomiques 268. 

Equation  difTérentielle  du  mouvement  de  la  lumière  dans  les  airs,  en  suppo- 
sant  toutes  les  couches  de  l'atmosphère  sphériques ,  et  de  densités  variables 
suivant  une  fonction  de  leur  hauteur n**  1 . 

Recherche  de  la  réfraction  que  ia  lumière  éprouve  par  fattraction  différente 
des  milieux  qu'elle  traverse.  Il  en  résulte  que  le  sinus  d'incidence  est  au 
sinus  de  réfraction  en  raison  constante  dépendante  de  la  nature  des  mi- 
lieux. La  réfraction  se  change  en  réflexion  au  delà  d'un  certain  degré  d'o- 
bliquité. Lorsque  les  milieux  successifs  sont  terminés  par  des  faces  planes 
et  parallèles ,  la  vitesse  de  la  lumière  et  sa  direction  sont  à  chaque  instant 
les  mêmes  que  si  elle  pénétrait  immédiatement  dans  chacun  d'eux. . .  n"*  2. 

Application  de  ces  résultats  aux  attractions  successives  que  les  différentes  cou- 
ches de  l'atmosphère  exercent  sur  les  molécules  lumineuses  qui  les  tra- 
versent. Equation  différentielle  du  mouvement  de  la  lumière n""  3. 

Intégration  de  cette  équation  différentielle.  Pour  l'effectuer  généralement,  il 
faut  connaître  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  des  couches  de  l'atmosphère 
diminue  lorsque  leur  hauteur  augmente.  Les  deux  limites  de  cette  loi  sont 
une  densité  constante  et  une  densité  décroissante  en  progression  géomé- 
trique pour  des  hauteurs  équidifférentes.  Examen  des  réfractions  dans  ces 
deux  cas.  Le  premier  donne  une  réfraction  beaucoup  trop  faible....    n^  li. 

La  seconde  hypothèse  suppose  une  température  uniforme  dans  toute  l'étendue 
de  l'atmosphère.  Intégration  de  l'équation  différentielle  dans  cette  supposi- 
tion, et  réduction  de  l'intégrale  en  fraction  continue,  par  la  méthode  des 
fonctions  génératrices,  n  en  résulte  ime  réfraction  trop  forte,  et  par  consé- 
quent cette  hypothèse  ne  peut  être  admise;  ce  qui  est  conforme  aux  ob- 
servations sur  la  chaleur  décroissante  de  fatmosphère,  à  mesure  qu'on 
sélèvc n**  5. 

Intégration  de  l'équation  différentielle,  en  supposant  que  la  densité  des  couches 
atmosphériques  décroit  en  progression  arithmétique  quand  les  hauteurs 
suivent  une  progression  semblable.  Cette  supposition  donne  ime  réfraction 
trop  petite-,  d'ailleurs  elle  ne  satbfait  point  au  décroissement  de  la  chaleur 


e. 
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de  Tair;  cependant  elle  s*en  rapproche  plus  que  Thypothèse  d'une  densité 
constante.  La  vraie  constitution  de  Tatmosphère  est  donc  intermédiaire 
entre  ces  deux  suppositions n^  6. 

Intégration  de  Téquation  différentielle  dans  une  hypothèse  composée  des  deux 
précédentes.  Les  formules  qui  en  résultent  pour  les  réfractions  et  le  dé- 
croissement  de  la  chaleur  de  Tair  s'accordent  avec  les  phénomènes  ob- 
servés     n*  7. 

Formule  qui  donne  les  réfractions  astronomiques  pour  toutes  les  hauteurs  qui 
surpassent  la^.  A  ces  hauteurs,  la  réfraction  ne  dépend  plus  que  de  Tétat 
du  baromètre  et  du  thermomètre  dans  le  lieu  où  se  fait  Tobservation. .  n®  8. 

Discussion  des  éléments  qui  entrent  dans  cette  formule,  et  qui  sont  :  les  va- 
riations de  densité  de  Tair  par  les  variations  de  sa  pression  et  de  sa  cha- 
leur, la  réfraction  de  Tair  atmosphérique  pour  une  température  et  une 
pression  données.  Valeurs  les  plus  exactes  de  ces  éléments ^^  9- 

Examen  de  Tinfluence  que  peut  avoir  l'humidité  de  Tair  sur  les  réfractions. 
Théorie  de  Tévaporation.  Formule  qui  représente  les  variations  de  la  force 
élastique  des  vapeurs,  correspondantes  aux  changements  de  température. 
L'influence  de  la  vapeur  d'eau  sur  la  force  réfractive  de  l'air  est  presque 
insensible,  parce  que  l'excès  de  sa  force  réfractive  sur  celle  de  l'air  est,  à 
fort  peu  près,  compensé  par  sa  plus  petite  densité n""  10. 

Chapitre  ii.  Des  réfractions  terrestres page  3 10. 

Définition  de  ces  réfractions  et  détermination  des  formules  qui  les  expri- 
ment    n®  11. 

Chapitre  m.  De  Textinction  de  la  iumière  des  astres  dans  Tatmosphère, 
et  de  Tatmosphère  du  soleil page  3 16. 

Formules  qui  donnent  cette  extinction  pour  les  différentes  inclinaisons  du 
rayon  lumineux  à  l'horizon.  On  peut  dans  ces  formules  employer,  sans  er- 
reur sensible ,  l'hypothèse  d'une  température  uniforme  ;  alors  les  logarithmes 
des  intensités  de  la  lumière  sont  comme  les  réfractions  astronomiques,  di- 
visées par  les  cosinus  des  hauteurs  apparentes n""  1 2 . 

Calcul  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  solaire,  en  partant  des  expériences  de 
Bouguer  sur  les  différentes  intensités  de  la  lumière  de  cet  astre  vers  ses 
bords  et  à  son  centre.  Détermination  de  l'affaiblissement  que  la  lumière  du 
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soleil  éprouve  en  traversant  Tatmosphère  de  cet  astre  :  le  soleil,  dépouillé 
de  son  atmosphère,  nous  paraîtrait  douze  fois  plus  lumineux n*  i3. 

Chapitre  iv.  De  la  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre.  .   page  3a4- 

Relation  qui  existe  entre  les  hauteurs  du  baromètre  et  du  thermomètre,  et 
l'élévation  au-dessus  de  la  surface  terrestre.  Formule  pour  la  mesure  des 
hauteurs  applicable  à  toutes  les  latitudes,  et  dans  laquelle  on  a  égard  à  la 
diminution  de  la  pesanteur  dans  Tespace n''  i  û. 

Chapitre  v.  De  la  chute  des  corps  qui  tombent  d'une  grande  hau- 
teur     page  329. 

Équations  du  mouvement  d'un  corps  qui  tombe,  en  ayant  égard  au  mouvement 
de  rotation  de  la  terre,  quelles  que  soient  d'ailleurs  la  figure  de  la  terre  et 
la  résistance  de  l'air  :  si  le  corps  part  du  repos,  il  s'écarte,  dans  sa  chute,  à 
l'orient  de  la  verticale,  mais  sa  déviation  est  nulle  vers  Téquateur. .   n**  1 5. 

Calcul  de  la  déviation  du  corps  lorsqu'il  ne  part  point  du  repos;  s'il  est  lancé 
de  bas  en  haut,  il  retombe  à  l'occident  de  la  verticale n""  16. 

Chapitre  vi.  Sur  quelques  cas  où  Ton  peut  rigoureusement  obtenir  le 
mouvement  dun  système  de  corps  qui  s'attirent page  342. 

Conditions  dans  lesquelles  ce  mouvement  peut  s'obtenir,  et  détermination  des 
courbes  que  les  corps  décrivent  lorsqu'elles  ont  lieu.  Application  au  mou- 
vement de  trois  corps.  Si  la  lune  eût  été  placée,  dans  l'origine,  en  opposi- 
tion avec  le  soleil ,  que  sa  distance  à  la  terre  eût  été  la  centième  partie  du 
rayon  de  l'orbe  terrestre,  et  que  la  terre  et  elle  eussent  reçu  des  vitesses 
parallèles  proportionnelles  à  leurs  distances  au  soleil ,  cet  astre  et  la  lune  se 
seraient  succédé  alternativement  sur  l'horizon,  et  auraient  toujours  été  en 
opposition  l'un  à  l'autre n®  1 7. 

Chapitre  vu.  Sur  les  altérations  que  le  mouvement  des  planètes  et  des 
comètes  peut  éprouver  parla  résistance  des  milieux  qu'elles  traversent, 
et  par  la  transnussion  successive  de  la  pesanteur page  35o. 

Effet  de  cette  résistance  pour  diminuer  l'excentricité  de  l'orbite  et  son  grand 
axe  :  le  périhélie  reste  immobile n^  1 8. 
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Application  de  cette  théorie  à  la  résistance  causée  par  le  choc  de  la  lumière 
sur  les  corps  célestes,  soit  qu'on  ia  considère  comme  produite  par  les  vi- 
brations  d  un  fluide  élastique ,  ou  comme  une  émanation  du  soleil.  U  en  ré- 
sulte mie  équation  séculaire  dans  le  moyen  mouvement ^"^  ^9^ 

Comparaison  des  équations  séculaires  de  la  terre  et  de  la  lune,  dues  à  laction 
de  cette  cause.  Elles  sont  entre  elles  comme  l'unité  à  63,169 ^^  ^^• 

Recherche  de  Féquation  séculaire  de  la  terre  qui  doit  résulter  de  la  diminution 
deJa  masse  du  soleil,  si  la  lumière  est  une  émanation  de  sa  substance;  cette 
inégalité  est  à  la  précédente  comme  — 1  à  0,0002  i^ig.  Il  résulte  de  cette 
théorie  que  Timpulsion  de  la  lumière  du  soleil  sur  la  lune  n^influe  pas  d  un 
quart  de  seconde  sur  Féqualion  séculaire  de  ce  satellite;  il  en  résulte  encore 
que,  depuis  plus  de  deux  mille  ans,  la  masse  du  soleil  n*a  pas  varié  d'un 
deux-millionième n°  2 1 , 

Recherche  de  l'équation  séculaire  que  peut  produire,  dans  les  mouvements 
planétaires,  la  transmission  successive  de  la  gravité,  en  la  supposant  pro- 
duite par  l'impulsion  d'un  fluide  :  cette  équation  est  d'autant  moindre  que 
la  vitesse  du  fluide  gravifique  est  plus  considérable.  Si  Ton  voulait  attribuer 
à  cette  cause  Téquation  séculaire  de  la  lune,  il  faudrait  donner  au  fluide 
gravifique  une  vitesse  sept  millions  de  fois  plus  grande  que  celle  de  la  lu- 
mière; et,  comme  il  est  certain  que  cette  éqpation  est  due,  au  moins  presque 
en  totalité,  à  la  diminution  de  l'excentricité  de  l'orbe  teiTestre,  il  s'ensuit 
que  la  transmission  successive  de  la  gravité  ne  peut  y  contribuer  que  pour 
une  portion  extrêmement  petite;  ce  qui  supposerait  au  fluide  gravifique  une 
vitesse  au  moins  cent  millions  de  fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière; 
en  sorte  qu'on  peut  regarder  sa  transmission  comme  tout  à  fait  instantanée. 
L'équation  séculaire  de  la  terre,  due  à  cette  transmission,  n'étant  qu'un 
sixième  environ  de  celle  de  la  lune,  elle  est,  par  conséquent,  nulle  ou  in- 
sensible      n"  2  2 . 

Chapitre  viii.  Supplément  aux  théories  de  Jupiter,  de  Saturne  et  de  la 
lune page  366. 

Recherche  de  quelques  nouvelles  inégalités  qui  ont  lieu  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  en  vertu  des  rapports  presque  commensurables 
de  leurs  moyens  mouvements.  Applications  de  ces  inégalités  aux  observa- 
tions. Formules  définitives  des  mouvements  héliocentriques  de  Saturne  et 
de  Jupiter r n*  q3. 
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Recherche  d*une  petite  inégalité  du  même  genre  qui  a  lieu  dans  le  mouvement 
de  la  lune .^ n**  ai . 

Chapitre  ix.  Sur  les  masses  des  planètes  et  des  satellites.  .  .   page  386. 

Manière  de  calculer  ces  masses,  en  comparant  les  formules  analytiques  des 
perturbations  à  un  grand  nombre  dobservations  très-exactes.  Tableau  de 
leurs  valeurs  les  plus  précises  obtenues  par  ce  procédé n"  26. 

Sur  les  tables  astronomiques. 

Moyen  de  rectifier  et  de  perfectionner  ces  tables,  en  employant  la  méthode 
des  équations  de  condition n°  a6. 

SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  DIXIÈME. 

THÉORIE  DE  L'ACTION  CAPILLAIRE. 

Sur  raction  capillaire page  389. 

Première  section.  Théorie  de  Faction  capillaire page  899. 

Seconde  section.  Comparaison  de  la  théorie  précédente  avec  Texpé- 
rience. .  .* page  ^45. 

SUPPLÉMENT  À  LA  THEORIE  DE  L^ACTION  CAPILLAIRE. 

Sur  réquation  fondamentale  de  la  Théorie  de  Taction  capillaire.. .   page  A62. 

Nouvelle  manière  de  considérer  l'action  capillaire page  A 7 7. 

De  Tattraction  et  de  la  répulsion  apparente  des  petits  corps  qui  nagent  à  la 

surface  des  fluides page  5o6. 

Sur  Tadhésion  des  disques  à  la  surface  des  fluides page  817. 

De  la  figure  d'une  large  goutte  de  mercure ,  et  de  la  dépression  de  ce  fluide 

dans  un  tube  de  verre  dun  grand  diamètre page  53o. 

Considérations  générales page  bixo. 
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THÉORIES  PARTICULIÈRES  DES  MOUVEMENTS  CELESTES. 


LIVRE  HUITIÈME. 

THEORIES  DES  SATELLITES  DE  JUPITER,  DE  SATURNE  ET  D'URANUS. 

Je  me  propose  de  considérer  dans  ce  livre  les  perturbations 
des  satellites,  et  principalement  celles  des  satellites  de  Jupiter.  En 
comparant  les  résultats  de  l'analyse  aux  nombreuses  observations 
de  leurs  éclipses,  on  verra  naître  de  leur  attraction  mutuelle,  et 
de  celle  du  soleil,  toutes  leurs  inégalités,  dont  les  expressions, 
réduites  en  nombres,  formeront  des  tables  exactes  de  leurs  mou- 
vements. 


TOME   lY. 


MECANIQUE  CELESTE 


CHAPITRE   PREMIER. 


EQUATIONS  DU  MOUVEMENT  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 


1.  Les  formules  du  second  et  du  sixième  livre,  relatives  aux 
perturbations  des  planètes,  s'appliquent  également  aux  pertur- 
bations des  satellites  de  Jupiter.  Mais  les  rapports  presque  com- 
mensurables  qui  existent  entre  leurs  moyens  mouvements,  et  la 
grande  ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter,  donnent  à  plusieurs 
quantités  que  nous  pouvions  négliger  dans  ces  formules,  des 
valeurs  assez  considérables  pour  y  avoir  égard,  lorsque  Ton  se 
propose  de  déterminer  avec  précision  les  mouvements  des  satel- 
lites. Nous  allons  ainsi  reprendre  les  équations  di£Férentielles  de 
ces  mouvements. 

Soit  m,  la  masse  du  premier  satellite;  soient  Xy  j,  2,  ses  trois 
coordonnées  rectangles  rapportées  au  centre  de  gravité  de  Jupi- 
ter, considéré  comme  immobile  ;  et 


Marquons  d'un  trait,  de  deux  traits  et  de  trois  traits,  les  mêmes 
quantités  relatives  au  second ,  au  troisième  et  au  quatrième  satel- 
lite. Nommons  encore  S  la  masse  du  soleil;  A,  Y,  Z,  ses  coor- 
données; et  faisons 

M 
Enfin,  soit  M  la  masse  de  Jupiter,  et h  F,  la  somme  des 
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molécules  de  cette  planète,  divisées  respectivement  par  leurs 
distances  au  centre  de  m.  Cela  posé,  nommons  R,  la  fonction 

m\{xx+yy+zz')        m",  [xx^+yy^+zz")        m".  [xx"'+yy"'+zz"') 


-yi 1 : K 1 un 

r^  r  ^  r  ' 

m  m 


m^ S.\Xx+Yy+Zz\ 

\{x"-xy+{y''-^yY+{^''^^)V  ^^ 

^ .-V. 


\[x^xy+{Y-^yy+{z-zy\^ 


Cette  fonction  renferme  toutes  les  forces  perturbatrices  du  mou- 
vement du  satellite  m,  et  l'on  a  vu,  dans  le  n"^  46  du  second  livre, 
que  les  équations  di£Férentielles  de  ce  mouvement  dépendent  de 
ses  différences  partielles. 

Rapportons  ses  coordonnées  à  d'autres  plus  commodes  pour 
les  usages  astronomiques.  Nommons  v  l'angle  compris  entre  l'axe 
des  X  et  la  projection  du  rayon  vecteur  r,  sur  le  plan  des  x  et 
des  y;  soit  s  la  tangente  de  la  latitude  de  m,  au-dessus  de  ce  plan: 
on  aura 


X 


r.cos.v 
r.  sin.v 


rs 


\/i  + 


s  s 


En  marquant  dans  ces  expressions  les  quantités  r,  s,  v,  suc- 
cessivement d'un  trait,  de  deux  traits  et  d€  trois  traits,  on  aura 
les  expressions  aex,y,z;x,y,z;x,y,  z  .  Liela  posé,  si  1  on 
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né^ige  les  quantités  de  Tordre  s\  on  trouvera  pour  la  partie  de  R 
relative  à  Faction  des  satellites 


y;-.\{l'-^S'-\s').COS.{v-v)+SS\- 


I  r*— 2  r  r.  cos.(t;'— v)4-r'>}  * 

m'.  rr\\s  s'—  7  (5'+5'*).  cos.(i;'— 1;)| 

- 

I  y'»—  2  rr'.cos.(v'— v)+r'*}  ' 
m  .r  /  /       ,    .      ,   ff.v  /  if       Y        ».  ïïi 


H ^.{(1— 1-5*  — YO•^^S•(^''~"^)+^^'!"" 
m\rr\|5  5''-|(5*+5'').cos.(î;'^~v)| 
}  r'— 2  rr'.  cos.(v'—  «)+/'!  • 


H ^  •  i  { 1  —  T ^—  T*"')  -COS. («"'— vj+Si" I  — 

''  { r*— 2  r  r*.  cos.(w"'— «)+r"''}  ' 

m''.rr"'.\ss''-\{s'+s'').cos.[v'-v)\ 

Il  est  facile  d*en  conclure  que  si  Ton  désigne  par  5',  la  tangente 
de  la  latitude  du  soleil  S  au-dessus  du  plan  fixe,  et  par  U,  Tangle 
que  la  projection  de  D  sur  ce  plan  fait  avec  Taxe  des  x,  la  partie 
de  R  relative  à  Taction  du  soleil  est,  en  négligeant  les  termes 
divisés  par  D\  ce  que  l'on  peut  faire,  vu  la  grande  distance  de 
Jupiter  au  soleil,  relativement  à  celle  du  satellite  à  Jupiter, 

■^  —  -T-^ .  { 1  —  35*—  35'*+ 1 2  55'.  COS.  (f/— 1;)+  3(1—5*—  5'*) .  COS.  (2  f/—  2  v)  \ 

Pour  déterminer  la  partie  de  jR  relative  à  l'attraction  du  sphé- 
roïde de  Jupiter,  nous  observerons  que  cette  partie  est,  par  ce 
qui  précède,  égale  à  — V.  Si  Ton  suppose  ce  sphéroïde  ellip- 
tique, et  si  Ton  nomme  p  son  ellipticité;  si  l'on  nomme  encore  ^, 
le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  à  son  équateur; 
jB,  le  rayon  de  cet  équateur;  v,  le  sinus  de  la  déclinaison  du  sa- 
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tellite  m,  relativement  au  même  équateur;  oo  aura,  par  le  n'^Sb 
du  troisième  livre, 

K=^.(i?l-p).(V-X). 

Si  Jupiter  n'est  pas  elliptique,  on  a,  par  le  n''  32  du  livre  III, 

^^=^l(i<?-p)-(v'-i)-4-A.(i-V).cos.a^}, 

h  étant  une  arbitraire  dépendante  de  la  figure  de  Jupiter,  et  tsr 
étant  Tangle  formé  par  l'un  des  deux  axes  principaux  de  Jupiter, 
situés  dans  le  plan  de  son  équateur,  avec  le  méridien  de  Jupiter, 
qui  passe  par  le  centre  du  satellite.  Il  est  facile  de  se  convaincre , 
par  l'analyse  suivante,  que  le  terme  dépendant  de  cos.  atsr  n'a 
aucune  influence  sensible  sur  le  mouvement  du  satellite,  à  cause 
de  la  rapidité  avec  laquelle  l'angle  tsr  varie;  en  sorte  que  la  va- 
leur de  V  que  l'on  doit  employer  ici  est  la  même  que  dans  l'hy- 
pothèse d'un  sphéroïde  elliptique  dont  l'ellipticité  est  p.  Nous 
supposerons  donc 

On  a  à  très-peu  près,  y=$  —  s^,  5  exprimant  la  tangente  de  la 
latitude  du  satellite  m  au-dessus  du  plan  fixe,  en  le  supposant  mû 
dans  le  plan  de  l'équateur  de  Jupiter;  on  a  donc  pour  la  partie 
—  V  de  l'expression  de  R, 

2.  Rappelons  maintenant  les  équations  difiérentielles  du  mou- 
vement d'un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques.  Parmi 
les  diverses  formes  que  nous  leur  avons  données  dans  les  livres 
précédents,  nous  choisirons  celles  qui  conduisen'  nière 
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la  plus  simple  aux  résultats  que  nous  voulons  obtenir.  Ou  a,  par 
le  n°  46  du  second  livre, 


dt  est  Félément  du  temps,  et  cet  élément  est  supposé  constant;  fjt  est 
égal  à  la  somme  M+m  des  masses  de  Jupiter  et  du  satellite  m,  la 

différence  partielle  r  ^-^^  j  est  égale  à  ^-(-^j  +7-  (^yj  +^-  (-57)  > 

la  caractéristique  différentielle  d  se  rapporte  aux  seules  coordon- 
nées de  m.  Si  Ton  désigne  par  â  la  variation  due  aux  forces  per- 
turbatrices, on  aura,  en  différentiant  Téquation  précédente  par 
rapport  à  S, 

d\rSr    ,         rSr  ^ ,  ^  /^^\  /  \ 

On  déterminera  par  cette  équation  différentielle  les  perturba- 
tions du  rayon  vecteur:  on  pourra  même  comprendre  dans  son 
intégrale  l'excentricité  de  l'orbite  du  satellite;  car  vu  l'extrême 
petitesse  de  cette  excentricité,  on  peut  négliger  son  carré  et  ses 
puissances  supérieures,  et  Ton  peut  supposer  que  la  variation 
'irSr  renferme  non-seulement  les  inégalités  dues  aux  perturba- 
tions, mais  encore  la  partie  elliptique  de  r\ 

Si  Ton  nomme  dv^  l'angle  intercepté  entre  les  deux  rayons  vec- 
teurs r  et  r-hdr,  on  aura  par  le  n*  46  du  second  livre, 

2d{rSr)-drSr  ^a   rr^^^An.    2 


.ffndt.dR+'-^.fndt.r{^) 


h= == ^—^^  (2) 

a  étant  le  demi -grand  axe  de  l'orbe  du  satellite;  e  étant  le  rap- 
port de  l'excentricité  au  demi-grand  axe,  et  nt  étant  le  moyen 
mouvement  du  satellite. 
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En  nommant  v  Tangle  décrit  par  la  projection  du  rayon  vec- 
teur r  sur  le  plan  fixe,  on  a,  par  le  même  numéro, 


\f^ 


s  s 


s  étant  la  tangente  de  la  latitude  de  m,  au-dessus  du  plan  fixe; 
en  sorte  que,  si  Ton  néglige  le  carré  de  5,  on  a 

Pour  déterminer  s,  nous  observerons  que  Ton  a,  par  le  n°  15 
du  second  livre,  dv  étant  supposé  constant, 

/dds\  (  2    rfdR\  dv 

i_   ds^  (dR\       _j_   /dR\       (1+55)    /d'R\ 

h'u''dv\dv)'^  h'u'\du)'^     A*a*    '\ds  )' 

-  étant  la  projection  du  rayon  vecteur  rsur  le  plan  fixe;  h*  étant 

une  constante  qui,  dans  lorbite  elliptique,  est,  par  le  n°  20  du 
second  livre,  égale  à  |xa.(i — e*);  enfin,  la  différence  partielle 

("-j—)  étant  relative  au  cas  où  l'on  considère  R  comme  fonction 

de  tt,  t;  et  s.  Considérons  R  comme  fonction  de  r,  i;  et  5,  ainsi  que 
nous  Tavons  fait  dans  le  numéro  précédent;  nous  aurons 


r  étant  égal  à  — , 


on  a 


,  dr  ^  I s  ds 


\i+ss 
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on  a  donc ,  en  comparant  séparément  dans  Téquation  précédente 
les  coefficients  de  ds, 


i+ss'\da)^\ds  )~\ds)' 


Téquation  différentielle  en  5  devient  ainsi 

/dds      \  (      2   r/dR\  dv 

\_   d^  (dR\        r*  (dR\ 

h'u''dv'\dv)~^  h*'\ds)' 

Si  la  force  perturbatrice  est  nulle,  on  a 

dds    , 

dv* 

en  négligeant  donc  le  carré  de  cette  force,  en  restituant  ^ , 

au  lieu  de  a,  et  en  négligeant  le  produit  de  la  force  perturba- 

.  ds 
trice,  par  «  '-t-»  on  aura 


dds 
Iv*' 


r*   (dR\  _rl  d^  (dR\  ,^. 

h''\ds)       h*'dv'\dv)'  ^^f 


Les  équations  (1),  (3)  et  (3)  donnent,  de  la  manière  la  plus 
simple,  toutes  les  perturbations  des  satellites,  qui  ne  dépendent 
que  de  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice. 
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CHAPITRE  IL 

DES  INÉGALITÉS  DES  MOUVEMENTS  DES  SATELLITES  DE  JUPITER,  INDÉPENDANTES 
DES  EXCENTRICITÉS  ET  DES  INCLINAISONS  DES  ORBITES. 


3.  Reprenons  l'équation  difTérentielle  (i)  du  n*'  2. 


d*.rSr         a.rSr 


/dfi  +  r.(§):  (.) 


dans  rhypothèse  elliptique,  et  si  Ton  néglige  le  carré  de  Texcen- 
Iricité  de  l'orbite,  la  partie  constante  du  rayon  vecteur  se  réduit 
au  demi-grand  axe  a;  nous  pouvons  donc  supposer  r=  a,  dans 
l'équation  précédente.  Mais  pour  plus  d'exactitude,  et  par  une 
considération  que  nous  exposerons  ci-après,  nous  conserverons 
le  produit  de  rSr,  par  les  parties  constantes  de  la  force  pertur- 
batrice; or  cette  force  ajoute  au  rayon  r  une  partie  constante 
que  nous  désignerons  par  Sa;  en  substituant  donc  a-i-ha,  au  Heu 
de  r,  dans  l'équation  (  i  ) ,  on  aura 

d^.rSr         fi.rSa 


dv 


.rSa    [  ^Sa\  . ,  ^  (dR\ 


La  partie  de  R,  dépendante  de  l'action  du  sphéroïde  de  Jupiter, 
est,  par  le  n**  1,  égale  à  —  V;  et  si  l'on  néglige  le  carré  de  v,  on 
aura,  en  n'ayant  égard  qu'à  cette  partie,  en  prenant  pour  unité 
de  masse,  celle  de  Jupiter,  et  pour  unité  de  distance,  le  demi- 
diamètre  B  de  son  équateur, 

TOME   IT.  2 
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De  là  il  est  facile  de  conclure 


fAR=R,      r(^)  =  -3iî; 


partant , 

-if) 


./d«^r.(^)  =  -ii=k=l 


En  substituant  a* -^2  rSr,  au  lieu  de  r%  on  aura 


/i«-K^) 


2/a/t-+-r.l-^l=^PgJ^^  — ^P  J^^^^rir. 


Si  Ton  ne  considère  que  l'action  du  second  satellite  m',  et  si 
•    Ton  néglige  les  carrés  et  les  produits  de  5,  et  de  s,  on  a 


m .  r  /  /        \  m 


R=  —^.cos.[v  —  v) 


1  • 


{r*— 2rr'.co8.(v'— «)+r''j  " 


V 


Supposons  que  cette  fonction,  développée  en  série  de  cosinus 
dangles  multiples  de  v  —  v,  soit  égale  à 

m\i|A^"^4-A(*^cos.(i;'~t;)+i4^'^cos.2(t;-t;)  +  A^^cos.3(i;'-t;)  +  etc.j. 

En  changeant  dans  cette  série,  r  en  a,  r  en  a,  v  dans  /if-f-e,  et 
V  dans  n'i-he',  nt  et  nt  étant  les  moyens  mouvements  de  m  et 
de  m  ;  on  aura 

i^^^cos.  (n'f — nt-h^  —  e) 

..jy       2k       271. m'  \-^A^'\cos.2{itt—-nt-\-t — e)| 
2fdR= 1 T.  /, 

^  a  n-^n    ^^A^'\cos3{nt—nt-he  —  e)[ 

4- etc. 
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k 

-  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  i  intégrale  fdR.  On 
aura  ensuite 


4-a.  |-j — i.cos.  [nt — nt'+-e  —  e 

ldA^')\  .,  ,  ,   ,      ,         / 

-ha.  1-^ — |.cos.3(7if — fif-he  —  e) 
+-  etc. 

On  déterminera  les  valeurs  de  i4^'\  A^'\  A^*\  etc.  et  de  leurs 
différences  partielles  en  a  et  a ,  par  les  formules  du  n^  49  du  se- 
cond livre. 

Gomme  nous  nous  proposons  de  conserver  les  parties  cons-    • 
tantes  dépendantes  de  la  force  perturbatrice,  et  qui  multiplient 
Ar,  nous  devons  ajouter  aux  expressions  précédentes  de  2/dJR  et 

de  n-f— )»  les  termes  de  ce  genre,  quils  contiennent.  Si  dans  le 

terme  —  .i4^*\  de  R,  on  substitue  a-\ au  lieu  de  r,  il  en  ré- 

^                    rSr  ( dA^^^\  .^ 

suite  le  terme  m. .1-1 — 1;  la  fonction  s/dR  contient  donc  le 


rSr 

-  au 
a 


terme  m. .(— ? — |.  En  substituant  pareillement  a 

a     \da    )  .^^v         ^ 

ieu  de  r,  dans  la  fonction  r  (-j-)»  on  voit  quelle  contient  les 


1 
termes 

m 


la    \\da    )  \  da*    /) 


En  changeant  successivement  les  quantités  relatives  au  satel- 
lite m,  dans  celles  qui  sont  relatives  aux  satellites  m"  et  m'",  on 

aura  les  parties  correspondantes  de  2/d/î  et  de  r  (-^l- 

Pour  avoir  les  parties  relatives  à  l'action  du  soleil ,  nous  obser- 


2. 
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verons  qu  en  n'ayant  égard  qu'à  cette  action ,  et  en  négligeant  les 
carrés  et  les  produits  de  s  et  de  S,  on  a ,  par  le  n**  1 , 

/î--— -^  — -^.{i-f-3cos.2(f/— t)}. 

U  est  la  longitude  du  soleil  vu  du  centre  de  Jupiter;  en  dési- 
gnant donc  par  Mt  le  moyen  mouvement  sidéral  de  cette  planète, 
on  aura,  en  négligeant  l'excentricité  de  son  orbite, 

et  alors  on  a 

5  S  r* 

R  =  —  jy  —  -7-^.|i-f-3cos.(27if — 2Mf-h2e  —  ^E)\, 

D  étant  le  demi-grand  axe  de  l'orbe  de  Jupiter.  On  a,  par  le 
n**  16  du  second  livre,  en  négligeant  la  masse  de  Jupiter,  relati- 
vement à  celle  du  soleil, 

—  — M*- 

on  aura  donc,  en  n'ajoutant  point  de  constante  à  cette  partie  de 
l'expression  de  2fdR,  parce  qu'elle  peut  être  censée  contenue 
dans  la  constante  arbitraire  k, 

•^  2      (         n^M         ^  ') 

r.l-T—\=  —  - — ^— jn-3cos.(27if —  2Mt-h-2e  —  2-E)); 

d'où  l'on  tire 

2  idR  = M'.ror i^.cos.fsfif— 2Jiff+2e  — 2jb  , 

•^  2  2/1— 2  Aï  ^  ' 

r./-^-)^-  ^— ^—M\râr—\M\a\  COS.  {2nt-2Mt+ 2e- 2E). 

Cela  posé,  si  l'on  rassemble  tous  ces  termes  dans  l'équation 
diflférentielle  (i),  et  qu'on  la  divise  par  a*;  si,  de  plus,  on  observe 

que  l'on  a  7i*=  — —j  ou  à  très-peu  près  n*=  — ,  m  étant  une 

très-petite  fraction  au-dessous  d'un  dix-millième ,  la  masse  de  Ju- 
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piter  étant  prise  pour  unité;  enfin,  si,  pour  abréger,  on  suppose 

la  caractéristique  2  servant  à  exprimer  la  somme  des  termes  sem- 
blables à  ceux  qui  la  suivent,  et  qui  dépendent  de  Taction  des 
satellites  perturbateurs;  on  aura 

a*  de  a*  3  a*  i         \da    ) 

!|a'.( -j — I H r . aA^'A, COS.   {nt^nt+  e'— e) 
(      \da    J      n—n  )  ^  ^ 

+  {a\  [  -j —  )  -\ 7 .  Oil^*^}.  C0S.2  (nt—nt+e  —  e)} 
(      \da    )      n—n  )  ^  ^  y 

+  û  •( -3 —  1  -< 7 •  (iA^^\. C0S.3 f/i f  —  wf  +  e - e) 
(      \da    )      Ti'-n  )  ^  * 

+  etc. 

Si  Ton  intègre  cette  équation,  sans  ajouter  à  Tintégrale  des  cons- 
tantes arbitraires  qui  peuvent  être  censées  contenues  dans  les 
éléments  du  mouvement  elliptique,  et  si  Ton  néglige  dans  les 
termes  dépendants  de  Faction  du  soleil,  Jïf  et  iV — w,  vis-à-vis 
de  n  dont  ils  ne  sont  que  des  fractions  insensibles ,  on  aura 

a*  yV*  1  3a*  /i*  2  \da    )\ 

;-.  C0S.(2flf— 2Aff+2e— 2£) 

: ?û— lûT-i^   l-j —   -^ 7 •  ai ^*^  .COS.   (nf—nt  +  e—e) 

[n—n  y—N*.   {      \da    )       n—n  )  ^  ' 

\  n*  (   .  f  dA^*^\         an         ..  J  ,  ,  ,      v 

+  2.m.{     4(/i— n^*— A*   |      \da    )       n~n  \  ^  ^ 

9(71— n)*— /\*   (      \da    )       n—n  )  ^  ^ 

\+  etc. 
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La  partie  constante  de  cette  expression  est  ce  que  nous  avons 
désigné  ci-dessus  par  —  ;  on  aura  donc,  en  observant  que  A  ' 
diffère  très-peu  de  n\ 


Sa 
a 


5fl*  n*  2  \da    ) 


-H  S. 


n—n 


Si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes  de  2fdR,  ''•{-t— )  et 
— ^  dans  Texpression  de  hv,  donnée  par  la  formule  (2)  du  n"*  2; 
on  aura,  en  observant  que  — —  =n*;  que  jx=i,  à  très-peu  près; 
que  M  est  très-petit,  relativement  à  n,  et  que  N  diffère  très-peu 

'"'      a„=„,.J3..(^_x^...„.„..(4d^)j 

+  T  — T.sin.fant— 2Mf+2e  — 2JS') 

\—^,.aA^'^+. ^^û—juri^'-i-l — )-< — ^- a^^*M  .sin.   (nl-nt+e-e) 

|n— -n  (n—- 71)*— yV*    \      \aa    /     n— n  /)  ^  ' 

+  etc. 

Le  terme  dépendant  de  sm.[2nt — aAft-f-ae  — 2E)  répond  à 
Féquation  connue,  dans  la  théorie  de  la  lune,  sous  le  nom  de 
variation;  mais  il  est  moins  sensible  dans  la  théorie  des  satellites 

de  Jupiter,  parce  que  le  rapport  -7-  y  est  beaucoup  plus  petit. 

nt  étant  supposé  exprimer  le  moyen  mouvement  de  m,  son 
coefficient  doit  être  nul  dans  l'expression  précédente  de  Sv;  ce 
qui  donne 
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En  substituant  cette  valeur  de  k  dans  ceBe  de  — ,  on  aura 

a 


ta(p^i(p) 


a  Sa' 


d'où  l'on  tire 


iV.=.-.|.-,k3il)-|f-...„V.((^)^,a.(^))|. 

On  aura  les  valeurs  de  — r-*»  ^^'z  — ^:~»  ^^^ î  — wr-^  ^^'"l  en 

a  a  a  " 

changeant  dans  les  expressions  précédentes  de  — —  et  de  Sv,  les 

quantités  relatives  au  premier  satellite,  successivement  dans  les 
quantités  semblables  relatives  au  second,  au  troisième  et  au  qua- 
trième, et  réciproquement. 

4.  Les  rapports  qu'ont  entre  eux  les  moyens  mouvements  des 
trois  premiers  satellites  donnent  des  valeurs  considérables  à  quel- 
ques-uns des  termes  des  expressions  précédentes  :  ces  termes 
méritent  une  attention  particulière,  en  ce  qu'ils  sont  la  source 
des  principales  inégalités  observées  dans  les  mouvements  des  trois 
premiers  satellites.  Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite 
est  à  fort  peu  près  double  de  celui  du  second,  qui  lui-même  est 
à  très-peu  près  double  de  celui  du  troisième.  Il  suit  de  là  que  le 

terme  de  l'expression  de  — —  ,  qui  dépend  de  l'angle 

doit  devenir  fort  grand  par  son  diviseur  k[n — n]*  —  iV',  ou 
(2/1  —  27i'-f-iV) .  [in — in — iV);  car  iV  et  in  étant  fort  peu  dif- 
férents de  n^  le  diviseur  in — in — iV  est  très-petit,  et  donne  au 
terme  dont  il  s'agit  une  valeur  considérable.  On  voit  en  même 
temps  la  nécessité  de  déterminer  N  avec  précision ,  comme  nous 
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l'avons  fait,  parce  que  sa  difFérence  d'avec  «,  due  aux  forces 
perturbatrices ,  quoique  très-petite ,  devient  sensible  dans  la  fonc- 
tion 2 71  —  irî  —  iV,  surtout  à  raison  du  terme  —  n .  — — ^^  que  N 

renferme;  et  c'est  la  raison  pour  laquelle  nous  avons  conservé  les 
termes  dépendants  de  la  force  perturbatrice,  dans  lesquels  rhr 
est  multiplié  par  des  constantes,  ces  termes  influant  sur  la  valeur 
de  N.  Dans  les  autres  diviseurs  qui  ne  sont  point  très-petits,  on 
pourra  supposer,  sans  erreur  sensible,  N^=n;  en  faisant  donc 


"M 


^'^..ai^ 


/i  — n 


on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'au  terme  dépendant  du  cosinus  de 
2nt  —  27if-+-2e' — 2e,  et  observant  que  l'on  peut,  dans  la  fonc- 
tion 271 —  27i'-t-iV,  supposer  271'  et  N  égaux  à  71, 

— —  = 7 -, TH.COS.{27lf 27lf-t-2e 26  ). 

a*  2(2  77i— 2  71  — /V)  ^  ' 

L'expression  de  hv  donne,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui 
ont  271  —  27i' — iV  pour  diviseur, 

c.  TU  .JïF  •       /  t  M 

âv= 7 — rr-j . swk .[int — 27if-+-2e — 2e  ): 

2/1  — 271— A^  ^  ^ 

cette  partie  de  Si;  est  l'inégalité  la  plus  sensible  du  mouvement 
du  premier  satellite  :  elle  est  la  seule  que  les  observations  aient 
fait  connaître. 

Si,  dans  la  théorie  du  second  satellite,  on  désigne  par  iV'  la 
quantité  qui  correspond  à  N  dans  la  théorie  du  premier;  et  si 
l'on  nomme  A^'^  celle  qui  correspond  à  il^*^  dans  les  perturbations 
du  premier  par  le  second  satellite;  il  résulte  de  ce  qui  précède, 

que  l'expression  de  — 7^  renfermera  le  terme 


( 


m.n'*       (  ,    /dA'''\         2n'     ,.„,)  r  ^        >,  >\ 
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Le  diviseur  [n—n'y—N''  est  égal  à  (n— /i'-f-iV').(n— n'— iV')  : 
N'  étant  fort  peu  diflFérent  de  n,  et  n  étant  à  très-peu  près  égal 
à  2n;  le  diviseur  n — n — iV'  est  très-petit,  ce  qui  donne  au  terme 
précédent  une  valeur  considérable.  Soit 

\da    )       n—n  ' 

en  faisant  71=2/1'  et  N'  =  n\  dans  la  fonction  n — n-t-iV',  on 
aura 

On  aura  ensuite,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui  ont  71— 7i'--j?V' 
pour  diviseur, 

t;= 7 — r77.sm.(7if — 7i(-t-e  —  e  1. 

n— 71— -iV  ^  ' 

On  doit  observer  ici  que 


'         a*       a* 


ce  qui  donne 


3n^--7i    a'»         271      a  . /rfA<-)\         an'       ;.,,, 

71  —  71     a*        71—71    a  \  »^    /        '^""'^ 


•     • 


o''       a''    a        n'     o 

or  on  a  _=  — .^=^.^;  on  aura  ainsi 

n — an'  étant  nul  à  fort  peu  près,  cette  équation  donne 

g=,«'.a»-...(4i;î). 

Mais,  pour  plus  d'exactitude,  nous  ferons  usage,  dans  le  calcul 
numérique  de  G ,  de  son  expression  rigoureuse. 


TOUE   IT. 
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Les  valeurs  précédentes  de  — 77-  ^t  de  Sv  ne  sont  relatives  quk 

l'action  du  premier  satellite;  Faction  du  troisième  produit  encore 
dans  ces  quantités  des  termes  sensibles.  En  efiPet,  le  mouvement 
du  second  satellite  étant  à  très-peu  près  double  de  celui  du  troi- 
sième, il  doit  en  résulter  dans  ces  expressions  des  termes  ana- 
logues à  ceux  que  Faction  du  second  satellite  produit  dans  les 

valeurs  de  — —  et  de  âv.  Nommons  A'^'\  A'^'\  A'^*\  etc.  relativement 

au  second  et  au  troisième  satellite,  ce  que  nous  avons  désigné 
par  A^'\  A^'\  A^*\  etc.  relativement  au  premier  et  au  second.  Sup- 
posons ensuite 

nous  aurons,  par  l'action  du  troisième  satellite, 

rSr  — m  .  n .  F^  tu  n^  1  »\ 

— 77- =  -7 — 7 jf — îïtm.  cosAmt — 2/1  t-hie  —  2e    , 

a*         2(2/1  —2/1  — TV  )  ^  ^ 

•k       /  V«ï      m     II     m    Ir  m  f  f  II  f  ff  K 

ov  =     — ) jf — jrp.sinAint — 2/1  t-h2e  — 2e    . 

2n  — 2n  —TV  ^  ^ 

En  réunissant  ces  valeurs  aux  précédentes  on  aura  les  termes 

les  plus  sensibles  de  — 77-  et  de  Sv'. 

^  a  * 

Un  rapport  très-remarquable  qui  existe  entre  les  moyens  mou- 
vements des  trois  premiers  satellites  permet  de  réunir  en  un  seul 
les  deux  termes  de  chacune  de  ces  expressions ,  dus  aux  actions 
du  premier  et  du  troisième  satellite.  Nous  avons  observé  que  le 
moyen  mouvement  du  premier  satellite  est  à  peu  près  double  de 
celui  du  second,  qui  lui-même  est  double  à  peu  près  du  moyen 
mouvement  du  troisième  satellite;  en  sorte  que  Ion  a,  d'une  ma- 
nière fort  rapprochée , 


f  f  ir 

n=2n,     n^=in  ; 


d'où  l'on  tire 

n  —  3/i'-f-2/i'=o. 
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Mais  cette  dernière  équation  est  beaucoup  plus  approchée  que  les 
dçux  égalités  doù  nous  Tavons  déduite.  Elle  Test  à  un  tel  point, 
que  depuis  la  découverte  des  satellites  de  Jupiter  les  observa- 
tions n  ont  fait  reconnaître  aucune  valeur  sensible  à  son  premier 
membre;  nous  pouvons  donc  le  supposer  nul,  au  moins  dans 
l'espace  d'un  siècle.  Nous  verrons  dans  la  suite  que  l'action  mu- 
tuelle des  satellites  rend  la  quantité  n — 3w -+-271"  rigoureusement 
égale  à  zéro;  ce  qui  donne 


/  If  f 

271  271  =71 71. 


Les  observations  donnent  encore  à  très-peu  près,  depuis  la 
découverte  des  satellites,  la  longitude  moyenne  du  premier,  moins 
trois  fois  celle  du  second ,  plus  deux  fois  celle  du  troisième ,  égale 
à  la  demi-circonférence,  ou  à  200*^;  en  sorte  que,  dans  l'inter- 
valle d'un  siècle  au  moins,  on  peut  supposer 

nt — 37i'f-t-2  7i''fH-e  —  3e'-t-2e''  =  2oo% 

et  par  conséquent 

27i'f — 271"^* -h  2e' — 'xB=^nt — 7i'f-+-e  —  e'  —  200"*: 

nous  verrons  dans  la  suite  que  ces  égalités  sont  rigoureuses. 

Les  termes  de  — —  et  de  hv,  qui  dépendent  de  l'action  du 

troisième  satellite ,  deviennent  ainsi 

r*Sr'  m",  n .  F  /  ^        ^ ,   .  /\ 

7r-  =  —, 7 jïTTT .  COS. (Tlf 7lt-he S  ), 

a*        2(71  — 71— A^)         ^  ^ 

n— 71— iV  ^  ' 

on  a  donc,  par  les  actions  réunies  du  premier  et  du  troisième 
satellite , 

=-7 7 — ÂTr\'  \^G — 7ii'F'|.cos.(7it — 7i'f-4-e — e'), 

2(71—71  — iV  )   *  '  ^  ' 


a' 


5t;'=     ? —      \ntQ—fn'F'\.sm.(nt^nt-i-e  —  e). 


3. 
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L'action  du  second  satellite  produit,  dans  la  théorie  du  troi- 
sième, des  termes  analogues  à  ceux  que  l'action  du  premier  pro- 
duit dans  la  théorie  du  second;  en  faisant  donc 


et 


i  '  (•)  —  A'M  _(_  i! SL 


^~"      ^  '\da'  )  ^  n'-n"' '^  '  ^  '    ' 


on  aura 


r  or  m .  R  .  G-  ,  ,^        »^   ,      '         »\ 

%  n  fil  m  n  .  iT  •      t  t.  »^.       '  ff\ 

àv  =     -7 — i — T7î?.sin.(nf  —  n  f-f-e  — e  ). 

71  — Jl  — /Y  ^  ' 

Les  valeurs  de  — ^;—  et  de  hv"  peuvent  recevoir  encore  quelques 

termes  sensibles  de  Faction  du  quatrième  satellite  ;  mais  son  moyen 
mouvement  étant  sensiblement  plus  petit  que  la  moitié  de  celui 
du  troisième  satellite ,  ces  termes  doivent  être  peu  considérables. 
Nous  y  aurons  cependant  égard  dans  la  suite. 

On  peut  observer  ici  que  n  difFérant  très-peu  de  in,  et  n  dif- 
férant très-peu  de  a  n\  —  diffère  très-peu  de  -y.  En  effet 

Cette  dernière  quantité  est  à  très-peu  près  égale  à 
Pareillement  on  a 

a"— y*)  Y~-^     n'     — ^"^1  r~"^ — 7~ r 
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.  a        a!  .  - 

ainsi  -7  et  — •  sont  très-peu  difiPérents  de  (y)  '  ;  or  i4^*\  i4^*\  etc.  étant 

de  la  dimension  —  1 ,  en  a  et  a',  F  et  G  sont  des  dimensions 

nulles  ou  fonctions  de  —7;  F'  et  G  sont  des  fonctions  semblables 


a 
a 


de  -T?;  on  a  donc  à  fort  peu  près  F'=F,  et  G=G.  Mais,  pour 

plus  d'exactitude ,  nous  aurons  égard  aux  différences  de  ces  quan- 
tités. 

5.  Considérons  la  loi  des  inégalités  précédentes  dans  les  éclipses 
de  satellites.  Pour  cela,  nous  donnerons  aux  valeurs  précédentes 
de  Si;,  8v  et  5/  les  formes  suivantes  : 

Sv  =  (1  ).sin.(2/if — 27i'«-+-2e  —  2e'), 
êv= — (ii).sin.(nf —  nt-h  e —  e'), 
êv=—  (1 1  i).sin.(  nt—  .  nt-\-    e—   e"), 

les  coe£Bcients  (1),  (11)  et  (111)  étant  positifs,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite.  Au  lieu  de  rapporter  les  angles  7if-+-e,  n't-he'  et 
n^t-he"  à  une  ligne  fixe,  nous  pouvons  les  rapporter  à  un  axe 
mobile ,  parce  que  la  position  de  cet  axe  disparaît  dans  les  angles 
2nt — 2nf-+-2e — 2e',  nt — nt-he  —  e,  rit — nt-he — e\  Con- 
cevons que  cet  axe  soit  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  supposé  mû 
uniformément  autour  du  soleil.  Dans  ce  cas,  les  angles  nt,  nt,  nt 
exprimeront  les  moyens  mouvements  synodîques  des  trois  pre- 
miers satellites.  Concevons,  de  plus,  que  les  angles  e  et  e'  soient 
nuls,  c est-à-dire  qu'à  l'origine  du  temps  t  les  deux  premiers  sa- 
tellites aient  été  en  conjonction.  L'équation 

nt —  3nt-i-2nt-\-  e  —  3e'-f-  2  e''^  2  oo% 

qui  a  lieu  encore  relativement  aux  mouvements  synodiques,  donne 
e^rirnioo"*;  les  expressions  de  êv,  Sv  et  Sv  deviendront  ainsi 

hv  =  (1  ).sin.(2nf — 271'f), 
hv  =  —  (ii).sin.(  nt —  nt), 
hv=      (iii).cos.(  Vit —    n"t). 
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Dans  les  éclipses  du  premier  satellite,  au  moment  de  sa  con- 
jonction moyenne ,  nt  est  nul  ou  multiple  de  400"".  Soit 

2n — 27i'=iH-Ci),  ou  n — 2n=œ; 
on  aura  alors 

Dans  les  éclipses  du  second  satellite,  au  moment  de  sa  conjonc- 
tion moyenne,  nt  est  nul  ou  multiple  de  4oo**;  on  a  donc  alors 

âv=  —  (ii).sin.  (ùt. 

Enfin,  dans  les  éclipses  du  troisième  satellite,  à  Tinstant  de  sa 
conjonction  moyenne,  nt-he"  est  nul  ou  multiple  de  4oo®;  on 
aura  donc  alors ,  en  vertu  des  équations  n  —  in  =n  —  2n   et 

e   z=:100^ 

5t;"=(i  1  i).sin.  6i)f. 

On  voit  ainsi  que  les  valeurs  précédentes  de  8v,  8v  et  âv",  dans 
les  éclipses,  dépendent  du  même  angle  eût.  La  période  de  ces 
valeurs  est  par  conséquent  la  même,  et  égale  à  la  durée  de  la 

révolution  synodique  du  premier  satellite,  multipliée  par  — - — ?, 

nt  et  nt  étant  ici  les  moyens  mouvements  synodiques  des  deux 
premiers  satellites.  En  substituant  pour  n  et  n,  leurs  valeurs,  on 
trouve  cette  période  égale  à  437^'**",659.  Tous  ces  résultats  sont 
entièrement  conformes  aux  observations  qui  ont  fait  reconnaître 
les  inégalités  précédentes,  avant  qu'elles  eussent  été  indiquées 
par  la  théorie. 
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CHAPITRE  III. 


DES  INEGALITES  DU  MOUVEMENT  DBS  SATELLITES,  DEPENDANTES 

DES  EXCENTRICITÉS  DES  ORBITES. 


6.  Considérons  présentement  les  parties  du  rayon  vecteur  et 
de  la  longitude  des  satellites  qui  dépendent  des  excentricités  des 
orbites.  Ces  excentricités  sont  fort  petites;  en  faisant  donc,  dans 
Téquation  [A)  du  n""  2,  r*  égal  à  a^-hirSr^  on  pourra  supposer 
que  irhr  représente  non-seulement  les  perturbations  de  r\  dues 
aux  forces  perturbatrices,  mais  encore  la  partie  r*  relative  au 
mouvement  elliptique.  Alors  Téquation  difiPérentielle  (i)  du  n**  2, 
dans  laquelle  se  transforme  Téquation  [A)^  lorsque  Ion  néglige 
le  carré  de  Sr,  donne  par  son  intégration,  non-seulement  les 
perturbations  du  rayon  vecteur,  mais  encore  sa  partie  elliptique 
qui  résulte  alors  des  arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 
Dans  ce  cas,  l'expression  de  Sv,  donnée  par  Téquation  (2)  du 
n**  2,  renferme  la  partie  elliptique  de  v,  et  cette  partie  est  visi- 
blement égale  à     /   ,  %  en  négligeant  le  carré  de  l'excentricité 

de  l'orbite  et  en  ne  considérant  que  la  partie  elliptique  de  rZr. 

Les  termes  de  l'équation  différentielle  (1)  du  n"*  2,  dans  les- 
quels rhr  est  multiplié  par  des  constantes,  et  ceux  qui  dépendent 
des  sinus  et  cosinus  de  nf-f-e,  méritent  une  attention  particulière, 
en  ce  qu'ils  déterminent  les  variations  séculaires  de  l'excentricité 
de  l'orbite,  et  de  son  périjove.  Nous  avons  déterminé,  dans  le  n""  3, 
les  termes  dans  lesquels  rhr  est  multiplié  par  des  constantes.  Pour 
déterminer  les  autres,  considérons  le  terme  m'.  il^'^cos.(t;' — v)  de 
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r'Sr' 

lexpression  de  R.  En  y  substituant  a-\ r-,  au  lieu  de  r,  et 

n'f-He'n ^-TTT^»  au  lieu  de  v,  il  en  résulte  la  fonction 

m. — r-.(-j-?-).cos.(/if— 7it+e  —  e) ,,    ,  ,     \il^'\sm.(yit— wfH-e  — e). 

aV  étant  Texcentricité  de  l'orbite  de  m,  et  «y'  étant  la  longitude 

r'Sr' 

de  son  périjove,  la  partie  elliptique  de  — yp-  est,  par  le  n**  22  du 

second  livre,  — e.cos.{nt-+'e — tj').  En  la  substituant  dans  la 
fonction  précédente,  il  en  résulte  un  terme  dépendant  du  cosinus 
de  l'angle  nf  H-  e  —  ts',  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'il  est  le  seul 
de  ce  genre  qui  résulte  du  développement  de  la  partie  de  jR  dé- 
pendante de  l'action  de  m.  Les  deux  satellites  rn  et  m  fournissent 
dans  R  des  termes  analogues;  mais  il  est  aisé  de  voir,  par  l'ex- 
pression de  jR  du  n"*  1,  que  l'action  du  soleil  n'en  produit  point, 
du  moins  en  négligeant  les  termes  divisés  par  iy\ 

Maintenant,  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  dépendants  de  nt, 
on  a  fdR=R;  partant,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  a 

Im'.r'Sr'   (      ,  /dA^'^\  ,  /ddA^'^\)  ,  ,  ,        , 

aydit  +  r.^^^^j-i.  :,jn\d.r'Sr'   i      ,,.  /dA^oX)     .     .,  ,        ^ 

L'équation  difl'érentielle  (i)  du  n"  2  deviendra  donc,  en  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  dans  lesquels  rSr  est  multiplié  par  des  cons- 
tantes, et  à  ceux  qui  dépendent  des  sinus  et  cosinus  de  nt,  en 

observant  de  plus  que  n*  =  —,  à  fort  peu  près , 

.  „..___.|,aa  |-5^j +«'a  .^^^^j  j.cos.(«  f-«t+e -e)j 
2m'.n\d.r'Sr'  (       .,.,       ,  /<fy4W\      .     ,  ,  ,      A 


d\rSr      ,^,   rSr  ,  -, 
a^dP  a* 
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La  manière  la  plus  simple  d'intégrer  cette  équation  difiPéren- 
tielle  est  d'y  supposer 

rSr  r'Sr' 

— —=h.cos.[nt+e—gt'-T)j     — ^— =  A'. cos.{fi'f+e'— ^t— F),    etc 

g  étant  un  coeiHcient  très-petit  de  Tordre  des  forces  perturbatrices 
dont  il  dépend.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  difiPé- 
rentielle  précédente,  et  en  ne  conservant  que  les  termes  dépen- 
dants de  cos.{nt-+-e — gt — F),  la  comparaison  de  ces  termes 
donnera,  en  négligeant  le  carré  de  g, 

En  substituant  pour  iV*  sa  valeur  donnée  par  le  n""  3,  on  aura 


m  n* 


A^'^  étant  une  fonction  homogène  en  a  et  a  de  la  dimension  — i, 
on  a,  par  la  nature  de  ces  fonctions, 

«•(4^)-<"'-(^)=-^'-' 

l'équation  précédente  devient  ainsi 


TOME   IV. 
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En  faisant,  comme  dans  le  n**  55  du  second  livre, 

en  désignant  ensuite  par  (o,a),  [^  ;  (0,3),  ^  ;  ce  que  deviennent 
(o»  1)  et  (ôTT]  lorsque  Ton  y  change  successivement  ce  qui  est  relatif 
à  m,  dans  ce  qui  est  relatif  à  rn  et  m";  enfin,  en  désignant  par 

(o)  la  fonction  ^^^yKn,  et  par  0  la  fonction  -f- — ,  on  aura 

0  =  A.  j^ (o) 0 (0,1) (o,a) (0,3)} 

-h^.h'^^.h'^{o.Z).h''.  (l) 

Si  Ton  considère  pareillement  les  perturbations  des  mouve- 
ments de  m,  rn  et  rn',  il  est  visible  qu'il  en  résultera  une  nouvelle 
équation  semblable  à  la  précédente,  et  qui  s'en  déduit  en  y  chan- 
geant les  quantités  relatives  à  m,  successivement  dans  celles  qui 
sont  relatives  à  m,  m"  et  m^,  et  réciproquement.  En  écrivant  donc 
dans  les  fonctions  (o),  0,  (0,1),  [^,  etc.  au  lieu  de  o,  le  numéro 
du  satellite  troublé  et  les  quantités  qui  lui  sont  relatives,  et  au 
lieu  de  1,  le  numéro  du  satellite  perturbateur  et  les  quantités 
qui  lui  sont  relatives,  on  formera  les  équations  suivantes  : 

o=A'.i5f— (.)  — H— (1.0)  — (.,,)_(.,3)j 
o=:/i^|^— (0— H— (».o)-(.,o— («.3)1 

0=:A^|5f_(3)  — [3]  — (3,0)  — (3,.)  — (3,a)j 

On  doit  observer  ici  que  Ton  a,  par  le  n"*  55  du  second  livre, 

(o,  1) .  m .  y  a  =  (1,0).  m.  y  a  ; 
et  que  la  même  équation  subsiste  en  y  changeant  les  parenthèses 
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rondes  en  parenthèses  carrées.  Ces  équations  ont  lieu  entre  les 
mêmes  fonctions  relatives  à  deux  satellites  quelconques;  ce  qui 
donne  un  moyen  simple  de  dériver  ces  fonctions  les  unes  des 
autres. 

Les  quatre  équations  précédentes  entre  h,  h!,  K  et  K'  sont  ana- 
logues aux  équations  [B)  du  n""  56  du  second  livre  et  se  résolvent 
de  la  même  manière.  Elles  donnent  une  équation  finale  en  g,  du 
quatrième  degré.  Soient  g,  g^  g%^  g»  ses  quatre  racines;  en  faisant 

A'=ê'.A,     K=z%\hf     K'^=^.K; 

on  aura,  au  moyen  des  équations  précédentes,  S',  S",  S"',  en  fonc- 
tions de  gy  et  h  sera  une  constante  arbitraire.  Soient  ê'i,  ^\^  ^"^^ 
les  valeurs  de  ê',  S"',  ê*",  relatives  à  la  racine  ^i,  et  Ai  une  seconde 
arbitraire;  soient  ê',,  ê",,  €",,  ces  mêmes  valeurs  relatives  à  la 
racine  51,,  et  A,  une  troisième  arbitraire;  soient  enfin  S',,  ê',,  ^^ 
les  mêmes  valeurs  relatives  à  la  racine  ^,,  et  à,  une  quatrième 
arbitraire;  on  aura,  par  la  nature  des  équations  difiPérentielles 
linéaires, 

r  S  r 

— —=      h  .cos.\nt  +e  —gt  —  V)+      ^, . cos. (nf  +  e  — ^.f— r.) 
4-       A,.cos.{nf  4-e  — ^,(— n)+       A,.cos.(nf  4-e  — ^,f— T.), 

— ^  =€'  .h  .cos.(n'f4-e'  -gt-  r)-l-ê'..A,.cos.(n'f +e'-^.t-i;) 
4- S',  Acos.(n'f  +e'  -flf.f-r,  )  -f  ê', .  A,.cos.(n'ï  4--e'  — ^,f— F.) , 

'"'^^  =€*  .A  .cos.(n'f4-e'-^f-  r)4-6'..A..cos.(ft'f4-e'-^.f-r.) 
+  ê\.fc..cos.(/i't+e'-^,t-r,)  +  g',.A,.cos.(/i7+e''-^,t-r,), 


a 


w  »  _*r 


r'^r 


■^  =€*.  A .  cos.(n"t4-e"-^f- r) +€",.A..cos.{n''f4-e''-^.f-i:) 
+  g',.A,.cos.(fi''(+e"'-^,t-r,)  +  e',.A,.cos.(n"'t+e''-^3(-r,), 

r,  r, ,  r,  et  r,  étant  quatre  arbitraires.  Ces  expressions  sont 

complètes,  puisqu'elles  renferment  huit  arbitraires,  c  est-à-dire 

4. 
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deux  fois  autant  d'arbitraires  qu'il  y  a  d'équations  différentielles 
du  second  ordre  en  r^r,  rSr,  rhr  et  r'hr. 

Ces  arbitraires  remplacent  les  éléments  du  mouvement  ellip-  • 
tique  des  satellites.  Si  Ton  considère  leurs  orbites  comme  autant 
d'ellipses  dont  les  excentricités  et  les  positions  des  absides  sont 
variables,  en  nommant  ae  l'excentricité  du  premier  satellite,  et  tj 
la  longitude  de  son  périjove,  comptée  de  l'axe  où  l'on  fixe  l'ori- 
gine des  angles,  on  aura 

r  S  r 

— j-  =  —  e-cos.(/it-4-e  —  «); 

ce  qui  donne,  en  comparant  cette  expression  à  la  précédente, 

e .  COS.  «=— A .  cos.{^f  +  r)  —  A, .  cos.(^,t+I^)  — etc. 
e .  sin.  tsy=— A .  sin.{^t+  T)  —  A^ .  sin.  {git+T,)  —  etc. 

d'où  l'on  tire  facilement  e  et  «.  On  aura  de  la  même  manière  e, 
«',  etc.  L'analyse  du  n"*  68  du  second  livre  conduirait  aux  mêmes 
valeurs,  mais  l'analyse  précédente  est  un  peu  plus  simple. 

La  partie  elliptique  de  v  est  2e.s\n.[nt-{-e — «y),  par  le  n^  22 
du  second  livre;  en  la  désignant  par  ^v,  on  aura 

8v=^7e.  COS.  «y .  sin.(nt+e)  —  ae .  sin.  «y .  cos.[nt+  e)  ; 
ce  qui  donne 

Sv=-  2h  .sin.(7if+e— ^f  —  r)--afti.sin.(7if+e— ^,f— I]) 
—  2^.sin.(n(+e-^,f— r,  )  — aA,  .sin.(/it+Ê— ^,f— r,). 

On  aura  de  la  même  manière 

âv'=  — aê'  .h  .sin.[nt  +  e'  —gt  -T)  —  2Î\  .h,.sin.{nt  +  e  --g,t--r,) 
-aê',  .h,.sin.{nt+e  -g,t-r,)-2S\  .h,.sin.{nt  +  e  -g.t-T,), 

iv'=-2è'  .h  .sw.{n't  +  e'^gt-r)--2^\A,.sm.{n't+e"^g,t^T,) 
-2S\.K.sm.{n't+e''-g,t-r,)^2è\Ji,.sm^^^^ 

St;''=-a€"  .h  .sin.(fi"t+e"-^t-r)-ag^.*,.sin.(/i''t+e"-^^.t-i:) 
-  2è\.K,sin.{n''t+e'^gJ^r/)^2è\A,.sin\n^^ 
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Tout  se  réduit  donc  à  former  et  à  résoudre  les  équations  pré- 
cédentes (i),  (T),  {i")j  (T)-  Mais  nous  verrons  dans  la  suite 
qu  elles  sont  incomplètes,  et  que  les  rapports  qui  existent  entre 
les  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  leur  ajoutent 
de  nouveaux  termes  très-sensibles,  quoique  dépendants  des  carrés 

et  des  produits  des  forces  perturbatrices. 

3a 
7.  Les  termes  de  la  double  intégrale  — .ffndt.dR  de  Tex- 

pression  de  5v  du  n""  2,  qui  dépendent  de  l'angle  nt—2nt+e-'2e\ 
acquièrent  par  les  intégrations  le  diviseur  (r— 2/1')*;  et  n  étant 
fort  peu  différent  de  in,  ce  diviseur  est  très-petit  et  peut  donner 
une  valeur  sensible  à  ces  termes,  quoique  multipliés  par  les  pe- 
tites excentricités  des  orbites;  nous  allons  donc  les  déterminer. 
Considérons  le  terme  rnA^'\cos.[v — v)  de  l'expression  de  jR. 

En  Y  substituant  an —  au  lieu  de  r,  ni-j-e'n /,    /  ,^  ^  au 

lieu  de  v,  a  au  lieu  de  r,  et  nt-he  au  lieu  de  v,  on  voit  que  ce 
terme  contient  la  fonction  suivante  : 


m. 7-7;— .a.  I    .  ;    I  cos.(/it — nt-+-e  — e) 

77— TTT — '.A^'Ksm.lnt — nt-+-e  — e). 

— 7^  contient,  par  le  numéro  précédent,  le  terme 

À'.  cos,(/i't-+-e' — gt — r); 

en  le  substituant  au  lieu  de  — 77-»  dans  la  fonction  précédente, 

et  négligeant  les  quantités  de  Tordre  m  g,  cette  fonction  produit 
la  suivante  : 
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On  a  par  le  n""  4 


G  =  —  a\(^W2a\A^^^; 


le  terme  précédent  devient  ainsi 

7 —  cos.(/if — 2nt-he  —  2e  -i-gt-hT). 

Considérons  encore  le  terme  m.  A^^K  cos.(q  v  —  sr)  de  l'expression 

rSr        ,.       j  ^  2d.lrSr) 


de  R.  En  v  substituant  on au  lieu  de  r;  /it-i-e  ,  , 

au  lieu  de  v,  n t-+-  e'  au  lieu  de  v\  et  a  au  lieu  de  r,  on  voit  que 
ce  terme  contient  la  fonction  suivante  : 


m. — p. a.  I— ^ — I  .cos.[2nt — 2wf-4-2e  — 26) 

-+- hm.    ' ^^ /J , A^^K sin.(2n't — 2nt-f-2e' — 2e). 

Substituons  dans  cette  fonction  fc.cos.(/i/-4-e — gt — F)  au  lieu 
de  — ;-,  nous  trouverons  quelle  produit  la  suivante: 

— .   a*.(-^ — )-h4ai4^*M.cos.(/i( — 2nt-l-e  —  2e  -hgt-^T). 
L'expression  de  F  du  n"*  4  donne,  en  y  faisant  n  =  2n, 


m 

2 


"W) 


i^a.A^'K 


Le  terme  précédent  devient  ainsi 

m'.Fh 


2a 


.  cos.(/if — 2nf-f-e  —  2e-hgt--^-'T) 


En  le  réunissant  au  terme  dépendant  du  même  cosinus,  et  que 
nous  venons  de  déterminer,  on  aura  dans  R  le  terme 


m     i  m        a 


.   FA-h-7.GA'   .cos.fnt — 2nt-he  —  ae'-t-ûf-HT); 

2a  a  *  ^  J  / 
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et  il  est  facile  de  voir  que  laction  de  m  sur  m  n  en  produit  point 
d'autres  de  ce  genre. 

Maintenant,  si  Ton  observe  que  jx  peut  être  supposé  égal  à 

.3a 
Tunité  dans  la  fonction  — .ffndt.àR  de  l'expression  de  Sv,  cette 

fonction  donnera  dans  8v,  en  vertu  du  terme  précédent  de  R, 
rinégaiité 

9  If  m  /  \ 

r   ^  '^!'  x.'U^^-+""T>  GK\.sm.{nt — an't-i-c — ae'-hgt-f-r). 

2(n— 2  71+^)*    \  a  )  ^  j  / 

n  étant  à  fort  peu  près  égal  à  in\  il  est  clair  que  l'action  de  wl 
sur  m  produit  dans  Sv  une  inégalité  analogue  à  la  précédente  et 
par  conséquent  égale  à 


-3m^n"« 


.  iFA'-+-^.G'/i''!.sin.(7i'r— a/i't+e'— 2e''-h^t-+-r). 


2(71  — 3  71"+^)»' I  a 

L'action  de  m  sur  m  produit  encore  dans  Sv  une  inégalité  du 
même  genre,  et  que  l'on  peut  facilement  déterminer  par  le  n"  65 
du  second  livre;  car  on  a,  par  ce  numéro,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  dont  il  s'agit, 

m'.yja' 

ce  qui  donne  pour  cette  partie  de  Sv 

3m.n'.V^  _.JFfe-f-gr.GAi.sin.(nf— an'f-H-e  — 2e'-hq<-f-r). 

a  (n— 2 11'+^)' Va'  '  **  '     . 

On  peut  réunir  ce  terme  au  précédent,  en  observant  que 
nt — 2«'«H-e  —  2e'  =  n't — an'<-+-e' —  ae'-f-aoo"; 


/,  a 
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et  que  n  étant  à  fort  peu  près  égal  à  in,  et  (— ,)   étant  égal  à 

(  — I ,  on  a  à  très-peu  près 

n\\/a  _ 

La  réunion  de  ces  termes  donne  ainsi 

.  ,,        .      m.\GK+-.Fh 

âv  =  . 7 — w-l       ^/  ,        W.sin.int—int+e—^e+qt+r). 

2     (  a 

Enfin  Faction  de  m  sur  m'  produit  dans  le  mouvement  de  in 
une  inégalité  analogue  à  celle  que  l'action  de  m  sur  m  produit 
dans  le  mouvement  de  m,  et  qui  par  conséquent  est  égale  à 

^     ^^  "^^'f     ,  j  Gh'+K .  Fh'\.  sin.(/it-  Q/i'(+  e  --  ^e'  +  at  +  r  ). 

Les  inégalités  précédentes  sont  relatives  à  la  racine  g.  Il  est  vi- 
sible que  chacune  des  trois  autres  racines  ^^^  g^  et  g^  donnera, 
dans  les  mouvements  des  trois  premiers  satellites,  des  inégalités 
semblables.  Ce  sont  les  seules  sensibles  parmi  celles  qui  dépendent 
à  la  fois  de  l'action  des  satellites  et  des  excentricités  des  orbites. 
8.  L'action  du  soleil  peut  aussi  produire  dans  les  mouvements 
des  satellites  des  inégalités  sensibles,  quoique  dépendantes  des 

excentricités  des  orbites.  La  valeur  de  jR  relative  à  cette  action 

3  5    r* 
contient,  par  le  n*"  1,  le  terme .'     .cos.(2t; — 2U).  En  y 

substituant  pour  r\  a\  j  i-f-  2  A .  cos.(/it  -h  e  — gt  —  F)  j ,  pour  v, 

S 
/if  H-  e  —  2/t .  sin.(/if  -+-  e  — gt —  F),  D'  pour  D,  et  M*  pour  jy,, 

on  aura  dans  R  le  terme 

—  ^     !^    .cos.{nl — aAff-f-e — 2J&-f-^(-f-F). 
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La  valeur  de  R  relative  à  Taction  du  soleil  contient  encore  le 
terme tttT'  ^^  y  substituant  pour  D, 

iy.\  i—H.  cos.{Mt-hE—I)l 

H  étant  le  rapport  de  Texcentricité  au  demi-grand  axe  de  l'orbite 
de  Jupiter,  et  I  étant  la  longitude  de  son  périhélie ,  on  obtient 
le  terme 

—  ^.a\H.cos.{Mt^E—l). 

S  y 

Si  Ton  néglige  le  terme  jr  de  l'expression  de  R,  qu'il  est  inutile 
de  considérer,  on  a 


■•(^) 


2R. 


Cela  posé,  l'équation  difiérentielle  (i)  du  n""  2  devient,  en  ne 
considérant  que  les  termes  dépendants  des  cosinus  des  angles 
Ht — aAff-f-e — 2E-\-gt-+'T,  et  Mt-^E — /,  et  en  observant 
que  g  et  M  sont  très-petits  relativement  à  n, 

d\rSr        «T.  rSr  /         oi  /  .      »^\i 

—gM\h.cos.{nt—2Mt+e—2E+gt+r)—^M\H.cos.{Mt+E—I). 

On  a  vu  dans  le  n**  3  que  l'expression  de  — ;-  contient  le  terme 
-.cos.{2nt — îAff-t-ae  —  aJ?);  le  produit 

—  3  N\  ^.  h.  cos.{/if-he  — gt  —  r) 
contient  ainsi  le  terme  -|-Af*.A.cos.(7if — aAff-t-e — 2E-+'gt — r), 


Tom  IV. 
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N'  étant  à  très-peu  près  égal  à  n'  ;  réquation  différentielle  pré- 
cédente devient  donc 

o=  ^L^  -+-^^-^  —ilM\h.cos.{at—2Mt-he—2E^t-hT) 

—  \M\H.cos.{Mt-hE—I); 

doù  Ton  tire,  en  né^igeant  ^  et  M  eu  égard  à  n,  excepté  dans 
le  facteur  2 M — g-\-N — n,  à  cause  de  sa  petitesse, 

^T-=  7 — /  n^.  AT v.cos.fnf — aMtH-e — 2£-f-at-f-r) 

H ^.cos.(Mt-hJB  —  /). 

L'expression  de  5v  du  n"*  2  donnera  à  très-peu  près,  en  y  substi- 
tuant —,  au  lieu  de  a', 

n 

5t;= ,  T.^ .  Jj r.sin.(/it — tiAff-He — ajE-hotn-r) 

2  7i.(aM-f/V— n— ^)         ^  ^         ' 

—  ^.H.sin.(¥f-4-E— /). 

La  première  de  ces  inégalités  répond  à  Févection  dans  la  théo- 
rie de  la  lune;  mais  elle  nest  pas  unique,  et  il  est  clair  que  cha- 
cune des  trois  racines  ^1,  ^,,  ^3,  fournit  une  inégalité  semblable. 
Cette  inégalité  se  confond  dans  les  éclipses ,  comme  Tévection , 
avec  l'équation  du  centre,  et  la  diminue.  En  effet,  dans  ces  phé- 
nomènes, la  longitude  du  soleil,  vu  du  centre  de  Jupiter,  est 
moindre  que  celle  du  satellite,  de  200"*;  en  sorte  que  Ton  a 

2MfH-  2^~h4oo*'  =  2/i(-h2e; 

rinégalité  précédente  devient  ainsi 

P— ~..sm.(nf-4-e— ^t— r). 


2  71.  [2M+N—n—g) 
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L*équation  correspondante  du  centre  est,  par  le  n"*  6, 

—  2A,sin.(/it-f*e — gt — F)  : 

ainsi  la  valeur  de  h  déterminée  par  les  éclipses  est  plus  petite  que 

la  véritable,  dans  le  rapport  de  i —  -, — ,  ,^    ,> r  à  l'unité. 

^^  an.  {2  M+N—n—g) 

La  seconde  inégalité  correspond  à  Téquation  annuelle  du  mou- 
vement de  là  lune  :  sa  période  étant  fort  grande,  on  verra  ci-après 
qu'elle  est  sensiblement  modifiée  par  les  termes  dépendants  du 
carré  de  la  force  perturbatrice. 

En  changeant  ce  qui  est  relatif  à  m,  successivement  dans  ce 
qui  est  relatif  à  m',  m'  et  rtC,  on  aura  les  inégalités  correspon- 
dantes des  autres  satellites. 


5 
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CHAPITRE  IV. 


DES  INÉGALITlès  DU  MOUVEMENT  DES  SATELLITES  EN  LATITUDE. 


9.  Reprenons  Téquation  difiPérentielle  (3)  du  n""  2< 


dis 


v-m-T^-m    '^) 


Supposons 


^  =  1  fiw  +50).  cos.(»' -v)  +  fiw.  cos.a  [v  -  w)  +  etc. 

I  r'— 2  rr'.  C08.(w'— t;)+r'*|  • 

On  aura  par  le  n°  1,  en  né^igeant  l'excentricité  de  Torbite,  ce 
qui  revient  à  supposer  rz=a, 

— ^  JSS' —  Y  (s*  +  «'•) .  COS.  (»' —  »)  j 

~"    ■    '  1+  Y  a  il'*'  +aA^'\  COS.  (v— v) + (UH^K  cos.  2  (»'  —  w)  H-  etc. 

- oV {«' - i  (s'+s'*) .(w' -  w) j . j-i-fi"' + B"J.  COS.  {v'-v)  +  Bw.  cos.  a (»' - »)  +  etc.] 

_  ^  _  ^.{i_35._35'.4.3(i  _4._5'.).cos.(2i;-2Î/)+ia55'.cos.(»-f/)} 

Si  Ton  ne  considère  que  les  termes  multipliés  par  s,  et  ceux 
qui  dépendent  du  sinus  ou  du  cosinus  de  v,  termes  dont  dé- 
pendent les  variations  séculaires  des  éléments  de  Torbite;  si  Ton 
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observe  ensuite  que  h*  est  à  très-peu  près  égale  à  a;  Téquation 
difiPérentielle  précédente  devient 

-  2kzii).5^-  3M»^ ^,^ cos.(f/-i;)-S. m'. a«a .  W'\s'.  cjos.iv  ^v). 

Pour  intégrer  cette  équation,  supposons 

s  =1  .sin.(t;  -f-ptn-A), 
s'  =  ï  .  sin.(v'  -+-pf -f-  A) , 
5*  =  r  .  sin.(/  H-pf -+-  A) , 
s"'  =:r .sin.{tf  -hpt-h  A), 
5  =  L'.sin.(f/-f-pf-+-A), 
5,  =L.sin.(v  -f-pf-f-A). 

L'équation  di£Férentielie  précédente  donnera  en  substituant  dans 
s,  s,  etc.  -.v,  au  lieu  de  pt,  en  comparant  entre  eux  les  coeffi- 
cients de  sin.(t;-hpf-t- A),  et  en  négligeant  le  carré  dep,p  étant 
une  très-petite  quantité  de  Tordre  des  forces  perturbatrices, 

o  = /.  j£  _  l£ldi)  _  3.  ^' __  I  s.  m',  a'a'.  5'" 
\n  a*  *    n'         * 


a'  *    H 


Si  Ton  fait,  comme  dans  le  n®  49  du  second  livre,  -y  =  »,  et 

a 


(i  — 2a.C08.ô  +  a*)' 


|t^;JH-i<;\cos.0-ht^;\cos.20-Hetc. 


on  aura 


tfa'.fiw=aVt3^ 


/ 
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or  on  a,  par  les  n*"  55  et  59  du  second  livre, 


6m  .  na*.  6     ■  m  n.ce'. o  > 


(o.O 

on  aura  donc 


4(i-«t 


/.|p— (o)— E— (o.i)— (o,o— Mj 

(o).L-h0.L'-h(o,i).r-+-(o,.).rH-.{o,3),r. 

On  trouvera  de  la  même  manière 

o=r.jp— {0—0— (.,o)— (.,,)— (1.3)} 
-+-(i).L-h[i|.L'-h{t,o). /-+-(!..).  r-+-(i,3).r, 

0  =  r.}p  — (a)  — a  — M  — (»•')  — (»'3)} 

0  =  r.(p  — (3)  — [U  — (3,o)  — (3,i)— (3,.)( 

(3).L-H[I|.L'-+-(3,o)./-f.(3,i).rH-(3,2).r. 


Il  existe  entre  les  quantités  p,  l,  ï,  V,  T,  L  et  L',  une  équation 
qui  dépend  du  déplacement  de  Téquateur  de  Jupiter,  en  vertu 
des  actions  réunies  du  soleil  et  des  satellites.  Pour  obtenir  cette 
équation,  il  faut  déterminer  la  précession  des  équinoxes  de  Ju- 
piter, et  la  nutation  de  son  équateur  par  rapport  au  plan  fixe.  Si 
Ton  désigne,  comme  dans  le  n""  5  du  cinquième  livre,  par  B  Tin- 
clinaison  de  son  équateur  sur  ce  plan,  et  par  'V  le  mouvement 
rétrograde  de  son  nœud  descendant  sur  le  même  plan,  et  compté 
de  Taxe  fixe  des  x  :  si  Ton  nommé  encore  y  Tinclinaison  de  l'or- 
bite de  Jupiter  sur  le  plan  fixe;  1  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant, comptée  de  Taxe  des  x;  y,  Tinclinaison  de  Torbite  du 
satellite  m  sur  ce  plan,  et  1,  la  longitude  de  son  nœud  ascendant; 
on  aura,  par  le  n°  5  du  cinquième  livre,  en  négligeant  le  carré 
de  e, 

il  =  H^C-A-B)  (    M\y. sin.(7+**')        j 
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it  étant  le  mouvement  de  rotation  de  Jupiter.  On  aura  pareille- 
ment, par  le  n*"  6  du  même  livre, 

(+  S.  lîiTi'.y,.  cos.('7,+'*') 

La  première  de  ces  équations,  multipliée  par  sin.***,  et  ajoutée  à 
la  seconde  multipliée  par  cos.***,  donne 

d.[e.sin.^)  ^  3{2C-A-B)  (  (M'  +  S.m/i').0.cos.Y  j. 

^*  ^^'^       'j+Afy.cos.7+S.m/i*.y,.cos.7.j' 

on  aura  semblablement 

d.jO.cos.'ir)  ^3{2C^A-^B)  i^(M'  +  Jl. mn').e. sin.'*' 

Pour  intégrer  ces  deux  équations,  nous  observerons  que  la  lati- 
tude du  premier  satellite  mû  dans  le  plan  de  Téquateur  de  Jupi- 
ter est  au-dessus  du  plan  fixe,  — 0.  sin.(t? -+-**');  mais  cette  lati- 
tude est,  par  ce  qui  précède,  égale  à  une  suite  de  termes  de  la 
forme  L.  sin.(t;  -Hpï-h  A)  :  nous  désignerons  cette  suite  par 

2'.L.  sin.(t;-hpf-f- A), 

la  caractéristique  2'  servant  ici  à  désigner  la  somme  de  tous  les 
termes  de  la  forme  de  celui  qu  elle  précède ,  dont  la  fonction  est 
composée  ;  tandis  que  la  caractéristique  2  désigne  la  somme  des 
termes  relatifs  aux  divers  satellites.  On  aura  donc 

0.sin.'*'=  —  S'.L.sin.(pf-hA), 
0.cos.**'==  —  S'.L.cos.(/)t-+-A). 

Pareillement,  la  latitude  du  soleil  au-dessus  du  plan  fixe  est 
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y.  sin.{f/— ^7);  mais  cette  latitude  est  égale  à  S'.L'.sin.(f/4-pt4-A); 

ce  qui  donne 

y.  sin.l  =  —  S'.  L'.  sin.  (p<H- A) , 
y.cos.l=       S'.  L'.cos.(pt-h-A). 

On  a  pareillement 

y,.sin.'7,  =  —  S'. /.  sin.(p(-hA), 
y,.  cos.'7i  =      S'.  /.  cos.[pt  h-  A). 

Si  Ton   substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes 

j     d.(e.sm.'ir)    ^  j     d.fe.cos.*')  ,     ,        . 

de  — ^—j: '  et  de  — ^ — ^- ^,  on  aura,  en  comparant  séparé- 
ment les  coefficients  des  mêmes  sinus , 

o^pLh-|^^^7^^^Mm\(L^— L)-+-S.m/i'.(/— L)j. 

On  peut  observer  ici  qu  en  supposant  Jupiter  un  sphéroïde 
elliptique,  on  a,  par  le  n''  14  du  livre  V, 

{2C^A-B)  _  2{p^{<pyfU.R\dR 
C  ~  jn.R'.dR 

n  étant  la  densité  de  la  couche  elliptique  dont  le  rayon  est  R, 
et  les  intégrales  étant  prises  depuis  /{=o  jusqu'à  R  égal  à  Tunilé. 
10.  Considérons  particulièrement  les  équations  précédentes, 
et  donnons-leur  la  forme  suivante  : 

O=ip-(o)-[I|-(<>'0-(o'»)-(o'3)}.(L-/) 
O=:i/>-(0-[I!-(^*o)~(.,,)-(..3)j.(L-r) 

+  (i,o).(L-/)+(«.a).(L-r)+{i,3).  (L-r)  +  [T],{L-L')-pL, 

o={p-(.)-[ii-(».o)-(...)-M)j.(L^r) 

+  (..o).(L-/)+(t.i).(L-/')+(«.3).  (L-/")  +  [T].(L-.L')-pL, 

+  (3.o).(L~/)  +  {3..).(L~r)  +  (3,.).  {L-r)+\J].{L-^L)-pL, 
o  =pL^  I  (^  ^7^""^^>  |Jlf.  (Z^-L')+m.l^^  (L-/)-hm'.ii\  (L-.^))+m^n''^  (L-/>m^n^\  (L-r) } . 


[H 


I  I 
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Il  faut  réunir  à  ces  équations  celles  qui  déterminent  le  dépla- 
cement de  l'orbite  de  Jupiter,  et  qui  donnent  les  valeurs  de  p  et 
de  L'  correspondantes  à  ce  déplacement  sur  lequel  l'action  des 
satellites  n'a  point  d'influence  sensible. 

Les  valeurs  de  p  qui  sont  relatives  au  déplacement  de  l'équa- 
teur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  sont  beaucoup  plus  petites  que  celles 
qui  dépendent  des  actions  mutuelles  des  satellites  et  de  Jupiter, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite;  on  peut  donc  négliger  alors  p 
vis-à-vis  de  (o),  (o.i),  (■],  etc.  Dans  ce  cas,  si  l'on  suppose 

L  — /=X.  [L—L'), 
L—l'=y.{L—L'), 
L—r=r.{L—L'), 

L—r=r.{L—L')', 

les  quatre  premières  équations  (H)  donneront 

O  =  i(o)-|-[ô]-|-(o.0-f-(o.ï)-|-(o.3)j.X 

— (o,i).x — (o.ï).  X — (0,3).  X  — r°i, 

o  =  i( .  j-f-H H- (1.0) -|-(i.»)-|-(i.3)|.X' 

—  (..o).X  — (i.«).X'— (.,3).X"'— (H, 

o  =  {(2)-i-E]H-(»'«)-H(''')-t-(»'3)|-X'' 

— («.o).X— (»..).  X'— (3.3).  X'—H, 

0  =  j(3)H-[3]H-(3,o)-t-(3..)H-(3.2)|.X' 

—  (3,0).  X  — (3..).  X'— (3.2).  X'— É. 

On  déterminera,  au  moyen  de  ces  équations,  les  valeurs  de 

A^  A  ^  A    61  A  • 

La  latitude  du  satellite  m  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  est 
égale  à  une  suite  de  termes  de  la  forme  (/ — L).sin.{v+pt+A); 
elle  est  par  conséquent  égale  à 

S'.(/_r).sin.(i;-f-pf-+-A). 


TOME   IT. 
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Si  Ton  n  a  égard  qu  à  la  partie  de  cette  expression  qui  dépend  du 
déplacement  de  Téquateur  et  de  lorbite  de  Jupiter,  on  a,  comme 
on  vient  de  le  voir,  L — /=X.(L  —  L),  doù  Ion  tire 

/_L'={i_X).(L— L'). 

En  n  ayant  donc  égard  qu  à  cette  partie,  on  a 

S\(/— L').sin.(t;-4-p«H-A)  =  (i— X).S'.(L— L').sin.(i;H-pf-+-A). 

Si  le  satellite  était  mû  dans  le  plan  de  Téquateur  de  Jupiter, 
sa  latitude  au-dessus  de  Torbite  de  Jupiter  serait 

S'.{L— L').  sin.(t;-+-pf-+-  A)  ; 
la  partie 

(i— X).r.(L  — L').sin.(t;H-pf-f-A) 

de  l'expression  de  la  latitude  du  satellite,  au-dessus  de  Torbite 
de  Jupiter,  est  donc  la  latitude  qu  il  aurait  dans  la  supposition 
où  il  serait  mû  sur  un  plan  passant  entre  les  plans  de  Téquateur 
et  de  Forbite  de  Jupiter,  par  la  commune  intersection  de  ces  deux 
plans,  et  dont  Tinclinaison  sur  le  plan  de  Vorbite  de  Jupiter 
est  à  Tinclinaison  de  Féquateur  de  Jupiter  sur  la  même  orbite, 
comme  i  —  X  est  à  Tunité.  Soit,  comme  dans  le  n""  7  du  livre  V, 
0'  rinclinaison  de  Téquateur  de  Jupiter  sur  son  orbite ,  —  ***'  la 
longitude  de  son  nœud  descendant  sur  cette  orbite,  cette  longi- 
tude étant  comptée  de  Taxe  des  x;  la  partie  de  la  latitude  du 
satellite  m,  au-dessus  de  Torbite  de  Jupiter,  et  relative  aux  seuls 
déplacements  de  cette  orbite  et  de  Téquateur,  sera 

(X—i).0'.sin.  (!;-+-•*•'). 

Ce  résultat  est  analogue  à  celui  que  nous  avons  trouvé  pour  la 
lune,  dans  le  n""  29  du  livre  VII;  mais  pour  la  lune,  i  —  X  est 
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très-petit,  au  lieu  qu'il  diffère  peu  de  l'unité,  pour  les  satellites 
de  Jupiter. 

Déterminons  les  valeurs  de  d,  "¥,  $'  et  T',  dépendantes  du  dé- 
placement de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter.  Nous  observe- 
rons d'abord  que  l'on  satisfait  à  très-peu  près  aux  équations  [H), 
en  y  faisant 

L'=o,  i={i--k).i,  t={i~-x').L.  r={i-r].L,  r={i-r).L; 

la  dernière  des  équations  [H)  donne  alors 

p=  -p. J-' ^.jM  4-m.n  À-f-m.n  .  A+m.n.A+m.R.A  [; 

et  la  valeur  de  L  reste  arbitraire  :  nous  la  désignerons  par  — 'L, 
et  nous  nommerons  'p,  la  valeur  précédente  de  p.  Nous  aurons 
ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'à  cette  valeur,  la  latitude  du  satellite 
au-dessus  du  plan  fixe,  égale  à  — 'L.sin.((H-'p(-H'A),  'A  étant 
la  constante  arbitraire  relative  à  'p.  Mais  cette  latitude  est  pareil- 
lement égale  à  —  ô.  sin.(in-'y);  d'où  l'on  tire 

d.  sin-Y^'L.  sin.  ('/)(-t-A}, 

6.  cos.'y= 'L.  co5.('pf-t- 'A). 

^pt  exprime  la  précession  moyenne  des  équinoxes  de  Jupiter;  mais 
la  vraie  précessiou  est  modifiée  par  le  déplacement  de  l'orbite  de 
Jupiter,  comme  on  a  vu ,  dans  le  livre  V,  que  le  déplacement  de 
l'écliptique  modifie  la  précession  des  équinoxes  sur  la  terre.  Pour 
déterminer  ces  modifications,  nous  observerons  que  la  dernière 
des  équations  {H)  donne 

[p — 'p)./.-f-'/j.Z,'=o, 


r 
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p  étant  ici  une  des  valeurs  de  p  relatives  au  déplacement  de  Tor- 
bite  de  Jupiter.  Cette  équation  donne 


p-'p  * 


et  par  conséquent,  en  n  ayant  égard  qu'aux  valeurs  de  p  relatives 
au  déplacement  de  l'orbite  de  Jupiter,  on  a 

e.sin.yc^-i,.s\^''^'°(^^+^^ 

0.cos.Y=>p.S'.ii^i^2!i£!±A). 

^  p-'p 

En  réunissant  ces  valeurs  aux  précédentes,  on  aura 

e.sin.y=-L.sin.(>fH-'A)-H>.S\-^''^°;[^^'^^^, 

r  r 

e.cos.y='L.cos.(^;)f-h^A)-^-'p.s^^'•'^°';[^^^^^^ 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

0.sin.(y— 'pf)='L.sin.'A-h'p.S'./L'rff.cos.(/>f— 'pf-hA), 
e.cos.{'V—'pt)='L.cos.'^—'p.'L'.fL'dt.sm.{pt—'pt-h^). 

Or  on  a  par  ce  qui  précède 

y.sinJ^ — S'.L'.sin.(pfH-A), 
y.cxts.1=     S'.L'.cos.(/)(-h  A); 

ce  qui  donne 

y.sm.{1-i-'pt)= — 2:'.L'.sin.(pf — 'pf-hA), 
y  .cos.{1 -h 'pt)=     S'.L'.co8.(pf — 'p«-f-A); 
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partant 

0.sin.(**' — 'pt)=^'L.sin.'\'i-'p.fydt.cos.{1'+-'pt), 

On  aura,  au  moyen  de  ces  deux  équations,  l'excès  'V  —  'pt  de 
la  précession  vraie  des  équinoxes  de  Jupiter,  sur  la  précession 
moyenne,  et  l'inclinaison  d  de  son  équateur  au  plan  fixe. 

La  latitude  du  satellite  m,  supposé  mû  dans  l'équateur  de  Ju- 
piter, étant  — 0.sin.(î;-h'*'),  et  sa  latitude  au-dessus  du  même 
plan ,  en  le  supposant  mû  sur  l'orbite  de  Jupiter,  étanty.sin.(î;— 'î), 
la  différence  de  ces  deux  latitudes  sera  la  latitude  du  satellite 
supposé  mû  dans  le  plan  de  l'équateur,  au-dessus  de  l'orbite  de 
Jupiter;  mais  cette  dernière  latitude  est  — 0'.sin.(i; -h  ■**');  on  a 
donc 

—  e.sm.{v-h'V)—y.sm.{v—1)=—d\sm.{v-^'¥'). 

V  étant  indéterminé,  si  on  le  suppose  successivement  égal  à  — 'pt 
et  à  100°  —  'pt,  l'équation  précédente  donnera 

d'.sm.{'V'  —  'pt)  =  e.sm.{'¥  —  'pt)  —  y.sm.{1-\-'pt)y 
d\cos.{'V'  —  'pt)==e  .cos.lv—'pt)-^y.cos.{^ 

Ces  équations  feront  connaître  la  précession  *♦*'  et  l'inclinaison 
0'  de  l'équateur,  rapportées  à  l'orbite  de  Jupiter. 

Il  suffit,  pour  les  besoins  actuels  de  l'astronomie,  d'avoir  les 
valeurs  de  ces  quantités  en  séries  convergentes  pendant  deux  ou 
trois  siècles.  Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  Jupiter 
au  commencement  de  lySo,  et  fixons  à  cet  instant  l'origine  du 
temps  t.  Prenons  de  plus,  pour  axe  des  x,  la  ligne  de  l'équinoxe 
du  printemps  de  Jupiter  à*  cette  époque.  Supposons  ensuite  que 
l'on  ait,  en  réduisant  en  série  et  négligeant  le  carré  de  t, 

y.sm.1=:at, 
y  .cos.l  =:bt, 
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a  et  6  étant  des  constaDtes  faciles  à  déterminer  par  les  formules 
du  déplacement  de  Torbite  de  Jupiter,  données  dans  le  sixième 
livre.  Les  équations  précédentes  donneront 

A  =0, 

en  sorte  que  'L  est  Tinclinaison  de  Téquateur,  à  l'orbite  de  Jupiter 
en  lySo. 

Enfin ,  si  Ton  nomme  y^  Tinclinaison  de  Forbite  du  satellite  m 
au  plan  fixe,  et  1^  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  on  aura, 
lorsque  Ton  ne  considère  que  les  quantités  relatives  au  déplace- 
ment de  Torbite  et  de  Téquateur  de  Jupiter, 

L—l=\.{L—V); 
ce  qui  donne 

/=(i— X).L-hX.r; 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

y,  .sin.'7,  =  (  i — Xj .  0.sin,**'-f-X.y  .sin.7, 
y, . C0S.7,  =  ( X  —  i)  .0. COS.*** -h X . y . cos.'?. 

Ainsi,  en  n ayant  égard  quau  déplacement  de  Téquateur  et  de 
Torbite  de  Jupiter,  on  aura 

y , ,  sin .  7,  =  (  1  —  X  ) .  !L .  *p(  -f-  X .  af , 
y, .  COS.'?!  =  (X —  1  ) .  !L  -+- X .  i/- 

Relativement  aux  valeurs  de  p  qui  dépendent  de  l'action  mu- 
tuelle des  satellites,  V  est  nul,  puisque  l'orbite  de  Jupiter  n'est 
point  déplacée  sensiblement  par  l'action  des  satellites.  On  peut 
encore  négliger  la  valeur  de  L  relative  à  ces  valeurs,  eu  égard  aux 
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valeurs  correspondantes  de  l,  V,  etc.  ;  car  il  résulte  de  la  dernière 
des  équations  [H] ,  que  la  valeur  de  pL  est  multipliée  par  le  petit 

facteur ^  ~^    ;  elle  est  donc  de  Tordre  du  produit  de  Tellip- 

ticité  de  Jupiter,  par  les  masses  des  satellites,  quantités  que  nous 
avons  négligées  dans  ce  qui  précède;  ainsi  nous  pourrons  négli- 
ger pL  et  (o).Zy,  par  rapport  à  (o)./,  (')•'*  ®*c*  Les  quatre  pre- 
mières des  équations  [H)  deviendront  alors 

0=:{/>  — (o)— 0  — (0,1)  — (0.2)— (o.3)j./ 

-f-{o..).r-4-{o,o./'-+-(o.3).r, 

o=tp— (0— m— {«'O)— ('.0— (».3)j.r 
-h(.,o)./-h(i,«)-''-+-(''3).r, 

0  =  |p  — (0-[I]-M-(M)-(..3)j.r 

-f-(».o)./-f-(M)./'-h(M).r, 
o=jp— (3)— [u— (3.0)— (3,,)— (3,.)j.r 

(3,o)./H-(3.i).Z'-+-(3..).r. 


Si  Ton  suppose 


r=r/,   r=v.i  r=i\i; 


l  disparaîtra  des  équations  précédentes,  qui  donneront  quatre 
équations  entre  les  indéterminées  l\  l\  i"  et  p;  d'où  Ton  tirera 
p^  au  moyen  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Soient  p^  p,, 
p.,  p,,  les  quatre  racines  de  cette  équation,  et  désignons  par 

ce  que  deviennent  J',  C^  V?  lorsque  Ton  y  change  successivement 
p  en  pi,  p,  et  p,;  supposons  ensuite  que  $,  s,  s"  et  s",  au  lieu  d ex- 
primer comme  ci-dessus  les  latitudes  des  satellites  m,  m',  Tri"  et 
m*',  au-dessus  du  plan  fixe,  expriment  leurs  latitudes  au-dessus 
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de  Torbite  de  Jupiter,  latitudes  qu'il  importe  surtout  de  connaître 
dans  le  calcul  de  leurs  éclipses  ;  nous  aurons 

s  =  {\—i).e\sin.{v -+-"¥') 
-h- 1 .  sin.(t;  -hpt  -f-  A  ) 
-+-  /, .  sin.(v-f-/),t-f-  A,) 
•+-  /, .  sin.  (v  -hp,t  -f-  A,) 

-4-  h  •  sin.(i;H-/>,f-+-  A,) , 

$'={>:— i).d'.sm.[v -4-^') 
-ht  •  ?  •  sin.(t;'  -+-/?(  -4-  A  ) 
-4-  2/  •  'i  •  sin.(t;'  -hpit-+-  A,) 
-+-  2/  .  h .  sin.(t;'  -hpj-h  A.) 
-h-  2/  •  's  •  sin.(v  -hp,t-h-  A,) , 

-hi"  .1  .  sin.(i;''  -hpt  -h  A  ) 
i" .  l.sin.[v'' -hp^t -h  A,) 
?," .  Z, .  sin.(i;''  -l-p,t-f-  A,) 
1/.  /, .  sin.(i;''  -f-/>stH-  A,) , 

/=(X''_i).0'.sin.(i;"-f-**'') 
^"^  .1 .  sïn.lv"  -h pt  -+-  A  ) 
^" .  /, .  sin.{i;'^  -+-pif-f-  A,) 
^.'^ .  /, .  sin. [v" -h ptt -h  A,) 
Cr.  Z3.  sîn.(i;"'  +  p,f-h  A,)  : 


les  constantes  /,  /,,  /,,  /,;  A,  A,,  A,  et  A,  sont  huit  arbitraires 
que  l'observation  seule  peut  déterminer.  Si  l'on  veut  avoir  les 
latitudes  des  satellites  au-dessus  du  plan  fixe,  il  suffit  d'ajouter 
aux  valeurs  précédentes  de  s,  s,  /,  5"",  leurs  valeurs  dans  la  sup- 
position où  ces  astres  seraient  mus  sur  l'orbite  même  de  Jupiter. 
11.  Considérons  présentement  les  inégalités  du  mouvement 
des  satellites  en  latitude ,  qui ,  dépendant  de  leur  configuration 
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mutuelle,  acquièrent  de  très-petits  diviseurs  par  les  intégrations. 
Il  est  clair  que  les  termes  de  l'équation  diflFérentielle  (3)  du  n**  2, 
qui  dépendent  d'un  angle  très-peu  différent  de  v,  acquièrent  de 
semblables  diviseurs;  or  si  Ton  ne  considère  que  la  première  puis- 
sance des  inclinaisons  des  orbites,  tous  les  angles  des  diflFérents 
termes  de  cette  équation  sont  compris  dans  la  forme  i.  [v — v)àzv. 

V  étant  très-peu  diflPérent  de  yv,  l'angle  i.  [v  —  v)  ±  v  différera 

.  iiti 
très-peu  de  v,  si  — ^=i;  ce  qui  donne  ou  i=i,  ou  /=:3,  Dans 

le  cas  de  1=1,  l'angle  dont  il  s'agit  se  réduit  à  v,  et  dans  le  cas 
de  i=:3,  cet  angle  se  réduit  à  3i;  —  ^v.  Nous  venons  d'examiner 
le  premier  de  ces  deux  cas,  dont  dépendent  les  variations  sécu- 
laires de  l'orbite;  il  nous  reste  donc  à  considérer  les  inégalités 
dépendantes  de  l'angle  3r  —  ^v. 

L'expression  de  R  contient  le  terme  m . A^^K cos.[^v  —  ^v);  le 

terme  —  îi-TF-lT^)»  ^^  l'équation  différentielle  (3)  du  n°  2, 
produit  donc,  en  y  faisant  s  =  1 . sin.iv  -h pt -h-  A),  et  en  substi- 
tuant  -  au  lieu  de  t,  et  a  au  lieu  de  1-:,  le  terme 

^m.oA^'K  l .  m  .sin.(4v  —  ^v) .  cos.(î;-4-  -v-+- A  j. 


En  substituant  —  pour  v,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  lors- 
que l'on  néglige  les  excentricités  des  orbites,  la  fonction  précé- 
dente donnera  par  son  développement  le  terme 

\  n  n  J 

Le  terme  ^t  •  (^~)»  ^®  Téquation  différentielle  (3)  du  n*"  2,  donne 
les  suivants , 

m^a•a^î|5•{B^^î-f-JB<^)j.cos•(4v— 4î^')— fi<*^5^cos.(3v^    '^  '^' 


TOME  nr. 


o 
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d'où  résulte  dans  Téqnatton  (3)  le  terme 

Cette  équation  devient  ainsi ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dé- 
pendants de  l'angle  3w  —  kv. 


•\  î      /  ™,  1,  >.sin.(3» .V  —  f-.v — A. 


N*  étant,  par  le  n"  9,  égal  à 

On  a,  par  le  n''  49  du  second  livre, 

1  'i  ~î 

la  formule  (a)  du  même  numéro  donne 


8(1+ a').  6 '"-ga.  6'"' 

4'; 


3  «/  3 


J a  • 


7« 
et  l'on  a,  par  le  même  numéro, 


(4) 


2«.6<;^-.(i+«").6^* 


) 


h'\ 


s 


J  . 


d'où  Ton  tire 


|4  34  3  î«' 


S 


Téquation  difiPérentielle  précédente  devient  ainsi 
o=^+iV/.,+  ^.a^6^^^(/'^/).sinY3v~^.t;~^.l;-^A'l^ 
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ce  qui  donne  en  intégrant 


m 

2 


ia\b^'^  {r^iysin.hv--  ^  .v^Lv  ^  a\ 


(^-^ -?)•-«■■ 


Le  diviseur  est  égal  à  (3  —  ^'  —  ^  -Hjvj.js  —  ^'  —  ^  — ivj. 
^  étant  très-petit,  iV»  étant  très-peu  dififérent  de  l'unité,  et  n  étant 

à  très-peu  près  égal  à  2  n;  le  facteur  3 —  N,  est  fort 

petit,  et  le  facteur  3 -f-iV»  est  à  très-peu  près  égal  à  2; 

ce  qui  donne,  en  restituant  v  pour  —.v,  et  t  pour  -, 


m\  a\  b^'l  (f-/).  sin.i^v^àv-pt-A) 


<^-^'-^^.) 


Il  est  clair  que  les  dififérentes  valeurs  de  p,  de  /  et  /',  donnent 
dans  l'expression  de  s  autant  de  termes  semblables  au  précédent. 
Ces  inégalités  de  s  surpassent  considérablement  les  autres  qui 
résultent  de  Faction  des  satellites  sur  m,  à  cause  de  la  petitesse 
de  leurs  diviseurs;  ce  sont  par  conséquent  les  seules  auxquelles 
il  soit  nécessaire  d'avoir  égard;  et  cependant  nous  verrons  dans 
la  suite  qu  elles  sont  insensibles.  Caction  du  soleil  produit  dans 
la  valeur  de  s  une  inégalité  que  la  petitesse  de  son  diviseur  peut 
rendre  sensible  :  cette  inégalité  dépend  de  l'angle  v — 2U ;ei  l'on 
trouve  aisément,  par  le  n**  9,  que  l'équation  di£Pérentielle  en  s 
devient,  en  n'ayant  égard  qu'à  elle  seule, 


dds 


N,\s-\ -JL — /].sin.(t; .v —  ^.v — A  ): 

211'   ^  '  \  n  n  J 


t. 
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d'où  Ton  tire  en  intégrant, 

3M^ 


— -.  L  —/  .  sm.  1  V .v  —  ^.  i;  —  A  I 

n^    ^  '  \  n  n  J 


n         n 


En  réunissant  donc  les  parties  de  5  dépendantes  des  configura- 
tions des  satellites  et  du  soleil,  on  aura 


m 


'.«3  6 (^).  (/'-./). sin.(3t;~4r'~pf-^  A) 


2  M  p  jyj 


n         n 


chacun  de  ces  termes  étant  supposé  représenter  la  somme  des 
termes  semblables,  correspondants  aux  diverses  valeurs  de  p. 

Dans  les  éclipses  du  satellite  m,  U  étant  égal  à  fort  peu  près 
h  V —  2  00°,  la  seconde  de  ces  inégalités  se  réduit  à 

j^.{L-l).sm.{v-hpt  +  \) 


^M  P  TKT 


n         n 


Lorsque  les  valeurs  de  p  sont  relatives  aux  mouvements  de  i'équa- 
leur  et  de  Torbite  de  Jupiter,  on  peut  négliger  p,  eu  égard  à  M; 
de  plus,  la  somme  de  tous  les  termes  (L' — /).sin.(i;-f-/>f-f- A), 
est  alors  égale  à  (X — i).0'.sin.(i; h- '*'');  Finégalité  précédente 
devient  donc 

(X-i).^\ô'.sin.(«+Y') 


n 


I 
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ainsi  rinclinaison  0'  de  l'équateur  à  l'orbite  de  Jupiter,  conclue 
par  les  éclipses  du  satellite  m,  doit  être  diminuée  dans  le  rapport 

de  Tunité  ai 


^"■•(^H-iV,-,)- 


Considérons  de  la  même  manière  les  inégalités  périodiques  du 
mouvement  du  second  satellite,  en  latitude.  Reprenons  pour  cela 
Téquation  difiFérentielle  (3)  du  n"*  2;  elle  devient,  relativement  au 
second  satellite, 


dds' 


,       ,  ds'    /dR\        ,  /dR\ 


0=  -j-^  -f-5- 

dv  * 

R  étant  ce  que  devient  R  relativement  à  ce  sateBite.  Les  termes 
de  cette  équation  différentielle  qui  dépendent  de  l'angle  2v—iv 
acquièrent  un  petit  diviseur,  parce  que  v  étant  très-peu  différent 
de  2v\  le  coefficient  de  v,  dans  l'angle  2v — 3t;',  diffère  très-peu 
de  l'unité;  il  importe  donc  de  considérer  ces  termes.  En  n'ayant 
égard  qu'à  eux  seuls,  il  est  facile  de  voir  par  le  n"*  9  que  l'équa- 
tion différentielle  précédente  devient 


+ 


Y  a\  a.  B^^\  ml.  sin.  (  21;  —  3t;'—  ^ .  v—\  J , 


iVV  étant  ce  que  devient  N*  relativement  à  m,  et  les  valeurs  de 
A^'\  B^'\  B^^\  etc.  étant  les  mêmes  pour  R  que  pour  R.  On  aura 
donc,  par  le  n**  49  du  second  livre, 

o  =  ^^+N:.M  ^    ,      J,      ,      ^*         (sin.fe.v'-3v'-A.v-AV 
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On  a,  par  le  numéro  cité. 


i 


ce  qui  donne 


o=  î^  +  /V',..5'+ia.6'".m.(/-n.8in.te.«'-3»'-  ^.v'-a); 

av  *  ^         t       ^        '  \n  n  / 


d'où  Ton  tire  en  intégrant 

L  action  du  troisième  satellite  ajoute  encore  à  l'expression  de  $ 
un  terme  qui  peut  devenir  sensible  par  son  petit  diviseur,  et  qui 
est  analogue  à  celui  que  l'action  de  m  sur  m  produit  dans  l'ex- 
pression de  5;  en  nommant  donc  A' ^'\  ce  qui  devient  ¥^l  relative- 

T  t 

ment  au  second  satellite  comparé  au  troisième;  on  aura  pour  la 
partie  de  5'  dépendante  de  l'action  de  m', 

m",  a'^(^-/').6'(^  sm.(3v'-4v -A^r--  A  ) 

s  = 


4„'..(3-^-iV,'-^) 


On  peut  réunir  dans  un  seul  les  deux  termes  de  l'expression  de  s'y 
qui  dépendent  de  l'action  du  premier  et  du  troisième  satellite; 
en  efiet,  on  a  à  très-peu  près,  comme  on  Ta  vu , 

V — 3v -4-2/=  200"*; 
ce  qui  donne 

sin.(3i;'  —  kv — pt — A)  =  sin.(2t;  —  3r' — pt — A). 
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Si  Ton  joint  à  ce  terme  celui  qui  dépend  de  Taction  du  soleil , 
et  si  Ton  considère  que  féquation  n  —  3n-\-2n=Oj  donne 

— r  —  3  =  3 r  ;  on  aura  pour  Texpression  des  inégalités  du 

mouvement  du  second  satellite  en  latitude,  relatives  aux  configu- 
rations mutuelles  des  satellites  et  du  soleil, 

jm.J.(/-/').è<:)  +  m'.^.(r-f).H 
s'=^ ; î *-l.sin.(2v—5v'—pt—A) 

3M'.(L'-r).sm.(»'-2  U-pt-  A  ) 


4„-..(^  +  iV>f,-.)     • 


On  trouvera  de  la  même  manière,  pour  Texpression  des  inéga- 
lités correspondantes  du  troisième  satellite  en  latitude , 


m'.a'.ii\(/'-r).6'^*j 


S  = 


l — - .  sin.(at;'  —  3/— pf — A) 


3M:  (L'-r).  sin.  (..'-  3 1/-  />(-  A  ) 
enfin  la  même  expression  devient  relativement  à  s". 


«__  3M'.{L-r).sin.(t>"-2t/-p<-A) 


4«'H^+^'+&-) 


iV,"  et  iV/  étant  ce  que  devient  iVi,  relativement  au  troisième  et 
au  quatrième  satellite.  On  doit  appliquer  au  dernier  terme  de 
cette  expression,  et  aux  termes  semblables  des  expressions  de  s 
et  de  s",  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  terme  correspondant  de  s, 
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c  est-à-dire  que  dans  les  éclipses  il  se  confond  avec  celui  qui  dé- 
pend de  l'inclinaison  de  Téquateur  à  l'orbite  de  Jupiter,  et  qu'ainsi 
il  diminue  l'inclinaison  conclue  de  ces  phénomènes.  On  doit  ob- 
server encore  que  dans  toutes  ces  expressions  on  peut  supposer, 
sans  erreur  sensible, 

a  *  a  * 
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CHAPITRE  V. 


DES  INÉGALITÉS  DEPENDANTES  DES  CABRÉS  ET  DES  PRODUITS  DES  EXCENTRICITES 

ET  DES  INCLINAISONS  DES  ORBITES. 


12.  Il  suffit  dans  le  calcul  de  ces  inégalités  d'avoir  égard  aux 
inégalités  séculaires  analogues  à  celles  que  nous  avons  détermi- 
nées pour  les  planètes,  dans  le  n"*  5  du  sixième  livre.  Il  résulte 
de  ce  numéro  que ,  si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  de  rn  sur  m,  la 
partie  de  anR,  dépendante  des  seules  inégalités  séculaires,  est 


Y(o,i).je*  -h<?'*|-+-  [Ô7T] .  ee.  cos. (tg' — tsj) 


^-t(^'').17/— 2y..y;.cos.(7;— 7,)+y;«|; 

Ji  et  y/  étant  les  inclinaisons  des  orbites  de  m  et  de  m',  sur  le 
plan  fixe  ;  1^  et  7/  étant  des  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants 
sur  ce  plan. 

La  partie  de  an./î,  dépendante  de  l'action  du  soleil,  et  relative 
aux  inégalités  séculaires,  est,  par  le  n°  1, 

— lE.je'H-^'— y;+2y,.y.cos.(7,— 7)— y*J. 

Enfin,  la  partie  de  an.R,  dépendante  de  l'ellipticité  du  sphé- 
roïde de  Jupiter,  est ,  par  le  même  numéro , 

|(o).{Ô«-+-2Ô.y,.cos.{^H-7,)-+-y,'~e*|. 
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On  aura  donc 


MECANIQUE  CELESTE. 


an.dR=-d.{e.cos.^).\     }{o)  +  0  +  (o..)  +  (o..)  +  (o.3)j  .e^.cos.<o 


—  d.  (e.sin.tsr). 
+d.{y,.cos.1,). 


'+ 


+d.{y,.sin.l,).\ 


—  |o,>| .  e.  COS. tix'  —  [o^gl . e".  cos.  W 

(  o  )  +  E  +  (<»»>)  +  (<^'  0  +  ("»^)  }•  ^  •  sin.  « 


073]  .e'.cos.^") 


o7ï| . e .  sin.  tJ  —  |o.a| .  e  . sin.  ta  —  (ô73] .  e  .  sin.  ts 


(»)+[ô]  +  (o..)+(o,«)  +  (o,3)j.y,.COS.7,  / 

oj.ô.cos."*"— [ôj.y.cos.'î— (o.ij.y/.cos.'?,'— (o,î).y,'.sin.'7,'— {o,3).'y,".siii.'/,'l 

(o)  +  0  +  (o,i)+(o,a)  +  (o.3)(.y,.sin.7,  I 


/V       •       /•»',■ 


o).0.sin.'*'~[ô].y.sînJ— (o,i).y/.sin.7/— (o.a).y/.sin.7/— (o,3).y,'' 


On  a,  par  le  n"*  6, 


e .  siD.  ^ 

e .  COS.'GT 


h  .sm.[gt'+-  r)  — etc. 
h .  cos.[gt-+'  r  )  —  etc. 


les  équations  entre  h,  K,  etc.  du  numéro  cité,  donneront  ainsi  les 
suivantes  : 

d.(^.sin.«r) 

Tt  "^ 


{  (  o )  -t-  B  "+-  (^»  •)  -+-  (^•')  ^-  (o»3)  j  .  C  .  COS.  « 

|o.i| . e, COS. 'cr'  —  |o.a| . e", cos. *©"  —  [073] . e**. cos. W, 


(f.(e.COS.iir) 

5ï 


I  (  o  )  -f-  g  -h  (o .  i)  -+.  (o .  3)  -+-  (o,  3)  I .  e .  sin .  tff 

073 . e. sin. ter' -r-  [ôTâ] . ^'. sin. isr" H-  [ô73] . e*. sin.  tsr*'. 


On  a  ensuite 


5=^1.  sin.  (u — 7,) 


En  comparant  cette  équation  à  celle-ci, 


on  a 


s=l. sïn.[v -h pt -h  \)  -h/, .sin.(i;  +  pjf-+- A,)-hetc. 


y, .  sin.  Il 
y^ .  COS.'?, 


/.sin.(ptH-  A)  —  etc. 
/ .  COS.  (pf -+- A) -f- etc. 
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Les  équations  entre  /,  /',  etc.  du  n**  9  donneront  donc  les  sui- 
vantes : 

If        *    'j  \ 

-^-^^^^^^^^  =  -{(°)  +  S+{°-')+(°-»)+(°.3)|.y..cos.'7. 

—  (o).0.cos.'*'4-[ô]-y'COS''7+("'')'7i'-cosX+(°>»)-7.'-cos.7,''+(o,3),y,"',  sin.'?,"'; 

d.   (y     CCS  7  \  

dt    '      =     i(o)+[I]  +  (o,.)+(o,,)4-(o.3)j.7,.sin.T 

—  {o).d. sin.'*'—  E . y . sîn.7  —  (o. •)  •  y/- sin.'?/—  (0,2), y/\ sin.l/'—  (0,3) . y/*. sin.l/". 

En  substituant  ces  valeurs  de  d.[e.sin.^),  (/.(e.cos.ter),  ^(yi.sin.lj), 

d[y^.cos.l,),  dans  l'expression  précédente  de  an.dR,  on  trouve 

qu'elle  se  réduit  à  zéro. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (2)  du  n°  2,  ou  plutôt  sa 

différentielle,  d'où  nous  l'avons  tirée  dans  le  n""  46  du  second 

livre, 

d.[ir.d,Sr  +  dr,Sr)        3an     ^^j^        lan      (dR\ 


dt 


V^ 


On  peut  ici  faire  abstraction  du  diviseur  y^i  —  e\  et  le  supposer 
égal  à  l'unité.  A  la  vérité,  si  le  numérateur  renfermait  une  cons- 
tante g,  elle  produirait  dans     '     '  le  terme  y 9-^^  ^  raison  de  ce 

diviseur  développé  en  série,  et  il  serait  nécessaire  de  conserver 

ce  terme.  Mais  la  constante  g  produirait  dans  3v,  le  terme  gt,  et 

alors  nt  ne  serait  plus  le  moyen  mouvement  de  m,  ce  qui  est 

contraire  à  nos  suppositions;  il  faut  donc  que  la  constante  g  soit 

nulle,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire  en  ajoutant  une  constante 

convenable  à  l'intégrale  fàR. 

Si  Ton  na  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  de  e  et  de  «, 

on  a 

r=a.  \i — e.cos.[nt-he — «^  ^ 

«  1  d€  I  \  dtf  \  ) 

ôr=  —  at.  \'jj.cos.[nt-he  —  '^)~+"^'^-  "'^)  I^ 

3. 


60  MECANIQUE  CELESTE. 

ce  qui  donne,  en  ne  conservant  que  les  termes  multipliés  par  t 

sans  sinus  et  cosinus  de  nt,  et  négligeant  les  différences  -^—  et 

-^— ,  qui  sont  incomparablement  plus  petites  que  -jt  ^^  -rr^ 

2r.d.Sr+dr.Sr        ,  ^  (  dle.sin.tir)  .  dAccos.t^Y 

; — j- =:=-5-i.<e.cos.'CT.— ^ — j- —  e.sin.tsy.— ^ — T- — ' 

a\nat  ^     (  dl  dt 

En  différenciant  et  négligeant  les  différences  et  les  produits  des 

..  ,    de       d^ 
quantités  -77  ^1  -77  »  on  aura 

d.lir.d.Sr+dr.Sr)       A                  (/(e.sin.isr)  .  die.cos.trY 

— ^ ; — jT, -  =  -^{e.cos.'Uf.'^ — 1 '  —  e.sin.tsy.-^ — y- — ' 

a^.ndt*  ^(  dt  dt 

T?         r   x-^        ^         !•        1     dle.sin.'er)     ^  j     rffe.cos.iar)    1  , 

bju  substituant  au  lieu  de  -^ — -. et  de  -^ — ; \  leurs  valeurs 

dt  dt        ' 

précédentes,  on  aura 


d.(2r.d.Sr  +  dr.Sr)       1  ^ ,    .      r— 1      /     v      /     .      /     x  1     • 


a*.  ndV 

— -y  (ôTï]  .ee. COS. («—«)— Y [ÔT3  .e'^e. COS. («"—-«)  —  y[ô73]  .  e*e.cos.('By'^  — in'. 


Le  terme  fàR  est  nul  par  ce  qui  précède  :  il  résulte  du  n*"  5 
du  livre  VI,  qu'en  ne  considérant  que  Faction  de  m  sur  m,  et 

faisant  (x=i,  la  partie  constante  de .r.  (-7—)»  qui  est  multi- 
pliée par  les  carrés  et  les  produits  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons des  orbites,  est  égale  à 

-mn.ee.cos.(«-t^).j2a^^-^^^j+ia^^.^jj 
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Taction  des  satellites  rn   et  rn    produit  des  termes  analogues. 
L'action  du  soleil  produit  dans •^•("7~)  ^^  t^^™^ 

—  20 .  j  e'H-F'— 7/-+-  2y,y .  cos.  (7,-7)  — /  }. 

Enfin  la  partie  de .  r .  f  -^  j   dépendante   de  Tellipticité  de 

Jupiter  produit  le  terme 

3{o).  je'  — 0*  -207..cos.(Y-h7,)— y,^j. 

On  aura  donc  ainsi  l'expression  de    '.   '.  Pour  avoir  celle  de  -^> 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  projection  de  d.hv^  sur  le 
plan  fixe,  et  divisée  par  dt,  il  faut,  par  le  n"*  5  du  livre  VI,  ajouter 

à  ip  la  quantité 


OU 


-i(o).0.y,.cos.(Y+^)+|H.>7,.cos.(7,-7)+i(o.i).y,7/.cos.(^--r) 
+  t(°'^) •% -^  •  cos.(1,^7;)  +  |(o.3) .y, .y; . cos.(1-7;). 

En  rassemblant  ensuite  tous  les  termes  de  '  ,  et  intégrant,  on 
aura  l'équation  séculaire  du  satellite  m.  On  doit  observer  ici  que 

e*  =  (e .  cos,  tsr)"  -f-  [e .  sin.  «)*, 
ee .  cos,(  W — "&)  =  e .  cos.  tsr .  e.  cos.  tsr'  H-e .  sin.  « .  e.  sin.  *©'. 

Par  ce  qui  précède,  e.sin.tsr  est  égal  à  la  somme  des  termes 
— fe.sin.(^t+r)  — fci.sin.(^,f+r,)— etc.,  et  e.cos.'cs  est  çgal  à  la 
somme  correspondante  —  h . cos. [gt+T)  —  h^. cos.  [g^t  +  Fi )  —  etc. 
e'.sin.tsr',  e'. cos.*©',  etc.  sont  les  sommes  de  termes  semblables; 


\ 
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on  aura  ainsi  dans  Texpression  de     '      ,  i°  des  termes  constants; 

2^  des  termes  multipliés  par  les  cosinus  de  a^tH-aF,  2^,/-+-2r,, 
(^f — g,)t-hT — r,,  etc.  On  pourra  négliger  les  termes  constants, 
parce  que  les  termes  qui  en  résultent  après  l'intégration,  étant 
proportionnels  au  temps,  ils  se  confondent  avec  le  moyen  mou- 
vement de  m.  On  doit  appliquer  les  mêmes  considérations  aux 
termes  dépendants  des  inclinaisons  des  orbites. 

1 3.  Les  termes  les  plus  considérables  de  l'expression  de  l'équa- 
tion séculaire  de  m  sont  relatifs  aux  variations  séculaires  de  l'équa- 
teur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  :  ils  sont  analogues  à  ceux  d'où  ré- 
sulte l'équation  séculaire  de  la  lune,  que  nous  avons  développée 
dans  le  septième  livre.  Pour  les  obtenir,  il  faut  substituer  dans 

l'expression  précédente  de     \     ,  les  valeurs  de  y.sm.l,  y. cas.  1, 

"*■,  d,  y,  .sin.1i,  etc.  trouvées  dans  le  n**  10.  On  aura  ainsi,  en 
négligeant  les  termes  constants,  et  supposant  que  l'excentricité  H 
de  l'orbite  de  Jupiter,  développée  en  série,  est  égale  à  H^+ct+etc.j 
H,  étant  la  valeur  de  H  à  l'origine  du  temps  t, 

^^  =  4g.(i_X)'/L.6f— 6(o).XM.6/ 

-4-  (l  —  X)  .X.i(o)H~[Tl-f-(o,.)H-(o,2)-f-(o,3)|/L.6t 

—  |X.(o).i.èf— |(i— X).0.1.èt 

-4-|(o,3).}(X— i).X*-f-(X"— ij.Xj.i.èf— 4H.ff..rt; 

d'où  il  est  facile  de  conclure,  au  moyen  des  équations  entre  X,  X', 
X'',  X^  données  dans  le  n""  10, 
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ce  qui  produit  dans  8v,  ou  dans  le  mouveiiient  du  satellite  m, 
l'équation  séculaire 

2{i  —  'ky.[^.'L.bt'—3[o).X\'L.bt'—2\V\.H,.ct\ 

Nous  observerons  ici  que,  relativement  aux  trois  premiers  satel- 
lites, les  rapports  qui  existent  entre  leurs  moyens  mouvements 
changent  considérablement  leurs  inégalités  séculaires,  comme  on 
le  verra  dans  la  suite. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'un  satellite,  on  a,  par  le  n°  10, 

x  =  — S— 

E  +  (o)' 

Dans  la  théorie  de  la  lune,  [ô]  est  incomparablement  plus  grand 
que  (o);  on  a  ainsi  à  très-peu  près 

en  sorte  que  X  diflFère  très-peu  de  l'unité;  ce  qui  réduit  l'expression 

précédente  de  l'équation  séculaire  au  seul  terme  —  2  0.  H^c .  t\ 

M*         .  .  M^ 

En  substituant  4- —  au  lieu  de  0,  elle  devient  — 4- —  H^.cV; 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n""  23  du 
livre  VIL 

Après  les  termes  que  nous  venons  de  considérer,  et  qui  doivent 
à  la  longue  devenir  très-sensibles,  les  plus  grands  sont  ceux  qui 
dépendent  des  produits  de  0/,  O'I,  etc.  car  on  verra  dans  la  suite 
que  l,  t,  etc.  sont  de  petites  quantités  dont  on  peut  négliger  ici 
les  carrés,  sans  erreur  sensible.  Considérons,  cela  posé,  le  terme 

2  0- 17* —  2yy,  .cos.(7, — ^)-^y 


I    s  9 


de  l'expression  de     \    .  11  est  facile  de  s'assurer  que 
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est  égal  à  la  partie  indépendante  de  v,  dans  le  carré  de  l'exprès^ 
sion  de  la  latitude  de  m,  sur  le  plan  de  Torbite  de  Jupiter.  Nous 
avons  donné  cette  expression  dans  le  n°  10  :  en  développant  son 
carré  en  sinus  et  cosinus  de  v  et  de  ses  multiples,  et  négligeant 
les  carrés  et  les  produits  de  /  et  de  l\  on  trouve  pour  le  double 
de  la  partie  indépendante  de  ces  sinus  et  cosinus, 

(i-XV.0"+.(X-i).d    !  .cos.(p*+A-r)+/..cos.(p.f+A.-^')j 
^       '  ^     .  ^       |+i..cos.(p.t+A-'*^)+/,.cos.(/),f+A -Y')) 

le  terme  précédent  de     '      produit  donc  le  suivant  : 

4(X-i).E.0'.i    |-cos(pt  +  A-r)+/..cos.{/,.f+A.-^^), 
^  '-^       (+/..cos.(/).f+A-Y')  +  /,.cos.(/),f-HA,-'*'')| 

Considérons  ensuite  le  ternie 

—  3  ( o ) .  {  0' -h  2 0 .  y, .  cos.{>F -4-7.) -h 7/ j . 

L'expression  de  la  latitude  du  satellite  m,  au-dessus  du  plan  de 
l'équateur  de  Jupiter,  est 

X.B'.sin.[v-\-'^')-\-l  . sm.[v -h pt  -h A  )-l-/,.sin.(»H-/).f-+- A.) 

-+-  /. .  sin.  [v  -h-ptt  H-  A,  )  -h  Z, .  sin.  [v  -h/),f  -+-  A,)  ; 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  le  terme  précédent  de     -, 
produit  le  suivant  : 

6{o).X.0'i      ^•cos.(/)f-4-A— >r')-+-/..cos.(p.t-4-A.— '•F')) 
■    '    *       /..cos.(p.f-+-A.— Y')-i-/,.cos.(/),f-hA,— ^')j' 


1     Jf 

Considérons  encore  le  terme  de  — ^ — 

dt 


.  j  a'a'.fi")H_«v.  (-g^)  j .  j y/-  Qy/ . 7. . cos.  [X-X]  -f-y/'j. 
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Nous  observerons  que  y,\cos.1i—y,.cos!l^  et  y,\sin.l,'—y,.sin.l^ 
étant  de  l'ordre  X,  qui  est  une  très-petite  fraction  relativement 
aux  satellites  de  Jupiter,  le  produit  y,'  —  ^y/y»  .cos.(7/ — 7,)  +yV 
de  ces  deux  quantités  est  de  l'ordre  X%  et  qu'ainsi  on  peut  le 
négliger  sans  erreur  sensible. 

d.Sv 


Considérons  enfin  le  terme  de 


dt 


±L    cos7    %j^!!îî:!i)  _ ^    sij,^    d{y,.cos.lM 

2  J  /i  •  ^^^»  'i  •  1.  /i  •  olil.  Il  .  -jr  j. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'on  a 

y, .  C0S.7,  =      (X—  i) .  6'.  COS. •*''+/•  COS. [pt+  A)  +etc.  —  y .  cos-7, 
y,.sin.7,=  —  (X— i) .  O'.sin.'V'—l.sin.  (p/+ A)  —  etc.  —  y.sin.'?; 

le  terme  précédent  produit  ainsi  les  suivants  : 

^±l\^  \  ff\    />  •' •cos.(/)f  +  A  —  Y')+/>,./,.cos.(p,t+ A,— •y') 
'  i+/)../,.cos.(/),f+A,-Y')+p,./,.cos.(p,f+ A.-Y) 

Maintenant,  si  l'on  réunit  ces  difiFérents  termes  et  si  l'on  intègre, 
on  aura,  pour  la  partie  correspondante  de  Sv, 

-.sin.(p(+A  -Y')+-.sin.(p.f+A,-Y') 
5t'=-{6(o).X+4(i-X).0|.0'.j     ^  ^" 

+  -sin.(p,f+A.-Y')  +  -.sin.(p,f+A--Y') 

Pt  ^'^  ^  Pz  ^' 

±(  ^\)    ff  i      /.sin.(/)f +  A -Y')+/,.sin.(p,/  +  A.-Y')) 

+  ,(1     ^^»•j+/^^sin^(^^f+A.-^F>/3.sin.(p.f+A3-T')i• 

Cette  partie  de  Sv  est  peu  sensible,  et  l'on,  peut  n'y  avoir  égard 
que  relativement  au  quatrième  satellite.  Elle  doit  être  modifiée 
relativement  aux  autres  satellites,  en  vertu  des  termes  dépendants 
du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

TOME   IV.  9 
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Si  Ton  transporte  cette  expression  à  la  lune,  où  Ton  a  vu  que 
X  =  1  —  ^,  et  relativement  à  laquelle  p  est  à  très-peu  près  égal 

à  0,  on  a 

âv=  —  '4{o).^.sin.{v-hpt  —  '¥'); 

r 

équation  qui  coïncide  avec  sa  correspondante  trouvée  dans  le 
n""  29  du  livre  VII,  en  supposant  dans  celle-ci  l'obliquité  de 
Técliptique  très-petite. 
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CHAPITRE  VI. 

DES  INÉGALITÉS  DEPENDANTES  DU  CARBÉ  DE  LA  FORCE  PERTURBATRICE. 


14.  Nous  avons  déjà  considéré  dans  le  chapitre  viii  du  second 
livre,  la  plus  remarquable  de  ces  inégalités.  Elle  dépend,  comme 
on  Ta  vu,  de  ce  que,  dans  Torigine,  la  longitude  moyenne  du 
premier  satellite,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois 
celle  du  troisième,  a  très-peu  différé  de  la  demi-circonférence; 
et  alors  l'attraction  mutuelle  de  ces  trois  satellites  a  suffi  pour 
faire  disparaître  cette  différence.  Nous  allons  reprendre  ici  cette 
théorie  délicate,  par  une  autre  méthode,  lui  donner  plus  de 
développement,  et  déterminer  son  influence  sur  les  diverses  iné- 
galités de  ces  satellites. 

Si  Ton  considère  les  orbites  comme  des  ellipses  variables,  i 
représentant  la  longitude  moyenne  du  satellite  m,  on  a,  par  le 
n*  65  du  second  livre, 

dd^  =  3  andt.dR. 

Ne  considérons  dans  l'expression  du  mouvement  des  satellites 
que  les  termes  dépendants  de  l'angle  nt—  3/i'f+  nnt+e—^e+ie'', 
et  qui  ont  pour  diviseur  [n—3n  +  2n")%  l'extrême  petitesse  de  ce 
diviseur  pouvant  les  rendre  sensibles.  Il  est  clair  que  3andt.àR 
renfermant  des  termes  dépendants  de  l'angle  dont  il  s'agit,  ces 
termes  acquièrent,  par  la  double  intégration,  ce  diviseur.  Mais 
ils  ne  peuvent  être  introduits  dans  v  que  par  l'expression  de  ^;  car 
il  est  facile  de  s'assurer  par  l'inspection  des  valeurs  de  de,  rfttr, 
de,  de\  etc.  données  dans  le  chapitre  m  du  second  livre,  quelles 
ne  peuvent  produire  dans  v  de  semblables  termes,  du  moins  si 

9. 
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l'on  n'a  égard  qu'au  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  ne  con- 
sidérant donc  que  les  termes  qui  doivent  par  les  intégrations 
acquérir  ce  diviseur,  on  aura 

ddv^=^3andt.dR. 

On  aura  pareillement 

ddv  --=  ^an.  dt.  d' R , 
ddv'^^^  3a  n.  dt.  d'7î''; 

R  et  R  étant  ce  que  devient  R  relativement  aux  satellites  m  et 
rn,  et  les  caractéristiques  d,  d',  d"  se  rapportant  respectivement 
aux  coordonnées  de  m,  m,  rn\  Il  faut  maintenant  déterminer  les 
termes  de  dR,  d'/{',  à"R\  qui  dépendent  de  l'angle 

nt — 3nt-^2nt-he  —  Se'-f-ae''. 

Les  expressions  de  R,  R,  R  ne  renferment  point  d'angles  dé- 
pendants de  i;— 3l;'^-2/;  elles  ne  donnent  par  leur  développement 
que  des  termes  dépendants  des  rayons  vecteurs,  des  latitudes,  des 
élongations  v — v,  v — v\  v — v\  des  satellites  et  des  multiples 
de  ces  élongations.  Mais  en  y  substituant  au  lieu  de  r,v,  r,  v,  etc. 
les  parties  de  leurs  valeurs  dépendantes  des  forces  perturbatrices, 
il  peut  en  résulter  dans  àR,  à'R,  d!'R,  des  termes  de  Tordre 
du  carré  des  forces  perturbatrices,  et  dépendants  de  l'angle 
nt — 3nt-\-2nt'j-e — Se'-hae".  Nous  avons  déterminé  précédem- 
ment les  perturbations  de  r,  v,  r,  v,  r,  v\  et  nous  avons  vu,  dans 
le  n°  4,  que  les  principales  inégalités  de  r  et  de  v,  dues  aux  forces 
•perturbatrices,  dépendent  de  l'angle  ^nt—int;  que  celles  de  r  et 
de  V  dépendent  des  deux  angles  nt—nt  et  int—int;  enfin,  que 
celles  de  r  et  de  v  dépendent  de  l'angle  nt—nt.  Ces  inégalités 
acquièrent,  par  les  intégrations,  de  très-petits  diviseurs  qui  les 
rendent  beaucoup  plus  grandes  que  les  autres  inégalités,  eii  sorte 
que  l'on  peut  ne  considérer  qu'elles  dans  la  question  présente. 
Quelques-uns  des  arguments  de  ces  inégalités,  en  se  combinant 
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avec  les  élongations  des  satellites,  et  leurs  multiples,  par  addi- 
tion ou  par  soustraction,  peuvent  former  Tangle  nt—int+^nt 
Les  arguments  2nt—2nt  et  nt—nt  ne  peuvent  visiblement  le 
former  par  leur  combinaison  avec  les  angles  v  —  v,  v  —  v\  v—v\ 
et  leurs  multiples,  en  y  changeant  v,  v,  v\  dans  nt+e,  nt-\-t\ 
nt+Q;  ainsi  dans  les  expressions  de  d/i,  à!R,  d^/î",  on  peut  se 
dispenser  de  considérer  les  perturbations  des  satellites  m  et  rn  ; 
il  suffit  d'avoir  égard  à  celles  du  satellite  m'.  Son  inégalité  relative 
à  l'angle  2nt—2nt,  en  se  combinant  par  voie  de  soustraction 
avec  l'angle  v—v,  et  son  inégalité  relative  à  l'angle  nt  —  nt,  en  se 
combinant  de  la  même  manière  avec  l'angle  2^  —  2/,  produisent 
des  termes  dépendants  de  l'angle 

nt — 3/i'f-f-  2nt-i-  e — 3 £'-+-25". 

Considérons  le  terme  in.A^'Kcos.[v — v)  de  Texpressîon  de  R. 
En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  a 

dR=  — m.  A^'Kdv. sm.[v — v)  -f-m'.(    ,       |,rfr.cos,(i; — v). 

Si  l'on  néglige  les  perturbations  de  m  et  les  excentricités  des 
orbites,  on  a  dr=o  et  dv^=^ndt;  partant 

dJ{=:  —  m.  A^'K ndu  sin.(î;  — v) ; 

ce  qui  donne  dans  àR,  les  termes  de  l'ordre  du  carré  des  forces 

perturbatrices, 

(jy|{i)\ 
,  ,    I .  ndt.  hr.  sin  [v  — v). 

On  a  par  le  n"*  4,  en  ne  considérant  que  les  perturbations  dépen- 
dantes de  l'angle  2  7i7 — in^ty 


dr  n  ,m  .  F  ru  "^  .        '  f\ 

— 7-  = 7 7 n TTT,  .COS.   2/1 1 2n  fH~2£ 2^      , 

a  2(2/1— 2/1— iV)  ^  ' 

àv  =        — 7 Ti — TTT-.sm.  2/if — 2/if-t-2e  —  2e  ). 

2/1— 2  n— A'  ^  ' 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  ies  termes  précédents,  en  ne 
conservant  que  les  termes  dépendants  de  nt — Sn'fn-aji'f,  et 
observant  que  n  est  à  fort  peu  près  égal  à  7n,  on  aura 

3n\m\m\—r.F\\2a.A^''-'a\l-j-f—\\ 
'^andt dR= %-. — ^ ^ — ttt^ — ^    ^    ^'  •  df.sinJnt—int+2nt+B—3e^2e 

8[2n-'2n  —-IS)  ^ 


On  a  à  très-peu  près,  par  le  n**  4, 


G  =  2a.A^'^ 


de  plus,  an  —  2n  est  égal  à  n  —  n\  du  moins  à  très-peu  près, 
en  sorte  que  leur  différence  est  jusquà  présent  insensible;  on 
aura  donc,  en  changeant  nt-he,  nt-+-e\  nt-he",  respectivement 
dans  V,  v,  v\  ce  que  Ton  peut  faire  ici,  et  en  substituant  ddv  au 
lieu  de  Sandt  àR, 

jj  3if.iTifn  .-y  F  G 

aav  a  .     ,        o  '  ,       ff\ 

-dF=-       8[n-n'-N')      '^^^-{^-^^^^^  )' 

La  partie  de  R  relative  à  l'action  de  m""  sur  m  ne  renfermant  que 
des  termes  dépendants  de  l'angle  v — v"  et  de  ses  multiples,  elle 

n'ajoute  aucun  terme  à  cette  valeur  de  -^— . 

Considérons  présentement  le  terme  m.il^; .  cos.(i; — v),  delà 
partie  de  l'expression  de  R  qui  dépend  de  l'action  de  m  sur  m, 
comme  on  l'a  vu  dans  le  n*"  4.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme, 
on  a 

-jV-).cos.(i; — v). 
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Cette  fonction  développée  renferme  la  suivante, 

m.A^^^. dBv.sin.[v — v)-hm. dir.l   i  /'  )- cos.(î; — v) 

,  ,  '  I . ndt  Sr. sin .[v — v). 

En  substituant  pour  5r  et  Sv,  leurs  valeurs  précédentes,  et  ob- 
servant que  n"=Y  n',  à  fort  peu  près,  et  que  l'on  a,  par  le  n""  4, 
d'une  manière  fort  approchée , 


la.A^'J 


"■■wy 


on  aura 


a.  waf.d/i  = ^7 ', — îfTTr — .sm.lv — 6v-\-iv   . 

On  peut  observer  ici ,  en  comparant  les  deux  expressions  précé- 
dentes de  'iandtàR,  et  de  3andt.à'R,  que  Ton  a 

o  =  m.àR-]-m:.à'R: 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n*  65 
du  second  livre. 

La  partie  de  R  relative  à  l'action  de  m"  sur  m  renferme  le 
terme  rn. A' ^*Kcos.[2v — 2/).  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme, 
on  a 

à'R=^2m\A'^^\du\sin{2v'^2v")+m'dr\(^ 

Cette  fonction  développée  renferme  la  suivante , 

—  2  m'.  A'^^K  dSv.  sin.(2v—  2/)  —  km.  A^'^K  ridt.  Sv.  cos.(2t;'—  2/  ) 
2m\ndtBr\l'-j-r')*sm.[2v—2v)+m^ 
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On  a,  par  le  n*"  4,  en  ne  considérant  que  Vaction  du  satellite  m 
sur  m', 

^/                 m,n\G  f  ^        f^  ,  /v 

"^  = 1 r-Tm.cos.fnf — nt-i-e  —  e  ), 

a  2(n~n— -iV)  ^  ' 

âv  =       ,     ,,,  .sin.fnf — 7if-f-e  —  e   . 

n—n—N  ^  ' 

En  observant  donc  que  n  =  2n',  à  fort  peu  près,  et  que  Ion  a, 
par  le  n°  4 ,  Téquation  très-approchée , 


r  =  _4..A'«-..(^). 


on  aura 


a.ndt.dli  =  — -, — ^rn-r  Cr.sm.fi;  —  ov  H-ar   . 

62[n—n  —  I\)  ^  ' 

En  réunissant  ces  deux  valeurs  de  ^^dvîdt.  àlR,  on  aura 

"ITT  =  T-F 7— TjTT.r  G.sin.ft;  —  Sr-f-av  J. 

Il  nous  reste  à  considérer  la  valeur  de  ÔlK,  Le  terme  de 
K  dépendant  de  iv — 2/  est,  par  ce  qui  précède,  égal  à 
m'.il'^- cos.(2v — 2/)}  eq  n'ayant  donc  égard  quà  ce  terme, 
on  aura 

ÔLK=irn . A'^^\dv\ sin.(2v'— 2/)  +  m'. dr.i   ,  „   j.cos,(2i;~ iv). 

Cette  fonction  renferme  la  suivante, 

lim'.A'^^K  ndt.  hv.  cos.(2i;'—  2/)  +  2m'.  ndt  hr.i   ,  ,    j,sin.(2i;— 2/). 

En  substituant  pour  hv  et  Sr,  les  parties  de  leurs  valeurs  qui 
dépendent  de  l'angle  nt  —  rît,  en  observant  que  n'^yw,  et 
n=z\ny  à  fort  peu  près,  on  aura 

3»    //f.  jvDff          3n^.fnm  .F  G,dt*   a'     ^     f       ^  ,         „x 
a  .naUaJtt  = tttt — f  ■  \m — .-r.sm.iv—oi;  +2v  ]  : 

04(w— 71— /V)        a  ^  ' 
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tf OÙ  il  est  facile  de  conclure  qu'en  n'ayant  égard  qu'à  l'action 
réciproque  de  m  et  m,  on  a 

ce  qui  est  conforme  au  n®  65  du  second  livre.  On  a  donc 

ddv"  Zn\mm.F'G    a"     .     ,        ^  ,  ,. 

— J-- = — -^-TT 1 — ttm.  — -sin.  V 0V-f-2V  ). 

Soit 

3/1. F  G      (a       /     i^  ,    9  ff  .     ^    «.  ^''I 

.m.m  -h  ^  Tn.m  -f-  -rn.m.m  L 


et  nommons  <p  l'angle  v  —  Sv-t-Qv';  on  aura,  en  réunissant  les 

1  j     ddv  Sddv'       ,  2ddv^ 

valeurs  de  -j— , j-— ,  et 


dp  '         dv     '  ""    d(»    ' 

àd(p       1     •    •     >^ 
-T-î-  =ft.n".  sm.^. 

15.  On  peut  supposer  dans  cette  équation,  k  et  fi'  constants, 
parce  que  leurs  variations  sont  très-petites;  son  intégrale  donne 
alors 

±d<p 


dt 


\/c— aA.n'.cos.^ 


c  étant  une  constante  arbitraire  dont  la  valeur  peut  donner  lieu 
aux  trois  cas  suivants  : 

1^  Cette  constante  peut  surpasser  ik.rC^  abstraction  faite  du 
signe;  alors  elle  est  nécessairement  positive:  l'angle  ±9  crois- 
sant indéfiniment,  il  devient  égal  à  une,  deux,  trois,  etc.  circon* 
férences  ; 

2""  La  constante  c  peut  être  moindre,  abstraction  faite  du 
signe,   que   ihn^^    k    étant   positif.    Dans    ce    cas,   le   radical 

y/c — 2kn\cos.<p  devient  imaginaire,  lorsque  =  (p  es^  '^'^^  ^  zéro, 

TOME   JV. 


74  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

ou  à  une,  deuxi  etc.  circonférences;  Fan^e  (p  ^^  p^^t  donc  alors 
qu  osciller  autour  de  la  demi-circonférence  à  laquelle  sa  valeur 
moyenne  est  égale  ; 

S''  La  constante  c  peut  être  moindre,  abstraction  faite  du 
signe,   que    2kn\    k   étant   négatif.   Dans   ce   cas,   le   radical 

y/c — 2kn\  cos.(p  devient  imaginaire ,  lorsque  db  (^  est  égal  à  un 
nombre  impair  de  demi-circonférences;  Tangle  (^  ne  peut  donc 
alors  qu  osciller  autour  de  zéro,  en  sorte  que  sa  valeur  moyenne 
est  nulle. 

Le  cas  de  Tégalité  entre  c  et  ±  2  fc  n*  peut  être  censé  compris 
dans  les  précédents  :  il  est  d'ailleurs  infiniment  peu  probable. 
Voyons  lequel  de  ces  différents  cas  a  lieu  dans  la  nature. 

Nous  verrons  dans  la  suite  que  k  est  une  quantité  positive; 
ainsi  le  troisième  cas  n'existe  point,  et  l'angle  ±^  doit  ou  croître 
indéfiniment,  ou  osciller  autour  de  la  demi-circonférence.  Sup- 
posons 

ir  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité;  nous 
aurons 


dt 


\/c+2An*.cos.flr 


Si  les  angles  =b^  et  isr  croissent  indéfiniment,  c  est  positif  et  plus 
grand  que  3^n';  on  a  donc  dans  l'intervalle  compris  depuis  t[T=o 

jnsqu'À  *&  égal  au  quart  de  la  circonférence,  dKi ==  »  et  par 

conséquent  t  < z=^  ;  ainsi  le  temps  t  que  l'angle  «  emploîe- 

rait  à  parvenir  au  quart  de  la  circonférence  serait  moindre  que 
.  Nous  verrons  ci-après  que  ce  temps  est  au-dessous  de 


àemi  années;  or  depuis  k  découverte  des  satellites,  l'angle  "&  a 
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toujours  paru  nul,  ou  du  moins  très-petit;  il  ne  croît  donc  point 
indéfiniment,  et  il  ne  peut  qu osciller  autour  de  zéro,  en  sorte 
que  sa  valeur  moyenne  est  nulle.  C'est  ce  que  l'observation  con- 
firme, et  en  cela  elle  fournit  une  preuve  nouvelle  et  remarquable 
de  l'attraction  mutuelle  des  satellites  de  Jupiter. 

De  là  résultent  plusieurs  conséquences  importantes.  L'équation 
V — 3î;'H-2/=:ir-f-t[T,  donne  en  égalant  séparément  à  zéro  les 
quantités  qui  ne  sont  pas  périodiques, 

nt  —  int-h-^nt-he  —  3€'-f-2e''=ir; 

d'où  l'on  tire  n — in-h2n=o.  Ainsi,  i®  le  moyen  mouvement 
du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  rigou- 
reusement égal  au  triple  de  celui  du  second  satellite;  2°  la  lon- 
gitude moyenne  du  premier,  moins  trois  fois  celle  du  second, 
plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  exactement  et  constamment 
égale  à  la  demi-circonférence.  Le  même  résultat  a  lieu  relative- 
ment aux  longitudes  moyennes  synodiques;  car  on  peut  dans 
l'équation 

nt  —  3nt-h2nt'-he  —  3e'-f-2e''=ir, 

rapporter  les  angles  à  un  axe  mobile  suivant  une  loi  quelconque, 
puisque  la  position  de  cet  axe  disparait  dans  cette  équation; 
on  peut  donc  y  supposer  que  nt-he,  nt-he,  nt-^-e"  expriment 
des  longitudes  moyennes  synodiques. 

De  là  il  suit  que  les  trois  premiers  satellites  ne  peuvent  jamais 
être  éclipsés  à  la  fois.  En  eflFet,  nf-f-e,  nt-he\  nt-^-e"  étant 
supposés  exprimer  des  longitudes  moyennes  synodiques,  on  a- 
dans  les  éclipses  simultanées  du  premier  et  du  second  satellite, 
nf-f-e  et  nt-he'  égaux  à  ir;  l'équation  précédente  donne  donc 

in" t -h  2 €'  =  3  ir; 

ainsi  la  longitude  moyenne  du  troisième  satellite  est  alors  égale 


à  4ir. 


10. 
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Dans  les  éclipses  simultanées  du  premier  et  du  troisième,  n(+e 
et  nt  H-  e"  sont  égaux  à  ir  ;  ce  qui  donne 

3Fi't-f-3e'=2ir; 

ainsi  la  longitude  moyenne  synodique  du  second  satellite  est 
alors  yTT.  Enfin,  dans  les  éclipses  simultanées  du  second  et  du 
troisième  satellite,  nf-he'  et  nt-^-^"  sont  égaux  à  tt;  ce  qui 
donne 

La  longitude  moyenne  synodique  du  premier  satellite  est  donc 
nulle  alors,  et  au  lieu  d'être  éclipsé,  il  peut  produire  sur  Jupiter 
une  éclipse  de  soleii. 

On  a  vu  dans  le  n°  4  que  les  deux  principales  inégalités  du 
second  satellite,  produites  par  les  actions  du  premier  et  du  troi- 
sième, se  réunissent,  en  vertu  des  théorèmes  précédents ,  dans  un 
seul  terme,  qui  forme  la  grande  inégalité  que  les  observations 
ont  indiquée  dans  le  mouvement  du  second  satellite  ;  ces  inéga- 
lités seront  donc  constamment  réunies,  et  il  n'est  point  à  craindre 
que  dans  la  suite  des  siècles  elles  se  séparent. 

Sans  l'action  mutuelle  des  satellites,  les  deux  équations 

n  H-271  =o, 
e  —  3e'~h-2e''ri=:o, 

n'auraient  aucune  liaison  entre  elles;  il  faudrait  supposer  d'ail- 
leurs, qu'à  l'origine,  les  époques  et  les  moyens  mouvements  des 
satellites  ont  été  ordonnés  de  manière  à  satisfaire  à  ces  équations, 
ce  qui  est  infiniment  peu  vraisemblable;  et  dans  ce  cas  même, 
la  force  la  plus  légère,  telle  que  l'attraction  des  planètes  et  des 
comètes ,  aurait  fini  par  changer  ses  rapports.  Mais  l'action  ré- 
ciproque des  satellites  fait  disparaître  ces  invraisemblances,  et 
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donne  de  la  stabilité  aux  rapports  précédents.  En  effet,  on  a  par 
ce  qui  précède,  à  l'origine  du  mouvement, 


dv  Sdv'         adv" 


ndt  ndt  ndt 


\/—  — 2k.  COS.  [e  —  Se'-f-ae"), 


c  étant  moindre  que  2kn*i  il  suffît  donc  pour  Texactitude  des 
théorèmes  précédents ,  qu'à  Torigine  la  fonction  -t- ^  +  —Tr- 
ait été  comprise  entre  les  limites 

-haLsin-de  —  t^'-^^')^ 
—  2  /c.  sin.  (-|-  e  —  -§•  e'  -h  e'  )  ; 

et  pour  la  stabilité  de  ces  théorèmes,  il  suffît  que  les  attractions 
étrangères  laissent  toujours  la  fonction  précédente  dans  ces 
limites. 

Les  observations  nous  apprennent  que  Tangle  ttr  est  très-petit, 
et  qu  ainsi  Ton  peut  supposer  cos.tfT=i — y®';  soit  donc 

c+2kn*       ^, 

€  étant  une  arbitraire,  à  cause  de  l'arbitraire  c  qu'il  renferme; 
l'équation  différentielle  entre  ^  et  t  donnera 

tiT  zz=  g.  sin.  (af.  \/I -h  il  ) , 

A  étant  une  nouvelle  arbitraire. 

Le  mouvement  des  quatre  satellites  de  Jupiter  étant  déterminé 
par  douze  équations  différentielles  du  second  ordre,  leur  théorie 
doit  renfermer  vingt-quatre  constantes  arbitraires  :  quatre  de  ces 
constantes  sont  relatives  aux  moyens  mouvements  des  satellites, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  leurs  moyennes  distances;  quatre 
sont  relatives  aux  époques  des  longitudes  moyennes;  huit  dé- 
pendent des  excentricités  et  des  aphélies,  et  huit  autres  dé- 
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pendent  des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  orbites.  Les  théorèmes 
précédents  établissent  deux  relations  entre  les  moyens  mouve* 
ments  et  les  époques  des  longitudes  moyennes  des  trois  premiers 
satellites,  ce  qui  réduit  à  vingt-deux  ces  vingt-quatre  arbitraires. 
C'est  pour  y  suppléer  que  lexpression  de  ttr  renferme  les  deux 
nouvelles  arbitraires  S  et  il. 

Si  Ton  reprend  la  valeur  précédente  de  -^— ,  en  y  substituant 

irH-€.sin.(/i(.\/]fe-f-il),  au  lieu  de  v — 3»'-+-aw';  on  aura 

ce  qui  donne^  en  intégrant  et  négligeant  les  constantes  arbitraires 
qui  font  partie  de  Tépoque  et  de  la  longitude  moyenne , 

et  par  conséquent,  en  substituant  pour  h,  sa  valeur,  on  a 

€.sm.{nt.\/k+A) 

V ;  y  • 


oa .m         a . m 

X+7 ;  +  7 3 

a  a.  m        aa.m 


On  trouvera  pareillement 


V 


oa .m         a  .  m 

.        1+^ 7  + 


4a.  m'       Âa.m^ 


a",  m 


V  : 


Q-^ — y.  S.  sin.  in  t.  \Ik  +  A  ) 

--r^-^ j jf 

oa .m         a  .m 

X+T 7  + 


ka.m'      ha.m^ 


Les  trois  premiers  satellites  sont  donc  assujettis  à  une  inégalité 
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dépendante  de  lan^e  nt.sfk-^-A.  Les  observations  seules  peuvent 
fixer  son  étendue,  qui  dépend  de  Tarbitraire  S,  et  Tinstant  où 
elle  est  nulle,  et  qui  dépend  de  larbitraire  A.  Cette  inégalité 
mérite  une  attention  particulière  de  la  part  des  astronomes  :  on 
peut  la  considérer  comme  une  libration  des  mouvements  moyens 
des  trois  premiers  satellites ,  en  vertu  de  laquelle  la  différence  des 
deux  premiers,  moins  le  double  de  la  différence  du  second  et  du 
troisième,  oscille  sans  cesse  autour  de  la  demi -circonférence: 
par  cette  raison ,  nous  désignerons  cette  inégalité  sous  le  nom  de 
libration  des  satellites  de  Jupiter.  Elle  a  beaucoup  d*analogie  avec 
la  libration  du  sphéroïde  lunaire,  dont  nous  avons  donné  l'ana- 
lyse dans  le  chapitre  ii  du  cinquième  livre  :  elle  remplace,  comme 
elle,  deux'  arbitraires  des  longitudes  moyennes;  elle  est  encore 
insensible  comme  elle,  ce  qui  tient  aux  circonstances  particu- 
lières des  mouvements  primitifs  des  satellites. 

Les  rayons  vecteurs  des  trois  satellites  sont  assujettis  à  la  même 
inégalité.  En  effet,  elle  produit  dans  l'expression  du  moyen  mou- 
vement/nrff,  Tinégalité 

€.sm.[nt.^k+A) 

f g  '  y 

oa  m        a  m 

1+7 7+7 w 

ce  qui  donne  dans  n,  considéré  comme  variable,  Tinégalité 

n.  S.  y/a.  cos.(nf.  \/Â+  ^4) 

9a  m         a'm 

1-1 — 7 r  "T 


kam!       kam 

f^ 

En  désignant  cette  inégalité  par  âa,  et  observant  que  a=7i    ' , 

on  aura 

aa= —  77  a.  — : 

o         n 

cest  la  variation  du  rayon  vecteur  r,  dépendante  de  l'inégalité 
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précédente.  On  obtiendra  de  la  même  manière  les  variations  cor- 
respondantes de  r  et  r. 

16.  La  libration  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  mo- 
difie toutes  leurs  inégalités  à  longues  périodes  :  elle  donne  à 
leurs  expressions  une  forme  particulière  qui  les  lie  entre  elles,  et 
qui  est  un  cas  très-singulier  de  l'analyse  des  perturbations.  Sup- 
posons que  X.sin.(i(H-o)  soit  une  inégalité  à  longue  période,  du 
satellite  m,  qui  aurait  lieu  si  elle  n  était  pas  modifiée  par  Faction 
des  deux  autres  satellites.  Soient  X'.  sîn.(û  -f-o)  et  X'.  sin.(ÛH-o), 
les  inégalités  correspondantes  des  satellites  m'  et  m";  on  aura,  en 
n  ayant  égard  qu*à  ces  inégalités, 

ddv  .,  ^      •     /  •.        \ 

-^  =  —  i\A  .sm.(if-f-o), 

ddv  '•  \f     •     /  %         \ 

-TTp  =  —  i*.  A  .sm.(if-4-o), 


ddv' 
dp 


i*.X'.sin.(i/-+-o); 


mais  on  a ,  par  ce  qui  précède ,  en  ne  considérant  que  Tinégalité 
de  la  libration , 

ddv ^  A.n*.sin.(v— Sv'+av*') 

dP  Qa'm         a' m 

En  réunissant  ces  deux  valeurs  de  -y— ,  on  aura 

dv 

ddv        in*.sin.(v  — Sv'+ar*')        •.%•/•  \ 

inr  = 'ù:^ v^;r"^  ~ ^  -^^ sm.(u-Ho). 

av  oa  m         a  M  ^  ' 

l+T — r  +  7 r 

Soient  donc  Q.sin.(if-ho),  Q'.sin.(û-f-o)  et  Q'.sin.(ù-f-o),  les 
inégalités  àev,v  et  v,  dépendantes  de  iVn-o,  et  modifiées  par 
Faction  réciproque  des  satellites.  En  supposant  v — 3vH-2v*'  égal  à 

ir-+-(Q— 30'-f-a(7).sin.(iï-Ho), 
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on  aura 

^  =_|,.X+  *°'(Q-3Q-+;ff|.sin.(,-,+.); 

ar  i  Qfl  m        a  m  '  ^  ' 

^  /iam'       Uam* 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  Q.sin.(it-f-o)  pour  v,  dans  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation, 

iln'.(Q-3Q'+2Q') 


Q=X-h 


I'.  (  1 1  ^°'"!  I  """^  V 


On  trouvera  de  la  même  manière 


(7=X' 


Q 


a'm 
Sam' 


\        ixam        l^am  ) 


Ces  trois  équations  donnent 


par  conséquent 


t; 


t; 


L              A-,1*.  X-3V+2X'  •    /•.  .    \ 

AH \ 7 — îF— Y  •sin.(i(+o], 

(i*~^7i').    1+  -f — T  4-  7 — r 

^.itn\(X-3X'+!iXn 

,  A 7 7 -i — x) .  sm.f  If  4-  0)  , 

(.•._fe,.).(,+ lî^ + ^)' 


a  m 


V 


n 


Xh 7 7 1?^ — r-}.sin.(ïf4-o). 


(•••-*''•)•(•+  0 + ^) 


TOME   IV.  U 


82  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

On  doit  faire  ici  une  remarque  importante.  L'analyse  précé- 
dente suppose  i  beaucoup  plus  petit  que  n — in,  ou  n — in. 
En  effet,  pour  pouvoir  changer,  comme  nous  Favons  fait  dans  le 
n*"  14,  nfH-e,  nt-he,  nt-he",  respectivement  en  v,  v,  v",  dans 

fangle  nt — 3nf-4-2n'f-f-e  —  3  e' -4- 2  s',  il  faut  que  le   même 

rSr' 

changement  soit  permis  dans  les  expressions  de  — ?p-  et  de  èv, 

dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  numéro  cité.  Ces  expressions 
dépendent  des  angles  nt  —  n'(-f-e  —  e',  et  int — an'f-hae' — 2e^ 

Considérons  d'abord  la  partie  de  — ^p-  dépendante  de  fangle 

nt — nt-he — e.  On  a,  par  le  n®  3,  en  n  ayant  égard  qu'aux 
termes  dépendants  de  cos.{v — v), 

P  étant  un  coefficient  constant.  Si  Ton  substitue  pour  v,  nt-\-e 
-4-Q.sin.(if-t-o),  et  pour  v,  nt-he'-hQ.sin.{it-ho);  on  aura  en 
développant  cos.(t; — r  ),  en  série, 

o  =     /,   .     +iV V  — TT^+P* cosAnt-nt+e- è) 

a*,  ai*  a  ^  ' 

PJQ'-Q)  ,    ^       ,  ,     •        ^ 

P.{Q'-Q)         ,         ,  ,    .       , 
1:* — :£i..cos.(nf— nf+e— e+if+o); 

d'où  l'on  tire  en  intégrant,  et  observant  que  i  et  n — an'  sont 
très-petits  par  rapport  à  n,  et  que  N'  diffère  très-peu  de  n, 

P'(Q'~Q)  ,        ,  .    -      s 

-— r— 7— ^r-M .  COS. (n « — n  f  +  e  -  e  -  U- 0  ) 

'xn.[n — n — /V — i)  *  ' 

PAQ'-Q)  ,  ,  ,     •        . 

^^jjA_^_/_.cos.{nf-nf+e-e+U+o). 


a* 
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Si  Ton  suppose  ^  /^^>  assez  petit  pour  pouvoir  être  négligé 
sans  erreur  sensible,  on  aura 

^r^,r  p  {  cos,(/if-/i'/  +  e-e') 

(  2      '|— cos.(nï— /l'f+e— e'+if+o) 

En  substituant  v  et  v  respectivement  pour  nt+e  +  Q.sin.{it+o), 
et  n!t+e'+Q\sm.[it+o)^  on  aura 

r'Sr'  -  P  .  ,. 

— ^T"  =  — ? /    mr/x>cos.(i; — r). 

a*  n.(n— n— /V)  ^  ' 

11  est  aisé  de  voir  que  Tinégalité  correspondante  de  8v   sera 

? 7— ;î7r:-sin-(u — V  ). 

n.[n—n—I\)         ^  ' 

On  appliquera  le  même  raisonnement  aux  parties  de  — j^  et 

de  Sv'  dépendantes  de  Tangle  ivit — ixit-^-i^  —  2e',  et  Ton  trou- 
vera  que  Ton  y  peut  changer  semblablement  les  angles  ni-\-  e  et 
w'f-he',  respectivement  dans  v  et  v\  pourvu  que  Ton  ne  consi- 
dère que  les  inégalités  de  v  et  v  dépendantes  d'un  angle  quel- 
conque i/H-o,  dans  lequel  i  est  beaucoup  moindre  que  n — in, 
ou  n  —  in. 

L'inégalité  dépendante  de  Aft-f-£ — /,  que  nous  avons  déter- 
minée dans  le  n^  8 ,  est  de  ce  genre;  sa  période  étant  environ  dix 
fois  plus  grande  que  celle  de  Tangle  nt  —  2  nt.  L'expression  de 
cette  inégalité,  trouvée  dans  le  numéro  cité,  donne  en  la  com- 
parant à  celle-ci  X.  sin.(û-ho), 

X^-IK.H,     X'==-M.H,     V=--^.&; 

n  n  n 

d'où  l'on  tire 


n 


11. 
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on  a  donc,  en  n  ayant  égard  qu'à  cette  inégalité, 

a 

8v=-  ^Jn- T^^ r-T].H.sin.(Mt+E-I), 

Ti     I        /Tkw.     f    .\  /         oam         amy  ^  ' 

8«m'.(Af^itn').(,+  ^+-^) 

^  '  \        l\am         Ixam  ) 

SV= .IH 7 —7- -TT-T-   •^•Sin-(^'+J^-^  • 

(        32  am  .(M'-fc/l*).    1+  T — r  +  -, y) 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n®  12,  les  inégalités  séculaires 
des  satellites.  Leurs  parties  les  plus  sensibles  sont  celles  qui  dé- 
pendent des  variations  séculaires  de  Torbite  de  Jupiter  et  de  la 
position  de  son  équateur.  Les  valeurs  de  i  qui  leur  sont  relatives 
sont  très-petites,  en  sorte  que  Ton  peut  négliger  {\  eu  égard  à  kn^; 
on  a  donc,  en  ne  considérant  que  ces  inégalités, 


_,  L            (X-3V+2X')         .    r*  .     \ 
î;=S  .{A ^ -, J — }.sin.(if-f-o), 


oam         a  m 

l+T — r  +  7 1 


f      mn^N/              3a'm.(X — 3x'+2X'')       f     •     /•,         \ 
v'=z=S'.  X  H jr— i r—^ i— V  .sin.(if-ho), 

4am.(  1+  -^ — -  +  "; — w] 
\        Ixam         Uam  ) 

v=2l  .{A 7—^ ? „  V  ).sin.(if-Ho), 

oam  .1  1+  -7 — r  +  /  //    I 

\         liam        lia  m) 

la  caractéristique  S'  se  rapportant,  comme  dans  le  n*"  9,  à  toutes 
les  inégalités  de  la  forme  sin.(if+o).  De  là  on  tire 

V  H-2U  =o. 

Ainsi  les  inégalités  à  longues  périodes,  dans  lesquelles  i'  est  con- 
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sidérablement  plus  petit  que  kn\  ne  troublent  point  les  rapports 
que  nous  venons  d'établir  sur  les  longitudes  moyennes  et  sur 
les  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  :  par  l'action 
mutuelle  de  ces  corps  ^  ces  inégalités  se  coordonnent  de  manière 
à  satisfaire  à  ces  rapports.  C'est  ainsi  que  nous  avons  vu  dans  le 
n^  16  du  second  livre,  que  l'action  de  la  terre  sur  le  sphéroïde 
lunaire  fait  participer  le  mouvement  de  rotation  de  ce  sphéroïde 
aux  inégalités  séculaires  de  son  mouvement  de  révolution,  et 
maintient  par  là  l'égalité  de  ces  deux  moyens  mouvements. 

Représentons  par  C.t\  C.V  et  C.  t\  les  équations  séculaires 
des  trois  premiers  satellites,  dépendantes  des  variations  séculaires 
de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter,  et  même  de  la  résistance  de 
l'élher,  et  qui  auraient  lieu  sans  l'action  mutuelle  de  ces  corps. 
On  aura  ces  équations  séculaires ,.  en  développant  en  séries, 
S'.X. sin. (ifH-o),  S'. X'.sin.(it-ho),  S'.X".sîn.(if -ho), jusqu'aux 
secondes  puissances  de  f ,  et  en  observant  que  les  termes  des  séries 
indépendants  de  t  se  confondent  avec  les  époques  des  longitudes, 
et  que  ceux  qui  dépendent  de  la  première  puissance  de  t  se  con- 
fondent avec  les  moyens  mouvements.  Les  expressions  précédentes 
de  V,  Vy  v\  donneront  ainsi,  pour  les  expressions  des  équations 
séculaires,  modifiées  par  l'action  réciproque  des  satellites, 


TZJZ T^ /-^  y 


qam         a  m 


àani        Jiam" 

r  ^       3a^m.(C-3C^+2r)     ) 

,       ,  /        qam  a  m  \i 

HamA  1+-7 — r  +  -7 — w]) 
\        aam         [\am  J  ' 

\  ont        qam        a  m 

{  8am  .1  1+-7TTT  + 


/iam        Ixam' 

Ces  valeurs  peuvent  être  employées  sans  erreur  sensible,  pen- 
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dont  plusieurs  siècles ,  et  elles  suffiront  pendant  longtemps  aux 
besoins  de  Tastronomie. 

17*  Les  rapports  presque  commensurables  des  moyens  mou- 
vements des  trois  premiers  satellites  ajoutent  des  termes  sensibles 
aux  équations  (i),  (i'),  (r),  du  n*^  6^  qui  déterminent  les  varia- 
tions des  excentricités  et  des  périjoves  des  orbites.  Reprenons  en 
effet  les  valeurs  de  df  et  de  df  du  n**  67  du  second  livre.  Elles 
donnent,  en  observant  que  (x=i  à  fort  peu  près, 

rf.(e.cos.tEr)= .[i  cos.t;+Y«-cos.'0+Ye.cos.(i?— «)|.It— I 

—  a*nrff.  \/i— «•.sin.r.|-^|, 
rf. (e.  sin . ©) = .\i  sin,i;+-|-e.sin.'cr4-Y«.sin,{t?--tEr)j.|-j— I 

4- rf  nrff.  \/ 1— c*.  COS.  w.(  ^— J. 

Si  Ton  néglige  Texcentricité  e  dans  le  second  membre  de  cette 
équation ,  et  si  Ton  ne  considère  dans  R  que  les  termes 

la  première  de  ces  équations  donnera,  en  y  substituant  a^-^'xrhr, 
au  lieu  de  r\  et  nf-f-e-hSr,  au  lieu  de  v, 

d\e.  COS.  ©)  =  kandt.  mA^^K  sin.(2u —  2v).  cos.  i; 

—  a^ndt.  m  .1 -^ — |.  cos.[2t;  —  iv  ).  sm.  v 

—  ndt^^^J^K  sin.f/if -4-  e)—ndt.  iPUlîl.  êv.  cos.{iif-h  e) 
4„rff.[P:zil).li!:.sin.(nf-+-e). 


a 


SECONDE  partie;  LIVRE  HUITIÈME.  87 

Ne  considérons  dans  le  second  membre  de  cette  équation  que 
les  termes  dépendants  de  Tan^e  nt — in't-he — 2  e',  et  observons 
que  Ion  a  à  très-peu  près,  par  le  n*"  4, 

rSr  m\n.F  ,     ■      .      .  ,x 

' — 7-  = 7 -, — TT^.cos.  (2nf — 2/if-+-2e  —  2e  ), 

a*  2(2»— an— /y)  ^  ' 

Ôm^n.F  •     /     ^  f^  f\ 

V  =       ■■ — 7 — )r^.sm.(2nf  —  2/if-f-2e  —  2e); 

2n— 211— iV  ^  ' 

et  que  l'on  a  par  le  même  numéro 


p=-uA^-..{^y 


on  aura 


d.[e.cos.^)= -.{1 ,    ,J.sm.(fif— 2/if+e— 2e  ]. 

^  '  2  (        an  — 2n— iV)         ^  ^ 

La  longitude  moyenne  dans  Tellipse  variable  est  augmentée, 
par  le  n^  7,  de  termes  qui  deviennent  sensibles  à  raison  des 
petits  diviseurs  qui  les  affectent,  et  qui  dépendent  de  ian^e 
nt — 2nt-he  —  ae'-f-^f-f-T.  Soient 

Q.sin.(n« — 2fi'f-4-e  —  2c'-i^5ff-Hr), 
Q.sin.{nt — 211'f-he  —  le^gt-^V], 

les  termes  de  v  et  de  v  dépendants  de  cet  angle.  Il  faut  augmenter 
nt  et  n't  respectivement  de  ces  quantités  dans  le  terme  précédent, 


m'.F.ndt 

.{1 


— ^—^7 — »?}  .sin.fnf-— 2n'f-f-e  —  2e'); 

R  — 2n— /Y)  ^  ^ 


et  il  en  résulte,  dans  l'expression  de  (/.(e.cos.tfr),  le  terme 


m  .F.ndt 

1 


-±lr-^]^.{>,Q-Q')sin.(9t^ry 
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On  a,  par  le  n**  6^ 

e.  cos.«= —  h .  cos.{^f  H-  r  )  ; 

il  faut  donc  augmenter  la  valeur  de  hg,  donnée  par  Féquation  (i) 
du  même  numéro,  de  la  quantité 

m.F,n    i  (o)         )    /   rk'       rix 

2n— an— yV)    ^  ^  ' 

ce  qui  revient  à  retrancher  cette  quantité  du  second  membre  de 
cette  équation.  Le  terme 

m.F.n         (o)  f  ^,     ^. 

4       an— 2»— A^  ^  ^       ^' 

est  de  Tordre  du  cube  de  la  force  perturbatrice;  mais,  à  raison 
de  la  grande  ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter  et  de  la  com- 
mensurabilité  très-approchée  des  moyens  mouvements  des  deux 

premiers  satellites ,  la  fraction  — _  '  f__jir  ^^t  à  peu  près  égale  à 

y;  il  est  donc  nécessaire  d'y  avoir  égard. 

L'expression  de  d[e.cos.^')  donne  pareillement,  en  ne  consi- 
dérant dans  R  que  les  termes 

_  ^^^^  H-  m.i4/^cos.(r— v)  -f-m'.i'w,cos.(2r  —  21;'), 

d.[e. COS. «')  =  —  2a.  ndt .  m .  A^^'K  sin.(u — v) . cos. v 

'.    Ué        fdA,^'^\         j         M     •      ' 

—  a*. /i/iX.m.j-T-7— |.cos,(i;  —  v  j.sm.i; 

-h  ka.  ndt .  rn.  A'^^K  sin.(2v' —  2/) .  cos.  v 

—  a\nat.m  .  I    ,  ;    |.cos.(2!;  — 2v  )  .sm.v 

_  ;^'rf^  ^£^4^^  sîn.  (n'« -4- e')  —  n 

-K4„'<ft.lPZT^.l!^.sin.(n'f-t-e'); 

a*  n*  ^  ' 
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or  on  a,  par  le  n**  4, 

a*            2(/i— n— yV)          ^                         ^      2{n— »— /Y)         ^  ' 

^^'     = 1 r77-sm.fnf— wf+e— ejH ? ™.sin.(2iif—27i  f+ae  —2e  ). 

Par  le  même  numéro  on  a  à  très-peu  près 

on  aura  donc,  en  ne  conservant  que  les  termes  dépendants  des 
angles  nt — 2nt-he  —  2e'  et  nt — 2nt-he'  —  2e^ 

d.  {e.cos.'&')=''^^^ — .G.  Il '/    j,J.sïn.(nt—2nt+e  —2e') 

^  '  2  (       n— n— /Y  )  ^  ' 

m  ,n  dt     nr    \  (  1  )  )       •       f   r.  »  -  .      '  n 

2  (       n— n— /Y  )  ^  ' 

Soit  Q''Sin.[nt — 27i'fH-e  —  2e'-hgt-hV)  le  terme  de  êv,  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n*"  7.  Si  Ton  observe  que 

nt —  2  n't-f-  e  —  2  e'  =  ir  -h  n'f  —  211 1 -h  e  —  2  e', 


on  aura  dans  d.  (^'.cos.'cr')  le  terme 

_^.„'efeJi__y^j.F\(2Q'-Q').sin.(^t-4-r); 

il  faut  donc  ajouter  au  second  membre  de  Téquation  (i')  du  n*"  6 
la  quantité 


-•"'•"-HZTZflr'j-G-l'Q'-Q) 


m 

I 


m      , 
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On  trouvera  de  la  même  manière  quil  faut  ajouter 'au  second 
membre  de  Téquation  (f)  du  même  numéro  le  terme 

les  équations  (i) ,  (i') ,  (r)  et  [i")  deviennent  ainsi 

O  =  A  .  { ^  -  {  o  )  -  0  ^  (o. i)  -  (o,.)  -  (0,3)  } 


+'0.A'+[^.AVE3-A"'-^-ji-^;^^ 


o  =  A'.  {^-(.) -[H -(..o) -{..,)  ~  (1.3)  j 

+  ing.A+[i;j],^ViiJ./t^--^.ii- 


o:=A\|^-(O-[I]-(»'o)-(».0-M} 

+  [ï3.A  +  E3.A'  +  [r3i.A'  +  ^^^ 

0  =  r.  j^^(3)-|T]-{3,o)-(3..)-(3.3)} 

+  [33  .  A  +  [3^  •  h'+  [33  .  A\ 

On  pourrait  croire  que  les  équations  [H)  du  n**  10,  et  qui  sont 
relatives  aux  inclinaisons  et  aux  nœuds  des  orbites,  peuvent,  en 
vertu  des  considérations  précédentes,  acquérir  quelqpes  termes 
sensibles  dépendants  du  carré  de  la  force  perturbatrice;  mais  il 
est  facile  de  se  convaincre  que  cela  nest  pas,  en  considérant  les 
équations  différentielles  de  ces  mouvements,  trouvées  dans  le 
n*"  7 1  du  second  livre. 

18.  Le  carré  de  l'inégalité  principale  des  satellites,  que  nous 
avons  développée  dans  les  n*"  4  et  5,  peut  produire  un  terme 
sensible,  que  nous  allons  déterminer.  Cette  inégalité  peut  être 
supposée  relative  à  une  ellipse  variable;  et  dans  ce  cas  elle  affecte 
l'excentricité  et  le  périjove  de  l'orbite.  Ainsi 

(1) .  sin.(2fif — 2nt-h2e  —  2e') 


(^■; 
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exprimant  par  le  n""  5  cette  inégalité  dans  le  mouvement  du  pre^ 
mier  satellite,  et  2e.sin,(/if-h8 — «)  étant  le  premier  terme  de 
la  partie  elliptique  de  u,  si  Ton  représente  par  ê.  (e.sîn.«)  et 
par  <î.(e.cos.«)  les  variations  de  e.sin.^  et  e.cos.tîT  dépen- 
dantes de  la  force  perturbatrice,  on  aura  dans  v  l'inégalité 

a  S  •  (e .  COS.  ©) .  sin,(fif-He)  —  28.  [e.  sin.  ©) .  cos.{7if -h  e). 


Donnons  à  l'inégalité  {i).sin.(2nf — a/i'f-hae — ae')  la  forme 
suivante  : 

(»)-cos.(/if — 2ttf-|-e — 2e').sm.[nt-^e) 
-f-(  i).sin.(7if — 27i't-t-e  —  2e').cos,(wfH-e). 

En  la  comparant  à  l'inégalité  précédente,  on  aura 

aS,  (^•sîn.'CT)  = — (1  ).sin.(/it — anf-l-e  —  ae'), 
aS.  {e.cos.'cr)=      (1  ).cos.(nf — an'f-he  —  ae'). 

Ces  valeurs  sont  les  mêmes  que  celles  auxquelles  nous  sommes 
parvenus  dans  le  numéro  précédent.  En  efiFet,  nous  avons  trouvé 

j  /  \  m!.F.ndt  (  (<>)       \    •     /  t  ,\ 

a.  (e.cos.'CT)  =  —  .  (  1 —i—rr].sin.{nt—2nt+e—2e]: 

^  '  ^         \       an— 2»— ivy         ^  '' 

d'où  Ton  tire  en  intégrant 

fk   /                \      m.F.n    (              (o)       \  /  .         f  f\ 

lôAe.cos.^)— —7.1 1 M— ivr).cos.(nt— a7i£+e-ae). 

Si  Ton  observe  maintenadt  que  N  est  à  très-peu  près  égal  à 
vl\i — (o)},  et  que,  par  le  n**  4, 

m  .F.n 


(0 


2n-'iv!—N^ 


on  verra  que  cette  seconde  valeur  de  2<î.(e.cos.«r)  coïncide  avec 

12. 
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k  précédente.  Maintenant  l'expression  elliptique  de  t;  contient  le 
terme  •|-^\sin.(2iif-+-2e  —  2tEr),  ou 

•|-(e\  COS. ■'« — e",  sin*. «) . sin.(2nf  -4-  2 e) 
— ye*.  sin.'sr .  COS. « .  cos.(2nf  H-  2e); 

en  changeant  e.sin.'cs  dans  e.sin.rs-^â^e.sin.^)^  et  e.cos.'ts 
dans  e .cos.'Ui -i- ê .[e . cos.^)  j  on  voit  que  l'expression  de  v  con- 
tient la  fonction 

-|-{  [S.e.cos.^Y —  (5.e.sin.t«T)'|  •sin.(2nf-h2e) 
— \8.e. COS. x3.^  .e.sin.^ . cos.{2 nf -f- 2 e) . 

En  substituant  pour  S.  «.cos.tfT  et  S.  «.sin.izr^  leurs  valeurs  précé- 
dentes ,  il  en  résulte  dans  t;  l'inégalité 

^(  i  )•.  sîn.{4nf —  4n  t-+-  4e  —  4e'). 

On  trouvera  de  la  même  manière  dans  t;'  l'inégalité 

^(  M  )\sin.{2nf —  27i'f  H-  2  e  —  2e') , 
et  dans  v"  l'inégalité 

^(iii)'.  sin.(2/i'f — 2n'f-h2e'  —  2e"): 

ces  inégalités  sont  très-petites;  celle  qui  est  relative  à  v  est  la 
seule  qui  mérite  d'être  considérée. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore,  dans  les 
coefficients  de  la  principale  inégalité  des  trois  premiers  satellites, 
des  quantités  qui  augmentent  considérablement  par  le  diviseur 
[n — 27i')*,  qui  les  affecte.  Nous  avons  eu  égard  dans  le  n^  4  à  la 
partie  sensible  de  ces  quantités,  qui  dépend  du  produit  des 
masses  des  satellites  par  l'ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter,  en 
déterminant  avec  précision  les  valeurs  de  N,  iV'  et  N".  Les  autres 
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parties  sont  assez  petites  pour  pouvoir  être  négligées  sans  erreur 
sensible. 

19.  Nous  avons  déterminé  dans  le  n''  13  les  équations  sécu* 
laires  du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter,  et  nous  avons 
observé  que  la  seule  partie  de  ces  équations  qui  puisse  devenir 
sensible  à  la  longue  est  celle  qui  dépend  des  variations  séculaires 
des  éléments  de  Forbite  de  Jupiter,  et  de  la  position  de  son  équa- 
teur.  Si  la  partie  de  djR  dépendante  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice renfermait  des  termes  de  la  forme  QH\dt,  Q  étant  un 
coefficient  constant  et  H  étant  comme  précédemment  l'excentri- 
cité de  Torbe  de  Jupiter,  il  est  visible  que  la  partie  correspon- 
dante de  la  double  intégrale  ffZandt.àR  qui  entre  dans  Fex- 
pression  de  r,  acquerrait  parles  intégrations  un  diviseur  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  ce  qui  le  rendrait  sensible,  et 
du  même  ordre  que  les  quantités  déterminées  dans  le  n®  13  :  il 
importe  donc  d'avoir  les  termes  de  ce  genre  ou  de  s'assurer  qu'il 
n'en  existe  point. 

J'observe  d'abord  que  H^  dans  R  ne  peut  pas  être  multiplié  par 
le  sinus  ou  cosinus  de  2/,  /  étant  la  longitude  du  périhélie  de 
Jupiter,  parce  que  la  valeur  de  R  est  indépendante  du  point 
arbitraire  où  l'on  fixe  l'origine  des  longitudes.  La  partie  non 
périodique  de  R,  due  au  carré  de  la  force  perturbatrice  et  mul- 
tipliée par  Jff*,  ne  peut  être  que  le  résultat  de  la  combinaison  de 
deux  angles  qui  se  détruisent  mutuellement  sous  le  signe  cosinus; 
car  R  ne  renferme  évidemment  que  des  cosinus.  Donnons  à  H* 
cette  forme, 

W  cos  i      i{nt-Mt-^e-E)-^2{Mt^E-I) 

Une  partie  de  l'angle  compris  sous  le  signe  cosinus  peut  appartenir 
aux  coordonnées  de  m ^  et  cette  partie  est  la  seule  que  Ton  doit 
faire  varier  dans  R  pour  obtenir  AR;  or,  quelle  que  soit  cette 
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partie,  il  est  clair  que  la  di£Férentielle  du  terme  précédent  est 
nulle;  àR  ne  renferme  donc  aucun  terme  de  la  forme  Q.H\dt, 
dépendant  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  Il  est  visible  que  le 
même  raisonnement  s'applique  aux  termes  dépendants  du  dépla- 
cement de  Téquateur  et  de  Torbite  de  Jupiter.  Ainsi  le  carré  de 
la  force  perturbatrice  n  introduit  aucune  quantité  sensible  dans 
Téquation  séculaire  des  satellites  de  Jupiter  et  dans  celle  de  la 
lune. 
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CHAPITRE  VIL 

VALEURS  Numériques  des  iNÉGALiTés  précédentes. 


20.  Pour  réduire  en  nombres  les  inégalités  déterminées  ci- 
dessus,  il  faut  connaître  les  durées  de  la  révolution  sidérale  des 
satellites,  et  leurs  moyennes  distances  au  centre  de  Jupiter.  Ces 
durées  sont  par  les  tables , 

P'  sat.  IJ^",  769187787, 
IP  sat.  3^  551181017, 
IIP  sat.  7i,  154552808, 
IV **  sat.i6J,     689019896. 

Les  valeurs  de  n,  n\  n,  et  lî^  étant  réciproques  aux  durées  pré- 
cédentes, on  a 

n  =  ^^9,433419, 
1'=  1^4,699569, 

n=n'.  2,332643. 

Pour  déterminer  les  moyennes  distances  a,  a,  a"  et  a  y  nous 
observerons  que  la  plus  grande  élongatioti  du  quatrième  satellite 
à  Jupiter,  dans  ses  moyennes  distances,  et  vue  de  la  moyenne 
distance  de  Jupiter  au  soleil,  a  été  observée,  par  Pound,  de 
i53o^864.  A  cette  même  distance,  le  diamètre  de  Téquateur 
de  Jupiter  a  été  observé,  par  le  même  astronome,  de  1 20*^,3704  ; 
en  prenant  donc  ce  demi-diamètre  pour  unité,  on  a 

a"'=  25,43590. 
Il  peut  y  avoir  sur  ce  rapport  de  a  au  demi-diamètre  de  J 
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une  incertitude  qui  tient  principalement  à  Tévaluation  du  dia- 
mètre de  Jupiter,  et  à  Finfluence  de  Tirradiation  sur  sa  mesure; 
mais  elle  ne  peut  produire  d'erreur  sensible  dans  les  résultats 
suivants;  seulement  Tunité  dont  nous  faisons  usage  peut  ne  pas 
représenter  exactement  le  demi-diamètre  de  Téquateur  de  Jupiter. 
Quant  aux  distances  a,  a,  a,  il  est  beaucoup  plus  exact  de  les 
déduire  de  la  valeur  de  a"  par  la  loi  de  Kepler,  que  de  les  tirer  im- 
médiatement des  observations.  Suivant  cette  loi ,  la  moyenne  dis- 

tance  a  du  premier  satellite  au  centre  de  Jupiter  est  û'^-v/t- 

Mais  l'exactitude  de  cette  expression  est  un  peu  altérée  par  les 
forces  perturbatrices  du  mouvement  des  satellites,  qui,  comme 
on  Ta  vu  dans  le  n""  3,  ajoutent  aux  moyennes  distances  a  et  a 
les  quantités  S  a  et  S  a',  dont  nous  avons  donné  les  valeurs  ana- 
lytiques dans  le  même  numéro.  Le  seul  terme  sensible  de  ces 
valeurs  est  celui  qui  dépend  de  l'aplatissement  de  Jupiter,  et  qui, 

pour  Sa,  est  égal  à  fl>     T  ,    î  ^  f^^*  donc  ajouter  cette  quantité 
à  la  valeur  de  a,  que  donne  Téquation  n*=  —  ;  on  a  ainsi 

/» n"~  ^    )  1     I       ï     V  P        T  T  y  I 

U Il         .<l-t--r  ; 

(         '        a* 
On  a  par  la  même  raison, 


-W 


"-T    (,^1    {P-T^)l 


On  aura  donc 


a 


HP-m{^.~i^)\.'':f^; 


expression  dans  laquelle  on  peut  substituer  û'^-\/-r>  ^^  ^^^^ 
de  a,  dans  le  diviseur  — .  Il  est  facile  d'en  conclure  les  expres- 
sions de  a  et  de  a.  La  valeur  de  (p  —  \<^)  peut  être  déterminée 
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avec  précision  par  les  mouvements  des  orbites  des  satellites.  Une 
première  approximation  m*a  donné  0,0317794  pour  cette  quan- 
tité: cette  valeur  est  suffisamment  approchée,  pour  que  Terreur 
dont  elle  est  encore  susceptible  n*ait  aucune  influence  sensible 
sur  les  déterminations  suivantes.  On  trouve  ainsi 

a=  5,698491, 
OL  =  9,o66548, 
a"  =14,461893, 
a''^^  25,43590. 

En  comparant  ensuite  les  satellites  deux  à  deux,  on  a  conclu, 
au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  n^  49  du  second  livre, 
les  résultats  suivants  : 


r  et  IP  satellite. 

a=o,6285i829; 
d  où  Ton  a  conclu 

h  ^'^  =2,202968796,       h  ^*|  = — 0,5957191 17 


Ensuite 

i<;)  =  3,2  5884oo,  6^;  =0,7543117,  6^*/ =  o,3632i43, 

T  T  T 

i^*^  =  0,1923542,  6^*^  =:o,io65ii5,  V*l  =:o,o6o5324, 

T  T  7         ^ 

V'I  =  0,0349955,  h^'l  =  o,02o48oo; 

(/ftC)  db^''  dh^'^ 

L  L                          '  1. 

-j^  =  1,099916,  -j^  =  1,760014,  -^  =  1,452760, 

TOME  IT.  13 
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rf6'"  (iè")  dit" 

-L  JL  ± 

-^  =z=  1  ,084600,  -j-i  =0,773248,  -j-^  =  0,537010, 

I 

-^=0,366689; 

6";  =2,571615. 

T 

I"  et  m*  satellite. 


a=  0,394034909; 


d'où  Ton  a  conclu 


6'"  =2,078416242,       i'"  =  — 0,38623  i35o. 


Ensuite 

6';'  =  2,o852  433,  6<;' =  0,4194902,  6"/ =  0,1 248496, 

T  T  T 

6^'^  =  o,o4i  i4io,  6^*^  =0,0142110,  b^*l  =  o,oo5o8oo; 

T  T  T 

rfèC)  (ièO)  rffcw 

~  JL  i- 

-^  =0,476087,  -7-^  =1,208235,  -T-^   =0,681369, 

=  0,329802,  -7-i   =10,149798. 


da 


V  et  IV*  satellite. 


a=o,224o334io; 


d'où  Ton  a  conclu' 


6**'  =2,025175212,       i '*'  =  —  0,222618894 
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Ensuite 
è'"  =  2,02  583 1,         è'"  =  0,228387,         i'"  =  o,o384562. 


i_ 

da 
t 


i^'' =  0,0071873,        i'**  =0,0014098,        6'*' =0,0002846; 


0,237381 , 


0,097721, 


1 


1,069679, 


0,026197. 


1 


0,350827, 


IP  et  III*  satellite. 


d'où  Ton  â  conclu 


«=0,626926714; 


b^'^  =2,201911334,        b^'^ 


0,694386339 


Ensuite 
6^*^  =  2,2670986, 


6t')  =  0,1906386, 


1 

da 

t 

da 

if 


s 


1 
1 


rf6«" 


1,093160, 


1,076290, 


1 


o,36ji24; 
2,537677. 


0,7616340,      i^*^  =  0,3609108, 

T 

o,  1 06293 ,  b^*^  =  0,06969 1 , 


¥*^  =  0,034428,  b^'^  =  0,020107; 


1,743660, 


0,766617, 


db^'^ 

1 


da 

t 


1,444842, 


o,63o3i6. 


13. 
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n»  et  IV  satellite. 


a=  0,356447000; 


d'où  l'on  a  conclu 


6"|  =2,o64o4855a,       è  "j  =  —  0,350692291. 

Ensuite 

i(«;  =  2,o685o85,  6^;^  =0,374917,  6<';  =  o,  1008003, 

T  T  T 

6^'^  =  0,0300272,  6^*^  =0,0093817,  b^^l  =o,oo3o2  77; 

T  T  T 

d6<"  (/6<"  dfcC' 

i.  i.  -L 

-^=o,4i5ai,  -^  =  1,164667,  -^=0,599392, 

JL  JL 

-j~i  =0,263317,  -j-^  =0,108542. 


m*  et  IV  satellite. 


a=  0,568562391  ; 


d'où  Ton  a  conclu 


b^'l  =2,i652oo864,       b^'\  =  —  0,544549802. 

Ensuite 

b^'l  =  2,1996536,  6^;^  =0,6558357,  6^;^  =0,284370, 

T                                                     T  T 

6(';  =  0,135969,  6<;'  =  0,068124,  i';'  =  o,o35i8o, 

T                                                      T  T 

Jc)  =0,018696,  6'"  =  0,010398; 
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«ièci  db^'l  db^*l 

—1=0,878931,        -j^  =  1,545882,         -^  =  1,190293, 

«iftw  d¥'j  dfc"/ 

-j^  =0,812421,        -j-î^  =0,526520,        -j-i  =0,33075 1. 

da  da  aa  ' 

db^*^ 

-57-   =  0,201  993. 

2L  Au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  n""  3,  on  a 
conclu  les  résultats  suivants,  dans  lesquels  on  a  supposé,  comme 
dans  le  numéro  précédent, 

p— 19  =  0,0217794. 

Les  valeurs  de  iV,  N\  N"  et  N"  dépendent  de  cette  quantité,  et 
elle  est  principalement  sensible  dans  la  valeur  de  N.  Ces  valeurs 
dépendent  encore  des  masses  m,  m,  m  et  nC  des  satellites.  Une 
première  approidmation  m*a  donné 

m  =o,ooooi84ii3, 
m'  =  0,0000258325, 
m''  =  o,oooo865i85, 
m''=  0,00005590808, 

la  masse  de  Jupiter  étant  prise  pour  unité.  La  petitesse  de  Tin- 
fluence  de  ces  masses  sur  les  valeurs  de  N,  N\  etc.  rend  insen- 
sibles les  erreurs  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  les  évaluations  pré- 
cédentes. La  masse  m  est  multipliée  dans  l'expression  de  N*  par 
la  fonction 


-(4^)-i«-(^)' 


cette  fonction  est,  par  le  n**  55  du  second  livre,  égale  à 

3  «'.6'" 


a  (.-a') 


t\t) 
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on  pourra  donc  Tobtenîr  aisément,  ainsi  que  les  fonctions  ana- 
logues, au  moyen  des  résultats  numériques  donnés  précédem* 
ment.  Cela  posé,  on  a  trouvé 

A'  =tt^  9,4^69167, 

iV'=/i".  4,6979499, 
N"  =n.  2, 33^3090, 

iV^  =  11^0,9999070. 

En  supposant  ensuite  la  révolution  sidérale  de  Jupiter  de 
4332J^"",6o2ao8,  on  a 

M=^n.  0,00386196; 

de  là  on  a  conclu  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  les 
quantités  m,  m',  rn  et  wT  expriment  les  masses  des  satellites  mul- 
tipliées par  dix  mille. 


hv 


m. 


m . 


m 

m  . 


l87^4465  •sin.    [nt- 

21 736^4863  .sin.  2(n't- 

7o',83i5  .sin.  3[nt~ 

l6^l926.sîn.  4(/i'(- 

5\4o39,sin.  b[nt- 

2',! 433  .sin.  6(n't- 

21  ",9334  .sin.    {nt — nt 

i8',5i97  .sin.  2(71'^  —  nt 

1  ',90 1 7  .  sin.  3  [nt  —  nt 

0^3569  .sîn.  ^[nt — nt 

3\6 1 09 .  sin.  [n^t  —  nt 
i^5588.sin.2(7i"'f  —  nt 
o',  1079. sin.  3(71*1  —  nt 


nt-he 
nt-hc 
nt-he 
nt-hc 
7it-+-e 
nt-he 


e 
e 
e 
e 
e 
e 


m 


m 


e 
e 
e 
e 

e 
e 


m 

e  — e 


0\l  460.  sin.  (2/1/ 2M-f-2£  —  2^). 
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Sr 


m 


m 


m 


â«' 


M  • 


m  • 


o,oooo84865 

0,000 4665a  ^  COS.  [nt- 

-n<-f-e'- 

-e) 

0,09764199-008.  2[nt- 

-nf-He- 

-e) 

0,00040917  .COS.  3(n't- 

-nt-he- 

-e) 

0,00010761 .  COS.  ^{nt- 

-ji«-f-e'- 

-e) 

0,00008824  .COS.  5(n'(- 

-nt-he- 

-e) 

0,00001642  .COS.  6[nt- 

-Jif-he- 

-e) 

0,00000708 

0,00007780 . COS.  [nt- 

-n(-f-e- 

-e) 

0,00010681  .cos.2[nt- 

-nt-^e'- 

-c) 

0,0000 1810.  COS.  8  [nt- 

-nt-he'- 

-e) 

0,00000269  .cos.4(n'f- 

-nf-+-e'- 

-e) 

0,000001 18 

0,0000 1478. COS.  [nt- 

-nt^e"-- 

—  e) 

0,00000968  •  00s.  a[nt'- 

-nt-^-e'" 

—  e) 

0,00000078  .COS.  i[nt- 

-nt — e"'- 

—  e) 

0,00000095 

0,00000095 .  C0S,(2M- 

-2nt-f-2. 

E 

695i^466o.sin.  [nt  — 

■n'tH-e- 

-e') 

52',68i5.sin.  2(Rt  — 

-nf-f-e- 

-e') 

io',52  58  .sin.  8{/i(  — 

nt-^e- 

-e') 

8',8448.sin.  4(«t  — 

-nt-he- 

-e') 

1^2969  .sin.  6[nt  — 

•  nf-t-e- 

-e') 

i84\5i72  .sin.  [nt- 

n't^e' 

-e') 

1 2 1 08^,992  0 .  sin.  2  [nt- 

n't     e" 

-c') 

68^,8828. sin.8(Vf- 

n't-^e' 

-e') 

1 5^7648.  sin.  4{n't- 

-c') 

5^,2  597.  sin.  5(n't- 

—nt'+'e  - 

— e') 

2',o8 1 4.  sin.  6(n  V 

'a      I     f 

-nt-he  - 

-e') 

2e) 


m'. 


m 

ni  . 


n'i  -h  «• 

-«■)) 

n't  ■+- 1- 

-«') 

n't  -+-  €'- 

-«•)! 
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i3\3755  .  sin.    [nt  — 
fn\  I  —  10^8356  .  sin.  2{n't  — 

i\o646  .  sin.  3(n*'f — 

o',588i  .  sin.(27i't  —  2Mt  -h  2c' —  aE) 

o,ooo446o8 
0,050693 1 8 .  COS.    [nt 

^  , j  -f-  0,00069 1 97  .  COS.  2  [nt 

0,000 i4oo2  .COS. 3(nt 
0,00004784 .  COS.  4{nf 
0,0000 192  8.  COS.  b[nt 


0,00006497 
0,00073265 . COS.  [nt- 
0,08670960. COS.  2{nt' 
0,00063398 .  COS.  3(nY 
0,0001 6685 .  COS.  ^{nt- 
0,00006067 .  COS.  b{nt- 


n't-^e- 

-e') 

n'f-+-c- 

-«') 

n't-he- 

-^') 

nt-he- 

-e') 

n't-f-e- 

-^') 

n't-he'- 

-^') 

n't-he' 

-e') 

n't-he' 

-0 

nt-+-e' 

-0 

n't-+-e' 

-^') 

0,00000798 

0,00007146 .COS.  [n^'t — nt-he" — e) 
0,000101 33  .cos.2(n'^f — nt-+-e'" — e) 
0,00001 189  .  cos.3(7i'^( — /l'f-he*' — e') 

0,00000609 

0,00000609.  cos.(2Af( — 2nf-t-2£ — 2e). 


24\2648,sin.     [nt  —  n'l 
S/=z=  m  .  I  —    o',7o44  .  sin.  2  [nt  —  nt -t- 

—    o',  1 2  77  .  sin.  3  (n(  —  nt 


e  - 

-0 

e  - 

-0 

e  - 

-0 

-ol 


nt-\-e 

■nt 

-n't~^e' 

■  nt-he' 

■nt-he' 

■nt-he 

n't~+-  e" —  fi 

n'(-4-e* —  e')  1 

iit-i-e" — e')  1 

nt-he' — e')  1 

n'î-t-e'— e'I 


iMt- 
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—  S^yS'jaôyS  .sin.    [nt — 

—  So'jgSgg.sin.  2(n'l  — 

—  lo'.îoyi  .sin.  3(n'(  — 

—  3',33o5  .sin.  à{n't  — 

—  i',255x  .sin.  5(n'(  — 

—  o',5453  .sin.  6(n'(— 

1  o6',  1 6 1 4  .  sin.    [rCt  — 

—  36a',io3o.sin.  a  [n't  — 

—  2  5',4655.sin.  3(n''i  — 

—  5",92  2  7  .sin-iln^f  — 

—  i',88oo.sin.5(n'(— 

—  o',6997  .5in.6(n"'( — 
-h  a',3870  .  sin.  (an"/  — 

—  0,00064798 
H- o,ooo5qi47 -COS.  [nt— 
-+-  0,0000 1 900 .  COS.  a  [nt— 
-t- o,ooooo348 .  COS.  3(nf- 

—  0,00070942 
-h-o,o4i37743.cos.  {n't— 
H- 0,00091 7a  6.  COS.  i[nt— 
-t-  0,000a  i7i3.cos.3(n'ï  — 
-+■  0,00007409. COS. 4(n'ï— 
-(-'0,00003980.  COS.  5{n'(- 
-h  0,0000 1 3 1 8.  COS.  6(n'i  — 

o,oooo685o 

H- 0,00076 191.  COS.  {«*(- 

—  0,0044961  -COS.  2(n*ï- 

—  0,00039801.  COS.  3{n"(- 

—  o,oooio474-cos.  4(n*'- 

—  0,00003569.  COS.  5{n'(- 

—  0,0000 1 379.  COS.  6[n't- 


-lE). 


nt-he  —  e  ) 
-n't-\-e  —  e") 
-nt-he — e")  ^ 


n'(-he 

— fi") 

n"(-H2 

—  c') 

n't-he 

—  «') 

nt-he 

— 0 

nt-he 

—  e') 

nt-he 

—  e') 

-n  rn-e  — e 

-nt-he" —  e" 
-nt-\-e" — e' 
-n'(--t-  e'" —  e' 
-nt-he" — e 
-n't-hp" — »*^  ' 


! 


I 
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0,00003944 

0,00008944.  cos.(2  Mt — 3n*f -f-  2-B — 2e"') 


m 


m 


m 


m 


^„  ( -4- i4  ,2  458.sm.   (nt — nt-t-e  —  e) 

—    o  ,02oo.sin. 2.(7if — n  f-he  —  e  ) 


2  2",452i.  sin.  [nt — «''f-f-e'  —  e")  \ 
o\3o85.sin.2(/i'f  — 7i"f-he'— e")  ' 
o",o54o.  sin.3(/i'f —  ift  H-e' —  e") 


j 


35^4372.  sin.    [nt  —  n^t-^e"  —  e") 

15^9570.  sin.  2[nt  —  nt-^e"  —  e") 

3\3293.  sin.  3(ii'(— n"f-+-e'  — e^) 

1  ,0197.  Sin.  a[nt  —  n  t'+-e  — ej 

0^3735.  sîn.  b[nt  —  n"'t'+'£' — e'^) 

i2\gS8i.sin.{2n  t—2Mt-^2e''—2E) 

o,ooo88i52 
8r'=m  .\  -f- 0,000670 18. COS.    [nt  —  n'^t-he — e*) 

0,000001  i3.cos.  2(7i(  —  n"'t'+-e  — e'^) 

0,00098981 

0,00091758.  COS.  [nt — n'^t-he  —  e'^) 
0,0000 1 095. COS.  2[nt  — Ti'^f -f- e' —  e"') 
0,00000 1 66.  COS.  3[nt  —  n"'t  H-  e'  —  e"') 

0,00114443 

0,00326071.  COS.  [nt — n'^t-he" — e'') 
0,00067836.  COS.  2  [nt —  w'^f-f-  e" —  e"^) 
0,000 1 36 1 4.  cos.3(7i''f — n'^f-he* — e"") 

0,00087741 

0,00087741.  COS.  [2Mt — 2nt-\-2E — 2e''). 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE  HUITIÈME.  107 

22.  GonsidéroBS  .maintenant  les  inégalités  dépendantes 
des  excentricités  des  orbites.  Représentons,  comme  dans  le 
n*'  17,  les  inégalités  de  iv,  Sv,  hv",  dépendantes  de  Tangle 
nt  —  2n'f-he  —  ae'-f-^f-f-r,  par 

Q  .sin.(nf — 2/i't-+-e  —  ae-h^f-hF), 
Q'.sin.(7i( — 2wf-he  —  ^e-i-gt-hV), 
Q'.sin.[nt — 2n  f-h  e  —  a  e'H-^f -H  F). 

On  aura  donc,  par  le  n""  7, 

2(71  —  271  +  ^)»    I  a  ) 


Q 


o  /.  1      TfiA  Gh  H .  F  h 

3/1"  1  I  a 


in-.n'+gf     L    W;  l^,^,_^  o^ ^ç,^, 


2    (  a 

t  -If*  I  » 


{n^2n+gy      {  a  ) 

Nous  avons  donné  dans  le  n""  4  les  valeurs  analytiques  de  F,  G, 
F\  G\  ce  qui  donne  pour  les  valeurs  numériques, 


F  — 

1,48373^, 

G  — 

0,867159, 

F'— 

i,46638o, 

a  — 

—  0,855370. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  trouve 


^ ;    {i6,85o2o4.  A— 6,1 1827^.  A' 

\        3ooi3oo'/ 


14. 
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|i3,3o745o.  A  — 4,831907.  A'} 


m 


( 


1  + 


3oo 


m 


|4,i33o8o.A'-i,5ii467.A'| 


( 


1  + 


i3oo7 


(ï 


m 


3oo 
{3,2^8934.  A^-i,i 88 i33>An 


( 


14- 


3oo 


i3ô^/ 


On  déterminera  les  quantités  h,  K,  h\  h"  eig,  au  moyen  des 
équations  [V)  du  n**  17.  Pour  réduire  ces  équations  en  nombres, 
nous  observerons  que  la  valeur  0,0217794,  quune  première 
approximation  m'a  donnée  pour  p — j-^,  étant  susceptible  d'in- 
certitude, nous  ferons 

p—|^=(i.  0,0217794, 
|x  étant  un  coefficient  indéterminé.  On  trouve  ainsi,  par  le  n""  6, 


(o)=553878",76.fi, 
(i)  =  io9oo3\2o.jx, 
(2)==  21 264^,89.  jX, 
(3)=     2946\95.fi, 

=  m  .  39826',oo, 
=  in.  52o5\o6, 
=  m.      767,12, 

=  m  .  3i673\7i, 
=  rn.  i9566',65, 
=  nt.    i8o4\i8, 

=  m  .  3267^,32, 
=  m'.  i549^\62, 
=  m  .  5886  ,85, 


H 
S 


EU] 
EU 

uni 


EH] 
EU 


=  io3'',27, 
=ao7',29, 
=  4i7',63, 

=  974',i9- 

m  .  295i6',02, 
m.  35ii',39, 
nC.      2i3',46- 

m  .  2  34oo',o4t 
m  .  i4469',66, 
m".   79o',56. 

m  .  i576',-46, 
m  .  1 1456',90, 
m*.  3995'',o3. 
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(3,0)  =  11».  363',o9,  |3T3=m.  loi'.oS, 
(3,.)  =  m'.  1077',! 5,  (33  =  m'.  47i'»99, 
(3.«)  =  m'.  4438',87,       |33  =m''.  3oi2',37. 

Les  équations  (F)  du  n°  17  deviennent  ainsi, 

0=  {^  — 553878',78.(i— io3',37  — 39826',oo.m'— 52o5',o5.  m'— 767',  12. m"!,  h 
4-295i6',o2.m'A'+25ii',39.inT+2i3',46.TO"'A"' 

i6888o3'.iiH-A36o89'.in'}.iw^A+|a5oio3'in-f-i58343'.m'+2i393i'.m'}.ro^AV78a3A'.mVA\ 

\        3ooi3oo'/ 

o={^— io9oo3',2o.^— 207',2  9— 3i573',7i.m— i9566",65.m'— i8o4",i8.  m'j.A' 
+  234oo',o4.mA+i4469',66.in'A'4-79o',56,m'A"' 
{2265o3'.m+  i432oi'.im'—  i  96037.01*'}.  m  A 

\        3ooi3oo'/ 
{82242'.  m'4-52o68'.  rom'— 1 A0696.  mm'+gi6oS'.  m'm'-h  6oi'j^'.m'*\.h' 

\        3ooi3oo'/ 
{— 25726'. m-f-34596'. m' 4-225 iS'.i»"}     ,  ,, 

\        3ooi3oo''/ 

+  i  S  j6'j^6.  mh+ 1 1  ^b6''ygo.  mh'  +  3ggb\o3  .rn'  K' 

577o3'.iiim'A— J2  0952\m— 28i76\m— i792i'.iii''j./ii'A'— {l02  79.m'^-6554^»l''j.w'A" 


+ 


4- 


\         3ooi3oo'/ 


ifï  ifff 


o  =  j^  — 2946\95.jx— 974\i9~363',io.m— i077\i5.m'— 4438\87.m''j.A 

Lorsque  les  masses  m,  m,  rn  et  rn'  seront  connues,  ainsi  que 
Tindéterminée  (i,  on  aura,  en  résolvant  ces  équations,  quatre 
valeurs  de  g,  et  les  rapports  correspondants  des  indéterminées 
h,  h',  h'  et  h",  à  Tune  d  entre  elles,  qui  restera  indéterminée.  Ces 
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quatre  systèmes  de  g,  h,  K,  h\  h',  donneront  autant  de  valeurs 
pour  Q,  Q  et  Q'. 

L action  du  soleil  ajoute  encore  au  mouvement  du  satellite  m, 
les  deux  inégalités 


i5  Af*.  h  •    /  .        IX.  T^        .      Ti\ 
f   n.  ,  j,r r.sm.fnf — 2Mf-f-e  —  2£-f-o(-f-r) 

2n.{2M+N—n-'g)  ^  ^  ' 


La  première  n'est  sensible  que  pour  le  troisième  et  le  quatrième 
satellite,  et  Ton  peut  y  supposer  /n-^  =  iV,  ce  qui  réduit  le 

coefficient  de  cette  inégalité  à -. — .  h.  On  a  ensuite 


I*^    satellite.  —, —  =  0,00 1 53 1 2 , 

4/1 

IP  sat.  ■  ,    =o,oo3o737. 

IIP  sat.  -7-nr  =  0,006 1 Q  2  6 , 

IV*  sat.  "T"^  "^  ^»^  ^  44449. 


Nous  avons  observé  dans  le  n""  13,  relativement  à  la  seconde 
inégalité,  quelle  est  modifiée  par  Faction  réciproque  des  satel- 
lites. On  peut  ensuite  prendre  pour  H.sin.[Mt-\-E — 7),  la  moi- 
tié du  premier  terme  de  la  plus  grande  équation  du  centre  de 
Jupiter,  et  ce  terme  est  égal  à 

6i2o8',23.sin.(M(-H£— /). 
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Cela  posé,  on  aura,  en  n'ayant  égard  quà  Finégalité  précé- 
dente , 

èv=^  37\49.  1+ 1 ^-7- --ir-^\.sin.{Mt+E-I), 

3.'=-  74'.98.!i ^"'r'^lv      „'„■!■''"■  (^'+^'-^)' 

^  *  \        Ixam       kc^m 

3i;'=— i4Q',Q6.hH i 7 n — A.smAMt+Ë—I], 

^  '  \        Ixam       Ixam  ) 

^i;"=-349'\79.sin.(Mf+E-/). 

23.  Déterminons  les  inégalités  du  mouvement  des  satellites, 
en  latitude.  Les  équations  entre  X,  X',  y^  et  X^  du  n**  10,  de-^ 
viennent 

o  =  {553878\76.fi+io3',2  7  +  39826',oo.m'+52o5>5.m"+767',i2.m''j.X 

—  39826'',oo.m'X'— 52o5\o5.mX— 767",i2.m''X'''— io3\2  7, 

o  =  {l09oo3^20.jx4-207^29  + 3  i573",7i.m+ 19566^65.  m"  +  i8o4\i8.m"'j.X' 

—  3l573^7l.mX— i9566\65.m"X"— i8o4\i  8.  m'^X'^  — 207^26, 

o  =  {2l264^89.fi+4l7^63  +  3267^32.m+l5492^62.m'+5886^85.m"j.X' 

—  3267',32.  mX—  1 5492\62.  m'X'—  5886'',85.  m^'X"  — 4i  7',63 , 

o  =  {2946',95.fi+974',i9+363\io.iii+io77",i5.m'+4438'',87.m''j.X'^ 

—  363\io.mX— i077\i5.m'X'— 4438\87.mX— 974^l9. 

Les  équations  entre  /,  X,  T,  T  et  f  du  même  numéro  deviennent 

0  =  j/>~553878\76.fi-io3',27 -39826^,00.  m'- 52o5',o5.m'-767\i  2.  m"|/. 
+  39826\oo.m7'+52o5'',o5.mT+ 767^12.  m'^r, 

o  =  {/[>— i090o3',ao.jx— 207\2  9  — 3i573\7i.m— i9566\65.m''— i8o4\i8.m'*j.Z' 
+  3 1 573',7 1  •  m/+i  9566\65.  mT+i  8o4^  1 8.  mT, 
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o  =  j/)  — ai264\89.|x— ili7'i63  — SaGy^Sa.m— i5494\62.to'— 5886',85.m'j.r 
+3267',3a.m/+i5494\6a.TOT+5886',85.mT, 

0=}/)  — a  946^95.  |x— 97  4^  19— 363^1  o.  m— 107  7^1 5.  m'— 4438^87.  m'},  r 
+  363",  10.  m/+io77',i5.m'r+4438\87.m!'r. 

Lorsque  |x  et  les  masses  m,  m',  m'  et  m"  seront  connues,  on 
aura,  au  moyen  des  quatre  équations  entre  les  indéterminées  X, 
X',  X''  et  X^  les  valeurs  de  chacune  de  ces  indéterminées.  Les 
quatre  dernières  équations  donneront,  en  éliminant,  une  équa- 
tion en  p  du  quatrième  degré,  et  Ton  en  tirera,  par  les  formules 
du  n"*  1 0 ,  la  latitude  des  satellites  au-dessus  de  Torbite  de  Jupiter. 

On  a  vu,  dans  le  n^  10,  que  la  partie  de  la  latitude  s  qui  dé- 
pend de  Tinclinaison  0'  de  Téquateur  de  Jupiter  à  son  orbite  est 

(X— i).ô'.sin.(t;-+-Y'). 

Si  Ton  prend  pour  plan  fixe  Torbite  de  Jupiter  en  1760,  et  pour 
origine  de  i;  et  Y'  Téquinoxe  du  printemps  de  Jupiter,  à  cette 
époque,  on  a  par  le  même  numéro 

ff=^L-h  ht. 

On  déterminera  a  et  6  au  moyen  des  équations  suivantes^  qui 
résultent  des  formules  différentielles  du  n"*  59  du  second  livre, 

a==      (4,5) . /.COS.  n ^- [kfi] . r.cos. n', 
6  =  — (4,5)./.sin.  n  — (4,6)./'.sin.n'; 

les  valeurs  de  (4,5)  et  de  (4,6)  étant  celles  du  n**  24  du  livre  VI. 
On  doit  observer  de  diminuer  dans  la  première  de  ces  valeurs  la 
masse  de  Saturne,  dans  le  rapport  de  3359,4  à  35 1 5,6,  comme 
on  le  verra  dans  la  suite.  /  est  ici  Tinclinaison  de  Torbite  de  Sa- 
turne sur  celle  de  Jupiter  en  1750.  Il  est,  à  la  même  époque,  la 
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longitude  de  son  nœud  ascendant  sur  cette  orbite,  et  comptée  de 
Téquinoxe  du  printemps  de  Jupiter.  l' et  II'  sont  les  mêmes  quan- 
tités relativement  à  Uranus.  Les  observations  donnent  à  fort  peu 
près, 

d'où  Ton  tire 

"177  =  9  »o529, 
i  =  o^o7o35o. 
On  a  ensuite,  par  le  n°  50, 

Si  Ton  suppose  que  Jupiter  est  un  sphéroïde  elliptique,  on  a, 
par  le  n**  14  du  livre  V, 

C         ~^'        p.R'dR 

5  étant  la  densité  d'une  couche  du  sphéroïde  dont  le  rayon  est 
jR,  et  R  devant  être  supposé  égal  à  l'unité,  à  la  surface.  Si  l'on 
suppose  les  densités  des  couches  de  Jupiter  et  de  la  terre,  à  des 
distances  proportionnelles  aux  diamètres  de  ces  deux  planètes, 
en  raison  constante ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si  5  est  repré- 
senté par  la  même  fonction  de  R,  pour  ces  deux  planètes,  alors 

la  fraction 

fS.RKdR 
fS.R'.dR 

est  la  même  pour  ces  planètes.  Dans  l'hypothèse  que  nous  venons 
de  faire,  si  les  deux  planètes  étaient  fluides,  leurs  ellipticités 
seraient,  par  le  n""  43  du  livre  III,  proportionnelles  aux  valeurs 
respectives  de  ^  pour  chacune  '''-^>—  mi  aux  ellipticités  qu  elles 
auraient,  si  elles  étaient  bon  30Sons  que  cela  ait  en- 

TOMS   IT.  15 
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core  lieu  dans  leur  état  actuel ,  et  Ton  a  vu  dans  le  numéro  cité 
que  cela  est  à  peu  près  conforme  aux  observations;  alors  les  valeurs 

de  — ^^  "^  seront,  pour  chacune  de  ces  planètes,  respective- 
ment proportionnelles  aux  ellipticités  relatives  au  cas  de  Thomo- 
généité.  Ces  ellipticités  sont,  par  le  même  numéro,  comme  les 
nombres  0,10967  et  o,oo43344i;  en  sorte  que  Ton  a 

2C-A-B  _  (2  C-A-B\     10967 

c      ~\     c     7-433,441' 

la  valeur  de  ( j^ j,  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion, étant  relative  à  la  terre.  Cette  dernière  valeur  est,  par  le 
n^  14  du  cinquième  livre,  égale  à 

Q,oo5i9323 
1+6.0,748493* 

On  a  de  plus,  par  le  n"*  44  du  livre  VI, 

3(n-g)  =  a,566. 
Au  moyen  de  ces  données,  on  trouve  pour  Jupiter 

iC—A—^B  t      or 

■  '"j^  "   '  =0,14700. 

Les  observations  donnent  la  durée  de  la  rotation  de  Jupiter,  égale 
à  oJ°'",4i377,  et  celle  de  sa  révolution  sidérale,  égale  à  433a^6; 

d'où  Ton  tire 

M       o',4i377 


On  aura  ainsi 


i  ■"  433a', 6' 

>p  =  3\559i 

Bi .  !ii34\6o  .  X 
ml.  52  9'',78.X' 
m  .  i3o\5a  .  \^ 
m  •       30  ,99  .  A  . 
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Une  première  approximation  m'a  donné 

X  =  0,00063534, 

X'=  0,0064333, 
X'=  0,0299802, 
X'^=o,i346i2; 

en  adoptant  les  valeurs  précédentes  des  masses  des  satellites,  on 

aura 

^;,  =  9^8788; 

d'où  Ton  tire 

Ô'=îiL-t-  o",o7o35o, 

Y'=  0^,8259: 

telle  est  donc  à  peu  près  la  précession  annuelle  des  équinoxes 
de  Jupiter  sur  son  orbite. 

Pour  réduire  en  nombres  les  inégalités  du  mouvement  pério- 
dique des  satellites  en  latitude,  déterminées  dans  le  n^  11»  nous 
observerons  que  Ton  peut  y  supposer»  sans  erreur  sensible, 

n  n  n 

Cela  posé,  on  trouve 

5  =m'.o,oo349437.(r— /).8in.{3v— 4w— pt— A) 
—0,0001 53 12,  (L'— /).sin.(i;  — 2Î7— pf— A), 

5'=|m.o,oo276965(/— /')  +  m^o,ooi709io.{r— r)},sin,{2t;— 3v— pe— A) 

—  o,ooo3o736.{L'— /).sin.(t;'— 2Î7— pt—A), 

5''=m'.o,ooi353o5.{r— r).sin.(2i;'— 2/— pf— A) 

—  o,ooo6i925.(L'— r).sin.{/— 2?/— pf— A), 

5-'=_o,ooi4478i5.(L'-r).sîn.{î;''-2f/-pf-A). 

24.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépe^^*  ''^  du 
carré  des  excentricités  et  des  inciinaiscms  des  orbite 
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avons  donné  les  expressions  dans  le  n"*  13.-  Les  plus  sensibles»  à 
la  longue,  sont  les  équations  séculaires  des  satellites ,  dépendantes 
des  variations  séculaires  de  l'orbite  et  de  Téquateur  de  Jupiter. 
Mais  il  est  facile  de  s'assurer  qu  elles  ont  été  jusqu'à  présent  in- 
sensibles, et  qu'elles  le  seront  longtemps  encore.  En  effet,  la  plus 
grande  est  celle  du  quatrième  satellite,  et  son  expression  est.  nar 
le  n«  13, 

2{i—>ry.[E\.'L.bt'—3{^).yvL.bt'—2[T\.H,.cv. 

On  a  par  ce  qui  précède, 

6  =  o>7o35o,       'L=zi%UUi 
on  a  ensuite 

en  faisant  donc  usage  des  valeurs  de  X*",  [â]  et  (  3  ) ,  données  pré- 
cédemment, et  supposant  (x  =  i  dans  (3),  on  trouve  l'équation 
séculaire  du  quatrième  satellite  égale  à 

—  o^oool35.f"; 

et  par  conséquent  elle  sera  longtemps  insensible. 

Le  n**  13  nous  offre  encore  l'inégalité  suivante,  dans  le  moyen 
mouvement  du  quatrième  satellite  rapporté  à  l'orbite  de  Jupiter, 

-  |M->-)-B]-H-n>-+6(.).x-i  ^ ,.  ^^^^^ ^ _^j 

r 

Une  première  approximation  m'a  donné 

pt-^A.—Hr'=t.  764i'-+-3i%9i988, 

r=a772'; 
l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

—  49",5i.sin.(t.754i'-4-3i°,9i988). 
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Les  inégalités  de  ce  genre  sont  insensibles,  relativement  aux 
autres  satellites. 

25.  Il  nous  reste  à  considérer  les  inégalités  dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice.  On  a  vu,  dans  le  n"*  18,  que  le 
second  satellite  est  assujetti  à  Finégalité 

rê(ii)'.sin.(27if —  2/i't-K  2e —  2e'). 

Les  observations  donnent  à  fort  peu  près 

fii)zzzz  11923"; 

l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

69^78.  sin.(2wt — 2/i7-h2e  —  2e'). 

Les  inégalités  du  même  genre  sont  insensibles,  relativement  aux 
autres  satellites  > 
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CHAPITRE  VIII. 


DE  LA  DURIÈE  DES  ECLIPSES  DES  SATELUTES. 


26.  Nous  n  observons  point  immédiatement  le  mouvement  des 
satellites  de  Jupiter  autour  de  cette  planète  :  leur  élongation  à 
Jupiter,  vue  de  la  terre ,  est  si  petite ,  que  les  plus  légères  erreurs 
dans  les  observations  en  produisent  de  plusieurs  degrés  dans  leurs 
mouvements  jovicen triques.  Mais  leurs  éclipses  offrent  un  moyen 
incomparablement  plus  exact  pour  déterminer  ces  mouvements, 
et  nous  devons  à  Tobservation  de  ces  phénomènes  la  connaissance 
de  leurs  inégalités.  Jupiter  projette  derrière  lui ,  relativement  au 
soleil,  une  ombre  dans  laquelle  les  satellites  se  plongent  près  de 
leurs  conjonctions.  L'inclinaison  des  orbites  des  trois  premiers 
satellites,  à  Torbite  de  Jupiter,  et  leurs  distances  à  la  planète, 
sont  telles  que  ces  corps  s'éclipsent  à  chaque  révolution  ;  mais  le 
quatrième  cesse  souvent  de  s'éclipser,  et  cela,  joint  à  la  durée  de 
sa  révolution,  rend  ses  éclipses  plus  rares  que  celles  des  autres 
satellites. 

Un  satellite  disparait  à  nos  yeux  avant  qu'il  soit  entièrement 
plongé  dans  l'ombre  de  Jupiter.  Sa  lumière,  affaiblie  par  la  pé- 
nombre et  parce  que  son  disque  s'enfonce  de  plus  en  plus  dans 
l'ombre  de  la  planète,  devient  insensible  avant  qu'il  soit  totale- 
ment éclipsé;  son  bord,  au  moment  où  nous  cessons  de  le  voir, 
est  donc  encore  à  une  petite  distance  de  l'ombre  de  Jupiter,  et, 
si  l'on  conçoit  à  cette  distance  une  surface  semblable  à  celle  de 
l'ombre,  l'immersion  du  satellite  dans  l'intérieur  de  cette  surface, 
et  sa  sortie,  seront  pour  nous  le  commencement  et  la  fin  de  son 
éclipse. 
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Cette  ambre  fictive  n*est  pas  la  même  pour  tous  les  satellites  : 
elle  dépend  de  leur  distance  apparente  à  Jupiter,  dont  Téclat 
a£faiblit  leur  lumière;  elle  dépend  de  l'aptitude  plus  ou  moins 
grande  de  leurs  surfaces  à  réfléchir  la  lumière;  elle  dépend  en* 
core  de  la  pénombre,  et  probablement  de  la  réfraction  et  de  Tex- 
tinction  des  rayons  solaires  dans  Tatmosphère  de  Jupiter.  La  plus 
grande  durée  des  éclipses  d'un  satellite  ne  peut  donc  pas  nous 
faire  connaître  avec  précision  celle  des  autres  satellites;  mais  la 
comparaison  de  ces  durées  doit  nous  éclairer  sur  l'influence  des 
causes  que  nous  venons  d'indiquer.  Les  variations  des  distances 
de  Jupiter  au  soleil  et  à  la  terre,  en  changeant  l'intensité  de  la 
lumière  que  nous  recevons  des  satellites,  influent  sur  la  durée  de 
leurs  éclipses  :  l'élévation  de  Jupiter  sur  l'horizon,  la  pureté  de 
l'atmosphère  terrestre ,  enfin  la  force  des  instruments  dont  se  sert 
l'observateur,  influent  pareillement  sur  cette  durée.  Toutes  ces 
causes  répandent  de  l'incertitude  sur  les  observations  des  éclipses 
des  satellites,  et  principalement  sur  celles  du  troisième  et  du 
quatrième.  Heureusement  on  peut  observer  assez  fréquemment 
l'immersion  et  l'émersion  de  ces  deux  satellites  dans  les  mêmes 
édipses;  ce  qui  donne  l'instant  de  leur  conjonction  d'une  ma- 
nière assez  précise,  et  indépendante  de  la  plupart  des  causes 
dont  nous  venons  de  parler. 

Déterminons  d'abord  la  figure  de  l'ombre  de  Jupiter.  Si  cette 
planète  et  le  soleil  étaient  sphériques,  l'ombre  de  Jupiter  serait 
un  cône  tangent  à  la  surface  de  ces  deux  corps.  Mais  Jupiter  est 
sensiblement  elliptique;  la  figure  de  son  ombre  doit  donc  difiérer 
sensiblement  de  celle  du  cône. 

Considérons  généralement  l'ombre  d'un  corps  opaque  éclairé 
par  un  cc»rps  lumineux^  quelles  que  soient  les  figures  de  ces  corps. 
Si,  par  un  point  qudconque  de  la  surface  de  l'ombre,  on  mène 
un  pian  tangent  à  cette  surface,  il  sera  tangent  à  la  fois  aux  sur- 
faces des  deux  corps.  Il  est  visible  qtiB  les  trois  points  de  eon- 
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tingence  seront  sur  une  même  droite,  qui  coïncidera  par  consé- 
quent avec  la  surface  de  l'ombre;  cette  surface  est  donc  formée 
par  les  intersections  d'une  suite  de  plans  tangents  aux  surfaces 
des  deux  corps  opaque  et  lumineux.  Soit 

oc=ay-\-bz 

Téquation  générale  de  ces  plans,  a,  b,  c  étant  des  quantités  va- 
riables d'un  plan  à  l'autre.  Nous  pouvons  appliquer  ici  les  con- 
sidérations du  n*"  63  du  second  livre,  relativement  aux  orbes 
planétaires  considérés  comme  des  ellipses  variables.  Si  Ton  fait 
varier  infiniment  peu  les  coordonnées  x,  y,  z,  elles  pourront 
encore  être  censées  appartenir  au  même  plan;  ainsi  l'on  peut 
différencier  l'équation 

x=ay-{-bz'-\-c, 

en  regardant  a,  b,  c  comme  constants,  ce  qui  donne 

dx=a.dy-^b.dz. 

En  la  différentiant  ensuite,  en  faisant  tout  varier  et  retranchant 
la  première  différentielle  de  la  seconde,  on  aura 

o  =y^  da-i-z.db-h'  de; 

en  sorte  que  si  l'on  considère  6  et  c  comme  fonction  de  a,  on 
aura 

db        de 


da        da 


Soit  maintenant  jx  =  o  l'équation  à  la  surface  du  corps  lumi- 
neux. Nommons  X,  Y,  Z  les  trois  coordonnées  de  cette  surface 
au  point  où  elle  est  touchée  par  le  plan.  Pour  qu'il  soit  tangent  à 
cette  surface,  il  faut  non-seulement  que  ces  coordonnées  puissent 
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appartenir  à  Téquation  de  cette  surface,  mais  quelles  puissent 
encore  appartenir  à  sa  différentielle, 


Substituant  pour  dX  sa  valeur  adY-hbdZ,  on  aura 

o=<(y.j(|j)+«.(^)|+<«.j(è)+*. 


dfi 

Ix 


Cette  dernière  équation  doit  évidemment  avoir  lieu,  quels  que 
soient  dfFet  dZ;  on  a  donc 


o       -^^ 


dY 


-(Â)-*-(è)- 

En  combinant  ces  équations  avec  celles-ci, 

jxr=o,     X=aY-hbZ-+-c, 

(X  étant  fonction  de  X,  Y,  Z,  on  aura,  en  éliminant  X,  Y,  Z,  une 
équation  finale  en  a,  b,  c. 

Soit  ensuite  jx'=o  l'équation  à  la  surface  du  corps  opaque;  et 
nommons  X\  Y\  Z'  les  coordonnées  correspondantes  aux  points 
où  elle  est  touchée  par  le  plan,  jx'  étant  considéré  comme  fonction 
de  ces  coordonnées,  cette  équation  fournira  de  la  même  manière 
les  quatre  suivantes, 

dyL 

Jy' 


jx'=  o,       X=aT'-hbZ'-^c; 
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d'où  Ton  tirera  une  seconde  équation  en  a,  b,  c.  Au  moyen  de 
cette  équation  et  de  la  première,  on  aura  6  et  c  en  fonctions  de 
a.  Substituant  ces  fonctions  dans  les  deux  équations 


x  = 

=  oy  -H  62  -f-  c. 

o  = 

db        de 

on  aura  deux  équations  entre  x,  y,  z:  éliminant  a,  on  aura 
entre  x,  y,  z,  une  équation  finale  qui  sera  celle  de  la  surface  de 
l'ombre.  Telle  est  donc  la  solution  générale  du  problème  de  la 
détermination  de  Tombre  du  corps  opaque,  solution  qui  donne 
également  l'équation  à  la  surface  de  la  pénombre,  car  il  est  clair 
que  cette  surface  est  fonnée,  comme  celle  de  l'ombre,  par  les 
intersections  successives  des  plans  qui  touchent  les  surfaces  du 
corps  lumineux  et  du  corps  opaque,  avec  la  seule  différence  que, 
dans  le  cas  de  l'ombre,  on  doit  considérer  les  intersections  des 
plans  qui  touchent  ces  surfaces  du  même  côté;  au  Heu  que,  dans 
le  cas  de  la  pénombre,  il  faut  considérer  les  intersections  des  plans 
qui  touchent  ces  surfaces  des  côtés  opposés.  Appliquons  cette 
solution  à  l'ombre  de  Jupiter. 

Supposons  d*abord  Jupiter  et  le  soleil,  sphériques.  Soit  R  le 
demi-diamètre  du  soleil,  R  celui  de  Jupiter.  Soit  D  la  distance 
des  centres  de  ces  deux  corps,  et  fixons  au  centre  du  soleil  lori- 
gine  des  coordonnées.  L'équation  de  la  surface  du  soleil  sera 

en  sorte  qu'ici  jx=X*-t-r*-hZ* — Jfî*;  on  aura  donc  par  ce  qui 
précède,  les  quatre  équations 

y-t-a-X  =  o, 

Z  -f-  bX=^  o, 

X=aY-hbZ-^c. 
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Les  trois  premières  équations  donnent 

Les  trois  dernières  donnent 

X.{i-¥-a*-hb*)=c; 
d'où  l'on  tire 

(f=R\{i-ha'-hb'). 

L'équation  de  la  surface  de  Jupiter  est 

{X'—Dy-hY"-{-Z''—R"=  o, 

en  sorte  qu'ici  ii.'={X' — D)'-|-F''H-Z'*— B'';  on  aura  donc  par 
ce  qui  précède,  les  quatre  équations 

{X'—Dy-hY"-hZ'*—R''=  o, 
T-^a.{X'—D)=o, 
Z'-^b.lx'—D)=o, 
X'^Dz=ar-[-bZ'-hc—D; 

d'où  l'on  tire 

(c_D)'r=B''.(i-ha'-f-6*). 

en  faisant  donc 

R' 


on  aura 


R  — ^' 


Î=^=X, 


et  par  conséquent 


D 


I  — X 


Lequation 

donnera  ainsi,  en  faisant 


lô. 
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Téquation 

CoHe-ci 

x=ay-\-bz-r-c 
deviendra 

X—  j-^  =ay  ^z.\/f^^\ 

En  difTérentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  a  seul,  on 
aura 

az 


d'où  l'on  lire 


a 


o  =  Y 


fy 


1 


\jy+7'' 


sjr+z' 


et  par  conséquent 

X 


-^=f^r^; 


OU 


(t^-^)  =/'•{/ H--')' 


équation  à  la  surface  du  cône,  j  et  z  étant  nuls  à  son  sommet, 
on  aura  à  ce  point 

D 


X 


i-x  ' 


cest  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre  du  soleil.  En  en 
retranchant  D,  on  aura  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre 
de  Jupiter,  égale  à 

t  m 

1— X  ' 
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Maintenant,  pour  avoir  égard  à  relliplicité  de  Jupiter,  nous 
supposerons  que  son  équateur  coïncide  avec  le  pian  de  son  or- 
bite. L'erreur  qui  peut  résulter  de  cette  supposition  serait  nulle 
si  Jupiter  était  sphérique;  elle  n'est  donc  que  de  l'ordre  du  pro- 
duit de  l'ellipticité  de  Jupiter,  par  l'inclinaison  de  son  équateur; 
elle  doit  par  conséquent  être  insensible.  Cela  posé,  on  aura, 
comme  précédemment, 


L'équation  de  la  surface  de  Jupiter  sera 

{x—Dy^r^-h{i-hpy.{z''—R')  =  o, 

R  étant  le  demi-petit  axe  de  Jupiter;  en  représentant  donc  par  jx' 
le  premier  membre  de  cette  équation ,  on  aura  par  ce  qui  précède, 

r-\-a.{X'—D)  =  o, 
{i-^pY.Z'-hb.{X'^—D)  =  o, 
X'—D^aY'-hbZ'-hc—D; 

d'où  l'on  lire 


c—D={i-hp).R'.\/i-ha*-hT^^,=R.\Ji-ha'-hb'—D. 


Soit 


R        ~    ' 
on  aura,  en  négligeant  le  carré  de  p, 

i=(.--^).v7=--ï-, 
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ce  qui  donne  pour  l'équation  du  plan, 

En  la  différentiant  par  rapport  à  a  seul,  on  a 

\       1— xy        aXp.jR'a 

o  =  y  — az.  ^ —  ^  H ^ . 

Éliminant  a,  au  moyen  de  ces  équations,  on  aura  Téquation  de 
la  surface  de  Tombre.  Mais  on  peut  simplifier  le  calcul  en  obser- 
vant que  si  Ton  suppose 

fy 

y      étant  la  valeur  de  a,  dans  Thypothèse  sphérique,  on  a 


(-  1^x)  •  ^Â=^ 


/«        ^9^J  Vp^ 


L'équation  du  plan  devient  ainsi 
d'où  l'on  tire 

J  est  égal  à  —  t /„.  /  _.x.  —  i ,  le  radical  devant  avoir  le  signe 
— ,  parce  que  x  est  moindre  que  — — -.  On  a  ainsi  à  très-peu  près 
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D  étant  considérablement  plus  grand  que  R;  on  aura  donc 

c'est  l'équation  de  la  figure  de  l'ombre  de  Jupiter.  On  trouvera 
par  la  même  analyse  que  l'équation  de  la  pénombre  est 

R 


-4-1  . 


Considérons  une  section  de  l'ombre  de  Jupiter,  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe,  à  la  distance  r  du  centre  de  la  planète. 
On  aura  dans  ce  cas  x=D-\~r;  partant 

On  a  d'abord,  en  négligeant  p, 

substituant  cette  valeur,  dans  le  terme  affecté  de  p,  on  aura 

,  (  r  ) 

*         -k.D 
Cette    équation    est    celle  d'une    ellipse   dont  Téllipticité  est 

— ^ — .  _[y  La  quantité  jr-  étant  peu  considérable,  même  rela- 

*         >7D" 

tivement  au  quatrième  satellite,  on  voit  que  cette  ellipse  est  à 

peu  près  semblable  à  l'ellipse  génératrice  de  Jupiter.  Son  demi- 
grand  axe  est 
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où  Ton  doit  observer  que  (i-4-p).Jfî'  est  le  demi-diamètre  de  Téqua 
teiir  de  Jupiter.  Soit  a  ce  demi-grand  axe,  et  faisons 


r(.-X) 


P' 


XD 


nous  aurons  pour  l'équalion  de  la  section  de  l'ombre  de  Jupiter, 

a'— y  =  (1-4- p')'.  2', 

et  2 a  sera  la  plus  grande  largeur  de  cette  section. 

En  faisant  X  négatif  dans  les  valeurs  de  a  et  de  p,  l'équation 
précédente  deviendra  celle  de  la  section  de  la  pénombre;  d'où 
il  suit  que  la  plus  grande  largeur  de  la  pénombre,  à  la  distance 
r  du  centre  de  Jupiter,  étant  égale  à  la  différence  des  deux  va- 
leurs de  a,  relatives  à  l'ombre  et   à   la  pénombre,  elle  sera 

•rjT.  {i-\-p)  .R,  OU      '    ,  R  étant  le  demi-diamètre  du  soleil. 

Nommons  présentement  Z  la  hauteur  d'un  satellite,  au-dessus 
de  l'orbite  de  Jupiter,  au  moment  de  sa  conjonction,  r  sa  distance 
au  centre  de  Jupiter,  et  v,  Tangle  décrit  par  le  satellite  sur  l'orbite 
de  la  planète,  depuis  l'instant  de  la  conjonction,  en  vertu  de  son 
mouvement  synodique.  Prenons  ensuite  pour  axe  des  x  la  pro- 
jection du  rayon  vecteur  du  satellite  sur  l'orbite  de  Jupiter,  au 
moment  de  la  conjonction,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  pro- 
longement du  rayon  de  l'orbite  de  Jupiter,  à  cet  instant;  on  aura 

y  =  [r^  —  z^) .  sin'.  V,. 
L'équation  de  la  section  de  la  surface  de  l'ombre  devient  ainsi 

[r^—z') .  sin'.  v,=za*—  (i-t-p  )'.  z'. 
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Nous  négligerons  les  quantités  de  Tordre  z*  et  z\sin\v,,  ce  qui 
réduit  l'équation  précédente  à  celle-ci , 

r*.  sin*.  V,  =  a'  —  (n-p')*.2;"; 
or  on  a 

fj  ,     •  dZ    .    1    •   ,         ddZ 

z==:Z-+-sm.v,.  -y — hisin'.r, .  -t-t-  -f-etc. 

dvi       ^  dv  ] 

on  aura  donc  à  très-peu  près 

r^.sin\v.=a*— (i-+-|9')«.Z»  — Q(i-4-|9')».sin.r,.Z.^; 
d  où  l'on  tire 


{i+PY.Z.  ^  r-       -  -  — 


dZ 

[l+p)'.Zi. 

sin.r,  =  — 


s  étant  supposé  exprimer  la  tangente  de  la  latitude  du  satellite, 
au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter,  au  moment  de  sa  conjonction, 
on  a  à  fort  peu  près  Zz=rs,  r  étant  à  très-peu  près  constant; 
l'équation  précédente  devient  ainsi 


sin.v,=-(i+p)'.-^±^j-  +  {i+p).5J.j--(i+p).5J. 

Cette  formule,  prise  en  donnant  le  signe  +  au  radical,  exprime 
le  sinus  de  l'arc  décrit  par  le  satellite,  en  vertu  de  son  mouve- 
ment synodique,  depuis  la  conjonction  jusqu'à  l'émersion;  avec 
le  signe  — ,  elle  exprime  moins  le  sinus  de  ce  même  arc,  depuis 
l'immersion  jusqu'à  la  conjonction. 

Soit  T  le  temps  que  le  satellite  emploie  à  décrire  la  demi-lar- 
geur a  de  l'ombre,  en  vertu  de  son  mouvement  synodique,  et  t 
le  temps  qu'il  met  à  décrire  l'angle  t;,.  Supposons 


{n-M).dl  ' 

TOME  ly.  17 
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X  étant  une  très-petite  quantité,  a  étant  la  moyenne  distance  du 

satellite  à  Jupiter,  -  est  le  sinus  de  Tangle  sous  lequel  la  demi- 

largeur  a  serait  vue  à  cette  distance.  Soit  ê  cet  angle;  on  aura  à 
très-peu  près 

Si  l'on  substitue  dans  cette  expression,  au  lieu  de  v,,  son  sinus, 
qui  en  diffère  très-peu;  au  lieu  de  sin.v,  sa  valeur  précédente,  et 

€  au  lieu  de  -,  on  aura 

a 


.=r.(-x).j-(.v)'-f^±\/|7+('+p)4|-|7-{'+p)-îti- 

Si  Ton  n'a  égard  qu'aux  équations  du  centre  des  satellites,  on  a, 
comme  Ton  sait, 

r=a.  ji  — |Aj; 

et  il  résulte  encore  du  n^  4  que  la  même  équation  subsiste,  en 
ayant  égard  aux  principales  inégalités  des  satellites;  on  aura  donc 
à  très-peu  près 

/         /\.  5    ds 
Si  Ton  nomme  t'  la  durée  entière  de  Téclipse,  on  aura 


('=Qr.(i-X)Y'ji+iA+(i+p').ij.ji-fiX-(i4-p').|j; 


d'où  l'on  tire 


_6.\/hT\{i-X)-t'* 
^~     ^T.{i+p').{i-X)  ' 
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Cette  équation  servira  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  que 
renferme  Texp^ession  de  5^  en  choisissant  les  observations  des 
éclipses  dans  lesquelles  ces  constantes  ont  eu  le  plus  d'influence. 
La  durée  des  éclipses  étant  un  des  points  les  plus  importants 
de  leur  théorie,  nous  allons  examiner  particulièrement  les  for- 
mules précédentes.  La  demi-largeur  a  de  Vombre  varie  avec  les 
distances  du  satellite  à  Jupiter,  et  de  Jupiter  au  soleil.  En  nom- 
mant D'  —  èD  la  distance  de  Jupiter  au  soleil ,  U  étant  sa 
moyenne  distance,  et  faisant  comme  ci-dessus,  r  =  a.(i  —  \^), 
la  variation  de  a  sera 


(.  +  p).R'.jiX-^j.(i^ 


Y  X  est  toujours  fort  petit  par  rapport  à  -rp- ,  et  cette  dernière 

quantité  est  H.  cos.(Aff -f--E — /);  ainsi  la  variation  de  a  est  à 
fort  peu  près 

_a,  l!Z±).^.i/.cos.(M«-f-£  — /); 

d'où  il  suit  que  dans  les  formules  précédentes  il  faut  substituer, 
au  lieu  àe-z,  la  fonction 

^.ji-^^-g7.^.cos.(M-f-JE:— /) 

€  dans  cette  fonction  étant  relatif  aux  moyens  mouvements  et 
aux  moyennes  distances  du  satdlite  à  Jupiter,  et  de  Jupiter  au 
soleil. 

T  exprimant  le  temps  que  le  satellite  emploie  à  traverser  la 
demi-largeur  a  de  Tombre,  ce  temps  diminue  par  la  variation 
de  a,  de  la  quantité 

T.  iizi^ .  ^.  H.  cos.(M(-H  E—  I) ; 

17. 
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mais  il  augmente,  parce  que  le  mouvement  synodique  est  à  fort 
peu  près  dans  Tinstant  dt 

{n  —  M).dt.U-hX  —  -^.  H.cos.{Mt-^E—I)\; 

ce  qui  donne  pour  Taccroissement  de  T  dû  à  cette  cause, 

T.\-l^.cos.{Mt-hE—I)—x\. 

En  négligeant  donc  A,  comme  nous  Tavons  fait  ci-dessus,  on 
trouvera  quen  vertu  des  deux  causes  précédentes  réunies,  T  se 
change  dans 

mais  ces  deux  causes  n  ont  d'effet  sensible  que  sur  les  éclipses  du 
quatrième  satellite. 

Dans  ces  éclipses,  vers  les  limites  de  ces  phénomènes,  les 
quantités  de  Tordre  s\  que  nous  avons  négligées  sous  le  radical 
de  l'expression  précédente  de  f,  peuvent  devenir  sensibles.  Mais 

la  seule  qui  ait  quelque  influence  est  le  carré  de  (i-+-p').  ^   ,    , 

qu'il  aurait  fallu  ajouter  à  la  quantité  comprise  sous  ce  radical. 
On  en  tiendra  compte,  en  augmentant  sous  ce  radical,  ainsi  que 

dans  les  expressions  de  i  et  de  s,  X  de  la  quantité  L  / 1  • 

Nous  avons  confondu  l'arc  v,  avec  son  sinus,  mais  on  a  à  très- 
peu  près 

Vj  =  sin.  V,  -+-  ^  sin'.  v,  ; 

la  valeur  précédente  de  t' doit  donc  être  multipliée  par  i+-ysin*.  v, . 

\  Relativement  au  premier  satellite,  v,  est  d'environ  dix  degrés,  ce 

qui  rend  sensible  le  produit  de  t'  par  -J-sinVi;,.  Mais  cette  erreur 
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est  corrigée  en  grande  partie  par  la  supposition  que  nous  avons 


a         ^  a 


faite  de  -  =  S;  car  on  a  -  =  sin.  S;  nous  aurions  dû  par  consé- 

a  a  ^ 

quent  supposer -==€ —  -|-sin'.ê,  ce  qui  revient  à  peu  près  à 

multiplier  la  valeur  de  ^  par  i  —  ^sin\ê,  parce  que  le  terme 

—  ' — |r~~  »  compris  sous  le  radical  de  l'expression  de  t\  étant 

une  petite  fraction  dans  la  théorie  du  premier  satellite,  on  peut 
négliger  son  produit  par  y  sin*.  ê.  La  valeur  {  déterminée  par  la 
formule  précédente  doit  donc  être  multipliée  par 

iH-  y  sin'. V,  —  \  sin*.  ê, 
ou  par 

1 ^COS.  2V,  H-;^COS.  2ê. 

Lare  V,  différant  peu  de  ê,  relativement  au  premier  satellite,  le 
produit  de  l'  par  ^  (cos.  2v^  —  cos.  se)  est  insensible. 

La  valeur  de  T,  déterminée  par  un  très-grand  nombre 
d'éclipsés,  donnerait  la  distance  moyenne  du  satellite  au  centre  de 
Jupiter,  en  partie  du  diamètre  de  l'équateur  de  cette  planète,  si 
le  satellite  disparaissait  à  Tinstant  où  son  centre  entre  dans  l'ombre 

de  Jupiter.  En  effet,  -  étant  ici  le  sinus  de  Tangle  sous  lequel 

la  demi-largeur  de  l'ombre  est  vue  du  centre  de  Jupiter,  dans 
les  moyennes  distances  de  la  planète  au  soleil,  et  du  satellite  à 
Jupiter,  nous  nommerons  q  cet  angle,  et  nous  aurons  par  ce  qui 
précède , 

(i+p).ii'    (  (i-X)    a) 

— ^ •  { 1  —  ^"7 — •  •  tttI  =  sm.  q. 

a         I  >       D  )  * 

La  valeur  observée  de  T  donnera  celle  de  l'angle  cj,  qui  n'est  que 
l'arc  correspondant  décrit  par  le  satellite,  en  vertu  de  son  moyen 
mouvement  synodique;  on  aura  donc  les  quatre  équations  sui- 
vantes : 
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(H-p).ii'    ia"        (i->)   a") 

■ — V — . —r-^  ■  7ÎT  =  sin.  a 

a  ta  >       1/  \  ' 


{i+p).R'    ia"        (i->)   a 


m 


w •  i — r r —  •  TTTf  —  sm. 


a"       '\a'  X       D 

{i+p).R'    ia"        (i-X)   a" 
a  I  a 


y 


m  •  \   ^»  r        •  "Jy^ Sin.  (j 


n 


(i+p).fl'    (  (i->)   a" 


a 


1 


~  ÏT»       Sin.  ^ 


a" 


Chacune  de  ces  quatre  équations  donne  une  valeur  de  \    ^    \  u^  » 

cest-à-dîre,  la  valeur  de  a   en  parties  du  rayon  (i-hp).Jl'  deTé- 
quateur  de  Jupiter;  car  il  y  a  très-peu  d'incertitude  sur  le  rapport 


a 


de  jrf,  donné  par  les  observations  de  Pound,  citées  par  Newton; 

w         m         m 

et  les  rapports  — ,  -r,  -?  sont  bien  déterminés  par  le  n"*  20.  Les 

ce  %Âr  %Âr 

différences  de  ces  valeurs  de  a  feront  connaître  les  erreure  de  la 
supposition  que  les  satellites  s  éclipsent  au  nioment  de  feutrée  de 
leurs  centres  dans  fombre.  En  effet  la  pénombre,  la  grandeur 
et  le  plus  ou  le  moins  de  clarté  des  disques,  la  réfraction  que 
les  rayons  solaires  peuvent  éprouver  dans  f atmosphère  de  Ju- 
piter, sont  autant  de  causes  d'erreur  qu'il  est  très-difficile  d'ap- 
précier. 
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CHAPITRE  IX. 

DéTEBHIHATION  DES  MASSES  DES  SATELLITES  ET  DE  L'APLATISSEMENT 
DE  lUPITER. 

27.  Les  formules  du  chapitre  vi  renferment  uu  grand  nombre 
de  constantes  indéterminées  dont  la  connaissance  est  indispen- 
sable pour  établir  la  théorie  de  chaque  satellite.  Les  principales 
sont  les  masses  des  quatre  satellites  et  l'aplatissement  de  Jupiter: 
nous  allons  d'abord  nous  en  occuper.  Pour  en  fixer  la  valeur,  il 
faut  cinq  données  de  l'observation.  Nous  prendrons  pour  première 
donnée  l'inégalité  principale  du  premier  satellite,  inégalité  dont 
le  plus  grand  terme,  d'après  les  recherches  de  Delambre,  est 
égal  à  22y,^-]i  en  temps,  c'est-à-dire  qu'il  avance  ou  retarde 
les  éclipses  du  satellite,  de  cette  quantité,  dans  son  maximum. 
Pour  le  convertir  en  arc  de  cercle,  il  faut  le  multiplier  par  la 
circonférence  entière,  ou  par  4oo°,  et  le  diviser  par  la  durée  de 
la  révolution  synodique  du  premier  satellite,  durée  qui  est  égale 
à  1^,769861.  On  aura  ainsi  pour  ce  terme 

o",5o5o59. 

Le  plus  grand  terme  de  cette  inégalité  est,  parle  n"  21, 

m'.  2",i7364863. 

En  égalant  ces  deux  quaniilésvon' trouve     -^.  


Nous  prendrons  ponr^Gon'  liii' ■  HUpriiicipale  du 
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second  satellite,  dont  le  plus  grand  terme,  d'après  les  recherches 
de  Delambre,  est  égal  à  lo59^l8  en  temps.  Pour  le  réduire  en 
arc  de  cercle,  il  faut  le  multiplier  par  4oo^  et  le  diviser  par  la 
durée  de  la  révolution  synodique  du  second  satellite,  durée  qui 
est  égale  à  3^554o65;  on  aura  ainsi  pour  ce  terme 

i^i92o68. 

Par  le  n"*  21,  le  plus  grand  terme  de  cette  inégalité  est 

m.  696 1^,4  56 -h  m^  12  io8\992. 
En  égalant  ces  deux  quantités,  on  aura 

m  =  1,7 14843  —  ra.  1,741934.  (1) 

La  troisième  donnée  dont  nous  ferons  usage  est  le  mouvement 
annuel  et  sidéral  du  périjove  du  quatrième  satellite,  mouvement 
qui,  d'après  les  recherches  de  Delambre,  est  égal  à  7969*,  10 5. 
Nous  supposerons  donc  dans  la  dernière  des  équations  en  g  du 
n*"  22,  5f  =  7 959^,105.  Elle  devient  alors,  en  la  divisant  par  A*, 

o  =  6984\9i5  —  2  946'',95-(x — 363\io.m — io77*,i5-m' — 4438\87.m' 
-h  101  ,00.  m.  Tw  -f-471  ,99.  m.p-+-ooi2  ,6'j.m  .j-^. 

Pour  réduire  cette  équation  à  ne  renfermer  que  les  indétermi- 

h       h'      h" 

nées  |x,  m  et  rn,  il  faut  en  éliminer  les  fractions  -p»  p»  -p.  La 

comparaison  d'un  grand  nombre  d'éclipsés  du  troisième  satellite, 
avec  la  théorie,  m'a  fait  voir  que  l'expression  de  son  mouvement 
renferme  deux  équations  du  centre  très-distinctes,  dont  une  se 
rapporte  au  périjove  du  quatrième  satellite.  Delambre  a  fixé  cette 
équation  à  756'',6o5,  et  il  a  trouvé  l'équation  du  centre  du  qua- 
trième satellite  égale  à  92  65^56,  ce  qui  donne 

A"  756^6o5  Q    ati    Q 
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C'est  la  quatrième  donnée  que  nous  tirerons  des  observations, 
pour  déterminer  les  masses.  L'équation  précédente  devient  ainsi 

o=:6734^634  — 2964^95.  (X— 363'\io.m  +  ioi",o3.m.  pi 

Il  1-      (') 

~4i92\89.m''  +  io9",67.T^. 

Les  trois  premières  équations  en  g  du  n°  22  deviennent,  en  y 
substituant  pour  ^,  ra  et  t?/»  leurs  valeurs  précédentes,  et  en  les 
divisant  par  K\ 

=  — j  2481 7",58+ 553878^78.  jx+i  69201  ^5.m+52o5^o5.  m"+ 767^1 2.  m'^j.  Pi 

+ti536i\8i+578o5\9.m~49445\3.m"(.p  ^'^^^ 

4-  1681^67.  m+1 13'',46.  rn 

=    j56497\7-m+2  2  53o6",4.  m*— i95ooi",4.TOm"}.p 

J775i",8i5-io90o3',2.fji-436o8',i.m-4i432\o.m"-i8o4\i8.m''l  /t^J,  (4) 
"^j_8l8o7^5.m•+l39953^mm"'-59856^l.m"«  \  h' 

+  l834^5o.m'+79o^56•m'*-^2o89^63.  mm'+  1829^06.  m''* 

=     i49i3*,3.m.p +  i4i75",23  — 4842'',59.m  +  4i42",o4.m''}.p  |  ,^. 

+  276\79— l736^44.fA— 266\8o.m— i23\7o.  m*+35i4\34./w'') 

Enfin  la  cinquième  donnée  dont  nous  ferons  usage  est  le  mouve- 
ment annuel  et  sidéral  du  nœud  de  l'orbite  du  second  satellite 
sur  le  plan  fixe.  Ce  mouvement  est  rétrograde  et  égal  à  1 3387o',4, 
d'après  les  dernières  recherches  de  Delambre  :  c'est  la  valeur  de  p. 
En  la  substituant  dans  la  seconde  des  équations  du  n^  23,  en  p, 
/,  ï,  etc.  et  divisant  cette  équation  par  /',  on  aura 

=i33663\io— l09oo3^2o.(x— 3i573",7i.m.(  1—  -pi— i9566\65.m\(  1—  77) 

—  l8o4^l8.m^l  1—  -jT  ). 

TOUS  IT.  18 
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La  première,  la  troisième  et  la  quatrième  des  mêmes  équations, 
deviennent,  en  les  divisant  par  l' et  substituant  pour  p  et  m,  leurs 
valeurs  précédentes, 

o=:92  53\79+ji2  45i3\3  — 553878",76.(x— 52o5\o5.m"'— 767\i2.m'*j.-T7i 
+  b2ob\ob.m.jr  +  767",i2.  m*,  yr  y 

o=36oo\2  6+32  67\32.m.yr+|i2  9852*,5i--2i2  64\89.fir-32  57'',32.m--5886\85.m'';.T| 
+5886\85.m'\-T7  \ 

l  u  n    V 

0=2  5o",28  +  363",  1  G.  m,  -J7  +  4438\87.  m",  jr 
+ji32  645",93  — 2946",95.(x  — 363'',io.ni  — 4438\87./u''|.y] 

Four  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  neuf  inconnues, 
(X,  m,  m",  m'*,  -o/,  tw,  -p,  -rr»  yr»  on  observera  que  les  cinq  der- 
nières étant  peu  considérables,  on  peut  d'abord  les  supposer 
nulles  dans  les  équations  (2),  (5)  et  (6).  En  éliminant  ensuite  m 
de  ces  trois  équations^  au  moyen  de  sa  valeur  en  vpl^  donnée  par 
Téquation  (1) ,  on  aura  trois  équations  entre  ft,  m  et  m",  au  moyen 
desquelles  on  déterminera  ces  trois  inconnues,  et  par  conséquent 
m,  au  moyen  de  Téquation  (i), 

On  substituera  ces  premières  valeurs  approchées  de  |x^  m,  m  y 
rn,  dans  les  équations  (3)  et  (4),  et  Ton  en  conclura  les  valeurs 

h  h' 

de  p  et  de  p.  On  substituera  encore  ces  mêmes  valeurs  appro- 
chées dans  les  équations  (7) ,  (8)  et  (9) ,  et  l'on  en  conclura  les 
valeurs  de  -p  »  jr  »  -77  ;  on  substituera  ensuite  ces  valeurs  de  p , 

p,  j7»  -77,  TT»  dans  les  équations  (2),  (5)  et  (6),  qui  ne  renfer- 
meront plus  alors  que  les  quatre  inconnues  (x,  m,  m\  m".  On  en 
éliminera  m,  au  moyen  de  Téquation  (1),  et  en  résolvant  ensuite 
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ces  équations,  on  aura  des  valeurs  de  (x,  m",  ra,  et  par  consé- 
quent aussi  de  m,  plus  approchées  que  les  premières. 

On  fera  de  ces  secondes  valeurs  approchées  le  même  usage  que 
des  premières.  On  continuera  ainsi,  jusqu'à  ce  que  les  deux  va- 
leurs approchées  consécutives  de  chaque  inconnue  soient  extrê- 
mement peu  différentes,  ce  qui  aura  lieu  après  un  petit  nombre 
d'opérations.  On  a  trouvé  ainsi 

(jt  =1,0055974, 
m  =0,173281, 
m' =0,232355, 
m''=o,884972, 
m"'=o, 426591, 

h   =  A'\  0,00206221, 
h!  =  K'.  0,0173350, 
K'  =  V.  0,0816578, 

/  =z     /'.  0,0207938, 
r  =  — /'.  o,o34253o, 

r  =  — r.  0,000931 164. 

La  quantité  (x  détermine  l'aplatissement  de  Jupiter.  Pour  cela, 
nous  observerons  que  Ton  a ,  par  le  n°  22 , 

p  —  |^=(x.  0,0217794. 
En  substituant  pour  |x  sa  valeur  précédente,  on  aura 

p — Y  ^=0,02 19013. 

Pour  déterminer  ^,  nommons  t  la  durée  de  la  rotation  de  Jupi- 
ter, et  T  celle  de  la  révolution  sidérale  du  quatrième  satellite; 
on  aura  à  très-peu  près. 


9—  -'" 


18. 
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On  a,  parle  n**  20, 

0*=  26,4359^ 
r=  16^,689019; 

saivant  Cassini, 

t  =oJ,4i3889. 

On  aura  ainsi 


ce  qui  donne 


9  =  0,0987990; 


p  =  0,0718008. 


Le  demi-diamètre  de  Téquateur  de  Jupiter  étant  pris  pour  Tu- 
nité,  le  demi-axe  du  pôle  sera  1 — p,  et  par  conséquent  égal 
à  0,9286992.  Le  rapport  de  Taxe  du  pôle  à  celui  de  Téquateur 
a  été  mesuré  en  différents  temps.  Le  milieu  entre  les  diverses 
mesures  est  0,929,  ce  qui  ne  diffère  du  résultat  précédent  que 
d'une  quantité  insensible.  Mais  si  l'on  considère  la  grande  in- 
fluence de  la  valeur  de  jx,  sur  les  mouvements  des  nœuds  et  des 
absides  des  orbes  des  satellites,  on  voit  que  le  rapport  des  axes 
de  Jupiter  est  donné  par  les  observations  des  éclipses,  avec  plus 
d'exactitude  que  par  les  mesures  les  plus  précises.  L'accord  de 
ces  mesures  avec  le  résultat  de  la  théorie  nous  montre  d'une 
manière  sensible,  que  la  pesanteur  vers  Jupiter  se  compose  des 
attractions  de  chacune  de  ses  molécules,  puisque  la  variation 
dans  la  force  attractive  de  Jupiter,  qui  résulte  de  l'aplatissement 
observé  de  cette  planète,  représente  exactement  les  mouvements 
des  nœuds  et  des  absides  des  orbes  des  satellites. 

Rassemblons  maintenant  les  résultats  que  nous  venons  de  trou- 
ver. Si  l'on  divise  les  valeurs  de  m,  m,  m"  et  m'  par  dix  mille,  on 
aura,  par  le  n**  21,  les  rapports  des  masses  des  satellites  à  celle 
de  Jupiter^  et  ces  rapports  seront 
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P*^   satellite 0,0000173281  » 

IP   sat. .  • ., 0,0000232355, 

IIP  sat 0,0000884972 , 

IV*  sat 0,0000426591. 

Le  rapport  des  deux  axes  de  Jupiter  sera  0,9286992. 

Si  Ton  adopte  les  valeurs  des  masses  de  Jupiter  et  de  la  terre , 
que  nous  avons  données  dans  le  n**  21  du  livre  VI,  on  trouve  que 
la  masse  du  troisième  satellite  est  0,027337,  celle  de  la  terre 
étant  prise  pour  unité.  Nous  avons  trouvé  dans  le  n**  44  du  même 

livre,  la  masse  de  la  lune  égale  à     ^  ^  ,  ou    0,014599;  ainsi 

la  masse  du  troisième  satellite  de  Jupiter  est  presque  double  de 
celle  de  la  lune,  à  laquelle  la  masse  du  quatrième  est  presque 
égale. 
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CHAPITRE  X. 


DES  EXCENTRICITES  ET  DES  INCLINAISONS  DES  ORBES  DES  SATELLITES. 


28.  Après  avoir  déterminé  Tapiatissement  de  Jupiter  et  les 
masses  de  ses  satellites,  nous  allons  évaluer  en  nombre  les  iné* 
galités  séculaires  des  éléments  de  leurs  orbes.  Les  excentricités  et 
les  mouvements  des  absides  dépendent  de  la  résolution  des  équa- 
tions en  g  du  n®  22.  Si  l'on  y  substitue  pour  (x,  m,  m,  m  et  m, 
leurs  valeurs  précédentes,  elles  deviennent 

\  C  i^     u  n  61277^10  I     ,         \norott  25371^6o  /     ,/ 

il  I         ^       V  il  I         ^     X\ 

\        3ooi3oo''/  '         ^  \        3ooi3oo/' 

+  \    2222  ,5+-^ Tî}*'*  +9^  ,060. A    ,  (1; 

'  (1+^ ^5 r) 

\        3ooi3oo  / 

/i  I     S    y     p  /i  I     g    y 

\        3ooi3oo'/  '         ^  \        3ooi3oo'/  ' 

+ii28o5',3+  V    ^Q^Q^^'^Q   J.fe'+337\25.r,  (a) 

(^"^  3ooi3oo7  ' 
1        /?»    o  .  a3aa',70        |  ,      i   /?/;  »  436a',65        f  ,, 

0  =  {     276,18+7 '- r^}.ft+{2662  ,1+ 7 r-j.A 

f  1 1     ^    V  A I     g    y 

\   3ooi3oo'/  '    ^        \    SooiSoo'/  ' 
+  |^-a8A78'.7-  /  ^9oa'.6o  J^^h'+i'jok\'xo.h\  (3; 


3ooi3oo' 
o=i7",5o6./i4-io9',67./i'+2665',86.A''  +  (^-8i79',i2).r.        (4) 
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Ces  équations  donnent  une  équation  finale  en  g,  d'un  degré 
fort  élevé.  A  chacune  des  valeurs  de  g  répond  un  système  des 
constantes  h,  A',  h"  et  A*,  dans  lequel  trois  de  ces  constantes  sont 
données  au  moyen  de  la  quatrième,  qui  reste  arbitraire.  Ainsi, 
la  nature  du  problème  ne  demandant  que  quatre  arbitraires, 
l'équation  en  g  n  a  que  quatre  racines  utiles.  La  grande  influence 
de  l'aplatissement  de  Jupiter  sur  les  mouvements  des  absides  des 
satellites  rend  les  valeurs  de  g  peu  difi*érentes  de  celles  qui  au- 
raient lieu  par  l'effet  seul  de  cet  aplatissement  :  on  aura  ainsi 
une  première  approximation  de  ces  valeurs,  en  égalant  à  zéro  les 
termes  des  équations  précédentes  dans  lesquels  se  trouve  l'incon- 
nue g.  Cette  considération  facilite  extrêmement  la  détermination 
des  valeurs  de  g,  que  Ton  peut  obtenir  par  une  approximation 
prompte,  de  la  manière  suivante. 

On  observera  d'abord  que  la  première  valeur  de  g,  dans  l'ordre 
des  grandeurs,  est  peu  différente  de  620000":  on  supposera  donc 
(jf  =  62oooo^  dans  les  équations  (3),  (3)  et  (4),  et,  après  les  avoir 

u       Lit      Lm 

divisées  par  à,  on  en  tirera  les  valeurs  de  t-»  t~,  t-.  On  substi- 
tuera ensuite  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  et  Ton  mettra  pour 

q,  620000''  dans  le  diviseur  (  H-  -5 — ^ — w)  •  On  aura  ainsi  une 
•^  .  \         000 1 000  / 

valeur  de  g  plus  exacte  que  la  valeur  supposée.  On  fera  de  cette 
nouvelle  valeur  le  même  usage  que  de  la  première,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  deux  valeurs  consécutives 
de  g  qui  soient  à  très-peu  près  les  mêmes.  Un  petit  nombre 
d'essais  suffira  pour  cet  objet,  et  alors  on  sera  certain  que  les 
équations  (i),  {2),  (3)  et  (4)  seront  satisfaites,  ce  que  l'on  véri- 
fiera d'ailleurs  en  y  substituant  pour //,  7-17-17"»  leurs  valeurs. 
On  trouve  ainsi 
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g  =:     6o6989\9, 
Ii=     o,oi85238./i, 
h''=  —  0,0034337.  h, 
h"^=:  —  0,00001735.  h. 

Les  valeurs  de  h\  h\  h",  relatives  à  cette  valeur  de  g,  étant  plus 
petites  que  h,  on  peut  considérer  h  comme  l'excentricité  propre 
du  premier  satellite,  dont  Tabside  a  un  mouvement  annuel  et 
sidéral  de  606989^9. 

La  seconde  valeur  de  g  est  donnée  par  approximation,  en  éga* 
lant  à  zéro  le  terme  de  l'équation  (2)  qui  contient  g  :  cette  valeur 
est  à  peu  près  de  1 80000^  On  supposera  donc  ^f  =  1 80000^  dans 
les  équations  (1),  (3)  et  (4)»  et  en  les  divisant  par  K,  on  en  tirera 

les  valeurs  des  fractions  tt,  t7i  tt.  On  substituera  ensuite  ces  va- 

n      h      h 

leurs  dans  l'équation  (2)  divisée  par  h,  et  l'on  y  fera  g=  l8oooo^ 

dans  le  diviseur  (1-+-  -5 — ^ — v]  •  On  aura  ainsi  une  valeur  plus 

\         oooiooo  /  ^ 

approchée  de  g,  dont  on  fera  le  même  usage  que  de  la  première. 

En  continuant  ainsi,  on  trouve 

g   =i78i4i",7i 

h   ==  — 0,0375392.  A', 

K'  =z  —  o,o436686.  hî , 
h"'=     0,00004337.  A'. 

Les  valeurs  de  h,  h",  V  étant  ici  plus  petites  que  K ,  on  peut  con- 
sidérer }î  comme  l'excentricité  propre  du  second  satellite  dont 
l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de  178141", 7. 

La  troisième  valeur  de  g  est  donnée  par  approximation,  en 
égalant  à  zéro  le  terme  qui  contient  g  dans  l'équation  (3).  Cette 
valeur  est  à  peu  près  de  3oooo".  On  supposera  donc^  =  3oooo', 
dans  les  équations  (1),  (2)  et  (4),  et  en  les  divisant  par  Ky  on 
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en  tirera  les  valeurs  de  t¥  ,  -p  et  -py  que  Ton  substituera  dans 

Téquation  (3)  divisée  par  h\  et  Ton  y  fera  ^  =  3oooo'',  dans  le 

diviseur  (  i-f-  -5 — 2- — _  ) .  Qn  aura  ainsi  une  valeur  de  q  plus 
\         0001000  /  ^  ^ 

approchée  et  dont  on  fera  le  même  usage  que  de  la  première. 
En  continuant  ainsi,  on  trouve 

g  =:2  9oo9',8, 
A  =     0,02881 1 1.  k\ 
K=    0,2 152920.  A", 
/i"  =  —  o,  1 2  9 1 564.  h\ 

Ces  valeurs  de  h,  A',  h"  étant  plus  petites  que  h",  on  peut  consi- 
dérer A"  comme  Texcentricité  propre  au  troisième  satellite  dont 
l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de  2  9009",8. 

Enfin ,  la  quatrième  valeur  de  g  est  celle  que  les  observations 
donnent  pour  le  mouvement  annuel  et  sidéral  de  l'abside  du  qua- 
trième satellite,  et  l'on  a  vu  précédemment  que,  dans  ce  cas, 

h  =0,0020622.  A\ 
A'  =0,0173350.  A'^, 
A"  =  0,081 6578.  A^ 

Les  valeurs  de  A,  A',  A"  étant  ici  plus  petites  que  K",  on  peut 
considérer  A"'  comme  l'excentricité  propre  au  quatrième  satellite 
dont  l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de  7959^105. 

On  voit  par  là  que  chaque  satellite  a  une  excentricité  qui  lui 
est  propre.  Cette  circonstance,  qui  n'a  pas  lieu  dans  la  théorie 
des  planètes,  est  due  à  l'aplatissement  de  Jupiter,  dont  TefiFet  sur 
les  périjoves  des  satellites  est  très-considérable.  Il  ne  s'agit  plus 
maintenant  que  de  connaître  les  excentricités  propres  à  chaque 
satellite,  et  les  positions  de  leurs  absides  à  une  époque  donnée. 

TOME    lY.  10 
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Nous  dirons,  en  exposant  la  théorie  de  chaque  satellite,  ce  que 
les  observations  ont  appris  sur  cet  objet. 

Considérons  présentement  les  inclinaisons  et  les  mouvements 
des  nœuds  des  orbes  des  satellites.  Ces  éléments  dépendent  des 
équations  en  X  et  en  l,  données  dans  le  n''  23.  Rappelons  ici  ces 
équations.  Les  équations  en  X  deviennent,  en  y  substituant  pour 
jx,  m,  m,  rn  et  m",  leurs  valeurs  précédentes, 

o=— io3",27+57i269^64-X—  9253",8o.X'—  ^ôoG^Sa.X"—  327^25. X^ 
o=— 2  07^2  6—  5^7  l^l2.X-f-l33377^33.X  — 1731 5',9A.X''—  769\65.X", 
o=— 4i7\63~  566^16. X—  3599\79.X'+28A78\73.X''~25i  i\25.y, 
0=— 974^l9—         62'',92.X—       250^28. X'—  3928\28.XV8i79',ii,X''. 

En  résolvant  ces  équations,  on  trouve 

X  =  0,00067879, 
X'  =  o,oo585888, 
X"  =  0,02708801 , 
X"'=  o,i32358o4. 

Ces  valeurs  de  X,  X',  X"  et  X'^  déterminent  la  partie  de  la  latitude 
des  satellites  qui  dépend  de  Tinclinaison  de  Véquateur  de  Jupiter 
à  son  orbite-  Il  résulte  du  n**  10  que  200° — ***'  étant  la  longitude 
du  nœud  ascendant  de  cet  équateur  sur  l'orbite  de  la  planète,  et 
d'  exprimant  Vinclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans,  on  a,  en 
faisant  pour  abréger,  200" — •*•'=/,  pour  ces  parties  de  la  lati- 
tude des  satellites  sur  l'orbe  de  Jupiter, 

(1 — X  ).0'.sin.(t;  — /), 
(1  —  X'  ).0'.  sîn.(t;'  — /), 
(i_X").0'.sin.(/— /), 

(1 — y).d\s\ï\.[v' — /). 

L'inclinaison  ô'  de  l'équateur  de  Jupiter  à  son  orbite,  et  la  longi- 
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tude  /  de  son  nœud  ascendant  sur  cette  orbite,  doivent  être  dé-- 
terminées  par  les  observations,  Delanabre  a  trouvé  pour  Tépoque 
de  1760, 

d'=     3^435l9, 
/z=348%62i29. 

Ces  valeurs  de  d'  et  de/  ne  sont  pas  rigoureusement  constantes; 
on  a  vu  dans  le  n^  23  que  la  valeur  de  ô'  croît  chaque  année  de 
o\o7o35,  et  que  la  valeur  de  /diminue  annuellement  de  0^82  69, 
relativement  à  un  équinoxe  fixe.  Ces  quantités  sont  si  petites, 
que  l'on  peut  se  dispenser  d'y  avoir  égard  dans  tout  l'intervalle  de 
temps  que  comprennent  les  observations  des  satellites;  mais  il  sera 
facile  de  les  faire  entrer  dans  le  calcul ,  si  on  le  juge  à  propos. 

Les  équations  en  /  du  n*"  23  deviennent,  en  y  substituant  pour 
jx,  m,  m\  m  et  rn,  leurs  valeurs  précédentes, 

o  =  (p--57i269\64)./+9253",8o./'+  46o6^32.^+  327",25.r,         (5) 

0  =  5471",!  2. /+(/)-i33377",33).r+i73i5",94.r+  769^65.^,  (6) 

0=   566^l6./+3599^79.^+(/)~28478^73).^+25ll^25.r,  {7) 

0=     62\92./+    25o^28.^+3928^28.  r  +  (p~.8i79',ii).r.  (8) 

Ces  quatre  équations  donnent  une  équation  en  p  du  quatrième 
degré.  Pour  en  obtenir  les  racines,  on  fera  usage  de  la  méthode 
d'approximation  que  nous  venons  d'employer  pour  déterminer 
les  valeurs  de  g.  On  aura  ainsi  une  première  valeur  de  p  relative 
à  l'orbe  du  premier  satellite,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  / 
dans  l'équation  (5),  ce  qui  donne  /)=^57i2  69",64*  Eo  supposaot 
donc  à  p  cette  valeur  dans  les  équations  (6) ,  (7)  et  (8) ,  on  en 

tirera  les  valeurs  de  -1- ,  -r- ,  -p .  On  substituera  ces  valeurs  dans 

l'équation  (5)  divisée  par  /,  et  Ton  aura  une  nouvelle  valeur  de  p 

plus  approchée.  On  fera  de  cette  nouvelle  valeur  le  même  usage 

que  de  la  première,  et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on 

10. 
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arrive  à  deux  valeurs  consécutives  de  p  extrêmement  peu  diffé- 
rentes. On  trouve  ainsi,  après  un  petit  nombre  d'essais, 

p  =57i389\32, 
r=— 0,0124527./, 
r  =—  0,0009697 .  /, 

r=— 0,0000996.  /. 

Les  valeurs  de  /',  T,  f,  étant  ici  moindres  que  /,  on  peut  con- 
sidérer cette  quantité  comme  exprimant  Tinclinaison  propre  de 
l'orbe  du  premier  satellite,  sur  un  plan  qui,  passant  constam- 
ment par  les  nœuds  de  Téquateur  de  Jupiter,  entre  cet  équateur 
et  l'orbite  de  la  planète,  est  incliné  de  l'angle  X.  ô'  à  ce  même 
équateur.  Si  l'on  substitue  pour  X  et  6'  leurs  valeurs  précé- 
dentes, on  trouve  cette  inclinaison  de  ig^SS.  La  valeur  précé- 
dente de  p  exprime  alors  le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des 
nœuds  de  l'orbe  sur  ce  plan,  mouvement  qui  par  conséquent  est 
de  57i389",32. 

La  seconde  valeur  de  p  est  relative  à  Forbe  du  second  satellite. 
Elle  est  donnée  par  les  observations,  et  Ton  a  vu  dans  le  numéro 
précédent,  que  l'on  a  dans  ce  cas 

p  =i3387o",i4, 
/  =  0,0207938.  f, 
r  =  — o,o34263o.  T, 
r=  —  0,00093 12./'. 

La  troisième  valeur  de  p  est  relative  à  l'orbe  du  troisième  sa- 
tellite; on  en  aura  une  première  valeur  approchée,  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  l"  dans  l'équation  (7),  ce  qui  donne 
p= 2 8478^73.  En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations (5), 

(6)  et  (8),  on  en  tirera  les  valeurs  de  -p,  -p  et  -p.  Ces  valeurs, 

substituées  dans  l'équation  (7)  divisée  par  F,  donneront  une  se- 
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conde  valeur  de  p  dont  on  fera  le  même  usage  que  de  la  première. 
En  continuant  ainsi,  on  trouve 

p=28375'\48, 

/  =:  0,01 1 1626. r, 

f  =     o,i64o53o.r, 

z'^=— 0,1965660.  r. 

Les  valeurs  de  /,  /',  T  étant  ici  moindres  que  T,  cette  quantité 
peut  être  considérée  comme  exprimant  l'inclinaison  propre  de 
l'orbe  du  troisième  satellite  sur  un  plan  qui,  passant  constam- 
ment par  les  nœuds  de  l'équatcur  de  Jupiter,  entre  Téquateur  et 
l'orbite  de  la  planète,  est  incliné  de  X''.  0'  à  cet  équateur.  En  subs- 
tituant pour  X"  et  6',  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouve  cette 
inclinaison  de  gSo^jôa.  Le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des 
nœuds  de  l'orbe  du  troisième  satellite ,  sur  ce  plan ,  est  de 
28375\48. 

Enfin,  la  quatrième  valeur  de  p  est  relative  à  l'orbe  du  qua- 
trième satellite.  On  en  aura  une  première  valeur  approchée,  en 
égalant  à  zéro  le  coefficient  de  T  dans  l'équation  (8),  ce  qui  donne 
p=8i79*,i  1.  En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (5), 

/     /'    r 
(6)  et  (7),  on  en  tirera  les  valeurs  de-p,  -p,  -p.  Ces  valeurs, 

substituées  dans  l'équation  (8)  divisée  par  T,  donneront  une  se- 
conde valeur  de  p  dont  on  fera  le  même  usage  que  de  la  pre- 
mière. En  continuant  ainsi,  on  trouve 

p  =  7682^64, 

/  =  0,0019866.  r, 
ï  =  0,02  341 08.  r, 
r = 0,1 248622.  r. 

Les  valeurs  de  /,  l,  T,  sont  ici  moindres  que  F;  cette  quantité 
peut  donc  être  considérée  comme  exprimant  l'inclinaison  propre 


I 


150  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

de  Torbe  du  quatrième  satellite,  sur  un  plan  qui,  passant  cons- 
tamment par  les  nœuds  de  Téquateur  de  Jupiter,  entre  Téqua- 
teur  et  l'orbite  de  la  planète,  est  incliné  à  cet  équateur,  de  Tangle 
y.  d\  En  substituant  pour  y  et  6'  leurs  valeurs  précédentes,  on 
trouve  cette  inclinaison  de  45A6'',74.  Le  mouvement  annuel  et 
rétrograde  des  nœuds  de  Torbe  du  quatrième  satellite,  sur  ce 
plan,  est  de  yôSa^ô^. 

On  voit  par  là  que  l'orbe  de  chaque  satellite  a  une  inclinaison 
qui  lui  est  propre,  circonstance  qui  est  due  à  l'aplatissement  de 
Jupiter,  dont  l'inlluencc  sur  les  mouvements  des  nœuds  des 
orbes  des  satellites  est  très-considérable.  Il  reste  maintenant  à 
connaître  les  inclinaisons  propres  à  chaque  orbe,  et  les  positions 
des  nœuds.  Nous  verrons  bientôt  ce  que  les  observations  ont  ap- 
pris sur  cet  objet. 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE  HUITIÈME.  151 


CHAPITRE  XL 


DE  LA  LIBRATION  DES  TROIS  PREMIERS  SATELLITES  DE  JUPITER. 


29.  On  a  vu  dans  le  n*'  15  que  les  moyens  mouvements  des 
trois  premiers  satellites  de  Jupiter  sont  assujettis  au  théorème 
suivant,  qui  a  lieu  généralement  par  rapport  à  un  axe  mobile 
suivant  une  loi  quelconque. 

Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui  du  troisième, 
est  rigoureusement  égal  à  trois  fois  le  moyen  mouvement  du  second  sa- 
tellite. 

Pour  faire  voir  jusqua  quel  point  ce  théorème  est  conforme 
aux  observations,  je  vais  rapporter  ici  les  moyens  mouvements 
séculaires  de  ces  trois  corps,  tels  que  Delambre  les  a  déterminés 
par  la  discussion  d'un  nombre  immense  d*éclipses.  Il  a  trouvé 
qu'en  cent  années  juliennes  ces  mouvements  sont,  par  rapport  à 
Téquînoxe, 

I"  satellite 825826i%633i3, 

II*  sat 4i  l4l25^8lQ77, 

Il^sat 2o42o57%9o398. 

Le  moyen  mouvement  du  premier,  moins  trois  fois  celui  du  se- 
cond, plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  ainsi  égal  à  27^8. 
Cette  différence  est  si  petite ,  que  Ton  doit  être  étonné  de  l'accord 
de  la  théorie  avec  les  observations.  Cependant,  comme  les  tables 
doivent  être  rigoureusement  assujetties  au  théorème  précédent, 
Delambre  a,  pour  cet  objet,  légèrement  altéré  les  trois  résultats 
précédents. 
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Par  le  n®  15,  les  époques  des  moyens  mouvements  des  trois 
satellites  sont  assujetties  au  théorème  suivant  : 

T/époque  du  premier  satellite ,  moins  trois  fois  celle  du  second ,  plus  deux 
fois  celle  du  troisième,  est  exactement  égaie  à  la  demi-circonférence,  ou 
à  aoo^ 

Delambre  a  déterminé  ces  époques  par  la  discussion  d'un  très- 
grand  nombre  d'éciipses,  et  il  a  trouvé  les  époques  suivantes, 
pour  le  minuit  commençant  le  i*' janvier  de  lySo, 

P^  satellite l6^69584, 

IP  sat 346°,o52i, 

IlPsat ll^4l354. 

L'époque  du  premier,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux 
fois  celle  du  troisième,  est  ainsi  égale  à  2 00^01962,  ce  qui  sur- 
passe la  demi-circonférence,  de  196\2.  Les  observations  satisfont 
donc  un  peu  moins  exactement  au  théorème  sur  les  époques, 
qu'à  celui  sur  les  moyens  mouvements.  Elles  pourraient  en  dif- 
férer encore  plus,  par  la  considération  suivante. 

A  la  distance  où  nous  sommes  des  satellites  de  Jupiter,  ils  dis- 
paraissent à  nos  yeux,  avant  que  d'être  entièrement  plongés  dans 
l'ombre  de  cette  planète;  ils  ne  reparaissent  qu'après  s'en  être  en 
partie  dégagés.  Pour  déterminer  l'instant  de  la  conjonction  d'un 
satellite,  on  suppose  qu'au  moment  de  l'immersion,  son  centre 
est  à  la  môme  distance  du  cône  d'ombre  qu'au  moment  de  l'é- 
mersion;  or  il  peut  arriver  que  la  partie  du  disque  du  satellite 
qui  se  plonge  la  première  dans  l'ombre,  et  qui  par  conséquent 
reparaît  la  première,  soit  plus  ou  moins  propre  à  réfléchir  la  lu- 
mière du  soleil  que  la  partie  qui  s'éclipse  la  dernière,  et  alors  il 
est  visible  qu'au  moment  de  l'immersion  la  distance  du  centre  du 
satellite  à  la  surface  du  cône  d'ombre  sera  plus  ou  moins  grande 
qu'au  moment  de  l'émersion.  L'instant  de  la  conJQuction,  tiré  des 
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observations,  sera  donc  plus  ou  moins  avancé  que  le  véritable 
instant.  Les  époques  des  longitudes  moyennes  des  trois  premiers 
satellites,  conclues  des  observations  de  leurs  éclipses,  peuvent 
difiTérer  ainsi  des  époques  réelles,  et  ne  pas  satisfaire  exactement 
au  théorème  énoncé  ci-dessus.  A  la  vérité,  cela  suppose  que  la 
partie  du  disque  qui  s'éclipse  la  première  est  toujours  sensible- 
ment la  même;  et  c  est  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature,  les  satellites 
présentant  constamment,  comme  on  sait,  la  même  face  à  Jupiter, 
ainsi  que  la  lune,  à  la  terre.  La  considération  que  nous  venons 
de  présenter  n'empêche  pas  les  observations  de  satisfaire  au  théo- 
rème sur  les  moyens  mouvements  qui,  donnés  par  la  diflFérence 
des  époques  séparées  par  de  grands  intervalles,  sont  indépen- 
dants des  inégalités  qui  peuvent  exister  dans  la  lumière  des 
diverses  parties  du  disque  des  satellites,  du  moins  lorsque  Ton 
considère  autant  d'immersions  que  d'émersions. 

La  différence  entre  le  résultat  des  observations  et  le  théorème 
sur  les  époques  étant  peu  considérable,  Delambre  a  jugé  plus 
convenable  d'y  assujettir  les  époques  de  ses  tables,  les  corrections 
qu'il  faut  faire  aux  observations  étant  dans  les  limites  des  erreurs 
dont  elles  sont  susceptibles. 

Les  deux  théorèmes  précédents  donnent  lieu,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  n^  15,  à  une  inégalité  particulière  que  nous  avons  dési- 
gnée sous  le  nom  de  libration  des  satellites,  et  dont  nous  avons 
donné  l'expression  analytique.  Pour  l'évaluer  en  nombres,  nous 
observerons  que  l'on  a,  par  le  n°  22, 

F=       i,A6638o, 
G  =  —  0,867159. 

L'expression  /c  du  n""  14  devient  ainsi 


.// 


{a  4  4a  ) 
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la  valeur  de  k  est  donc  positive,  comme  nous  Tavons  annoncé 
dans  le  n^  15,  où  nous  avons  fait  voir  que  le  signe  de  k  déter- 
mine si  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins  trœs 
fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  égale 
à  zéro  ou  à  la  demi-circonférence;  le  signe  négatif  déterminant 
le  premier  cas,  et  le  signe  positif,  le  second  cas. 

Si  Ton  substitue  pour  m,  m,  rn,  leurs  valeurs  précédentes,  on 
aura 

k=z  0,000000607302. 

Nous  avons  observé  dans  le  n*"  15,  que  si  le  théorème  sur  les 
moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  n'était  pas  rigou- 
reusement exact,  les  observations  s'en  écarteraient  de  loo"*,  dans 

un  temps  plus  petit  que = .  Soit  T  la  durée  de  la  révolution 

sidérale  du  premier  satellite,  on  aura  nT=  ^00"";  le  temps  pré- 

T 

cèdent  devient  ainsi .  En  substituant  pour  T,  sa  valeur 

i\/Tk 
donnée  dans  le  n°  20,  il  devient  4oiJ*'"",3i4;  par  conséquent,  il 
est  au-dessous  de  deux  années,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans 
le  n°  15. 

Les  expressions  de  v,  v  et  v"  dépendantes  de  la  libration,  et 
que  nous  avons  trouvées  dans  le  n°  15,  deviennent,  en  y  substi- 
tuant pour  m,  m'  et  rn,  leurs  valeurs  précédentes, 

V  =      P.sin.[nt.^-hA), 

V  =  —  P.  o,8899i2.sin.(7if.\/^H-i4), 
v'  =       P.  0,0631 1 5. sïn.[nt.^k -h A) , 

P  ei  A  étant  deux  arbitraires  que  les  observations  doivent  déter- 
miner. La  durée  de  la  période  de  cette  inégalité  est     ^^   ,  ou 

^  ^  n.\fk 
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T 

-  ;  cette  durée  est  donc  de  2  2  7oJ°"",i8,  c est-à-dire  d'un  peu 


\/k 

plus  de  six  ans. 

Après  avoir  considéré  rensemble  du  système  des  satellites, 
nous  allons  développer  la  théorie  particulière  de  chacun  d'eux, 
en  commençant  par  le  quatrième. 


20. 
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CHAPITRE  XII. 


THÉORIE  DU  QUATRIÈME  SATELLITE. 


30.  Delambre  a  trouvé,  par  la  discussion  de  toutes  les  éclipses 
observées  du  quatrième  satellite,  que  son  mouvement  moyen, 
par  rapport  à  Téquinoxe  terrestre  du  printemps,  est,  en  cent 
années  juliennes,  égal  à 

875427^45956. 

Il  a  trouvé,  de  plus,  que  la  longitude  moyenne  de  ce  satellite, 
par  rapport  au  même  équinoxe,  à  Tinstant  de  minuit  commen- 
çant le  premier  janvier  de  1760  (et  c'est  ce  que  j'entendrai  dans 
la  suite  par  l'époque  de  1 760),  était  égale  à 

80^61249. 
Soit  donc 

r=8o%6i249H-f.8754%2745956  : 

t  exprimant  ici  un  nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  le 
commencement  de  1760,  0^  exprimera  la  longitude  moyenne  du 
quatrième  satellite,  observée  du  centre  de  Jupiter  et  rapportée  à 
l'équinoxe  terrestre  du  printemps. 

Delambre  a  pareillement  trouvé  que  le  périjove  de  ce  satel- 
lite avait  un  mouvement  annuel  et  sidéral  de  7959", io5,  ou  de 
81 1 3'',735 ,  par  rapport  à  l'équinoxe  du  printemps;  et  que  la  lon- 
gitude moyenne  de  ce  périjove  était,  en  1760,  égale  à 

20o%38o56; 
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soit  donc 

tïr^=2oo^38o55-f-^8ll3^735; 

6'^ — ^  sera  Tanomalie  moyenne  du  satellite»  comptée  du  péri- 
jove,  et  Ton  aura 

r— tîr''=28o°,23i94H-f.8753%463222i. 

On  a  vu  dans  le  chapitre  ix,  que  le  coefficient  du  plus  grand 
terme  de  Téquation  du  centre  est  égal  à  92  65^56.  Il  est  facile 
d*en  conclure  que  la  partie  elliptique  de  la  longitude  du  qua- 
trième satellite  est 

ô'^-+-92  65'\56.sin.    \^ — w'^) 
42^1 4. sin.  i{^ — 'Ot'^) 
o\2  7.  sin,  3(0* — ter^). 


Le  quatrième  satellite  participe  un  peu  de  l'équation  du  centre 
du  troisième.  Delambre  a  trouvé  le  coefficient  de  cette  équation 
égal  à  1 709^,05 ,  et  la  longitude  du  périjove  correspondante,  en 
1760,  égale  à 

343%82o67. 

Le  mouvement  annuel  et  sidéral  de  ce  périjove  est,  par  le  n**  28, 
égal  à  2  9009'',8,  et  par  conséquent  son  mouvement  annuel  tro- 
pique est  égal  à  29l64^43.  Soit  donc 

i/=343%82o67H-f.29i64",43. 

Désignons  par  B^  la  longitude  moyenne  tropique  du  troisième 
satellite;  B^ — 'd'  sera  sa  longitude  moyenne,  comptée  du  péri- 
jove. Pour  déterminer  B\  nous  observerons  que  Delambre  a  trouvé 
le  mouvement  annuel  de  ce  satellite,  en  cent  années  juliennes, 
égal  à 

2o42o57%9o4o; 
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et  sa  longitude  moyenne,  à  l'époque  de  1760,  égale  à 

ii%39349; 

on  a  ainsi 

9"=i  l^39349  H- f.  20420^6790^0; 

et  par  conséquent 

0"— «''=67°,57q82  -t-f.  2o4i7",662597. 

L'équation  du  centre  du  troisième  satellite  sera  ainsi 

i7O9",o5.sin.(0' — tzr*). 

On  a  par  le  chapitre  ix,  relativement  à  cette  équation  du  centre, 

l'équation  du  quatrième  satellite,  dépendante  du  périjove  du  troi- 
sième, sera  donc 

—  1 709",o5.  o,  1 2 91 564.  sin.(0" — tsT"') , 

et  par  conséquent  elle  sera 

—  2  2o",73.sin.(9" — ^"). 

Si  l'on  nomme  II  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  rapportée  à 
l'équinoxe  du  printemps;  l'expression  de  Si;'^  du  n^  21  devient,  en 
y  substituant  pour  m"  sa  valeur  trouvée  dans  le  n"*  27,  et  négli- 
geant les  termes  dépendants  de  m  et  de  m,  ce  que  l'on  peut  faire 
ici  sans  erreur  sensible, 

—  3l^36.sin.    {B'—er) 

—  i4\i2.sin.2(0''— 0") 

—  2\95.sin.3(0"— r) 

—  o^9o.sin.4(V— 0") 

—  o",33.sin.5(0^— 0") 
i2",99.sin.  (2  0^^ — 211). 
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Si  Ton  considère  ensuite  que,  par  le  n**  6, — iV  étant  le  coeffi- 
cient du  plus  grand  terme  de  l'équation  du  centre  du  quatrième 
satellite,  on  a,  en  considérant  la  plus  grande  équation  du  centre, 

—  2/1"'=  92  65^56; 
on  aura,  par  le  n**  22,  l'inégalité 

o,oa4A49.T-9265",56.sin.(r-+-tîr^— qH), 

inégalité  qui  se  réduit  à 

66\94.sin.(r-+-tïr"— 2n). 

En  désignant  par  V  l'anomalie  moyenne  de  Jupiter,  comptée  du 
périhélie,  on  a,  par  le  n*"  22,  l'inégalité 

—  349^79.sin.  V. 
Enfin ,^  on  a,  par  le  n°  24,  l'inégalité 

—  49^5l.sin.(^  754l"-^3l^9l988). 

7541"  est  le  mouvement  annuel  et  sidéral  supposé  au  nœud  du 
quatrième  satellite;  mais  nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre  ix, 
que  ce  mouvement  est  plus  grand  et  égal  à  7682'',64.  U  en 
faut  retrancher  la  variation  annuelle  de  **•',  qui,  par  le  n*^  23,  est 
égale  à  o",82  59;  l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

—  49\5i.sin.(f.768i',8i-f-3i%9i988). 


En  rassemblant  toutes  ces  inégalités,  on  a  pour  la  longitude  v" 
du  quatrième  satellite,  comptée  sur  son  orbite,  de  l'équinoxe  du 
printemps  terrestre, 
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/=:0"-f-9Q65^56.sin.    (0"— w") 

4^',  1 4.  sin.  2  (ô* —  tar^) 

o^2  7.sin.3(0*' — ter^) 
3l^36.sm.  (0'— ô") 
1 4\  1 2 .  sin.  2 [ff' —  0*  ) 

2\95.sin.  3(0^—0") 

o^9O.sin.4(0'  — 0") 

o'\33.sin.5(0''— 0^^) 

2  2  o",  7  3 .  sin .    (0'* —  "uf) 

12^99. sin.  (20*' — 211) 

66'\94.sin.    (0''-t-tîr^— 2n) 

—  349^79.sin.  V 

—  49^5l.sin.(^768l^8l-+-3l^9l988). 

Considérons  maintenant  le  mouvement  en  latitude.  Ce  mou- 
vement dépend  de  Tinclinaison  de  Téquateur  de  Jupiter  à  son 
orbite,  et  de  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  à  une  époque 
donnée.  Delambre  a  trouvé  par  la  discussion  d'un  très-grand 
nombre  d'éclipsés,  principalement  du  troisième  et  du  quatrième 
satellite,  que  l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'orbite  de  Jupiter  était 
de  3^4352,  en  1760,  et  qu'à  la  même  époque  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant  était  de  348^62l3.  De  plus,  la  précession 
moyenne  annuelle  des  équinoxes  étant  1 54'',63,  et  la  précession 
annuelle  de  l'équinoxe  de  Jupiter  étant,  par  le  n®  23 ,  égale  à 
o",82  59,  le  mouvement  annuel  de  ce  second  équinoxe,  relative- 
ment au  premier,  sera  1 53'',8  ;  en  sorte  que  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l'équateur  de  Jupiter  sera 

348%62i3-4-ti53",8. 

Le  terme  (X"' — 1).  0.  sin.(t;*'-4-'*'')  de  l'expression  de  la  latitudes' 
du  quatrième  satellite,  trouvée  dans  le  n®  10,  deviendra  ainsi 

(i_X'^).3%4352.sin.(t;''— 348^62l3— 1. 153^8); 
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en  substituant  pour  V  sa  valeur  donnée  dans  le  n®  28,  on  aura 

2^98o5l.sin.(t;''^-5l^3787  — M53^8). 

Le  terme  r.sin.(/-f-/)f-hA),  qui,  par  le  n^'lO,  entre  dans  l'ex- 
pression de  s^,  et  qui  est  relatif  à  Tinclinaison  propre  de  Torbite 
du  quatrième  satellite  sur  son  plan  fixe,  suppose  la  connaissance 
de  r  et  de  A.  Delambre  a  trouvé 

=—2771  ,6, 
et  en  1760, 

A  =  83^Q986l. 

La  valeur  de  p  relative  à  ce  terme  est,  par  le  chapitre  ix,  7682'',64  ; 
pour  le  rapporter  à  l'équinoxe  mobile  du  printemps  terrestre,  il 
faut  en  retrancher  1 54^63  ;  le  terme  précédent  devient  ainsi 

—  2  77l^6.5in.(/-f-83^2986l-f-f.  7528>i). 

La  comparaison  des  éclipses  du  troisième  satellite  a  donné  à 
Delambre  la  valeur  de  f,  propre  à  Torbite  du  troisième  satellite, 
égale  à  — 2283^9,  et  la  valeur  de  A  qui  lui  est  relative  égale, 
en  1760,  à  2o8%32562.  De  plus,  la  valeur  correspondante  de  p 
est,  par  le  n'*28,  28375\A8;  en  en  retranchant  l54^63,  on  aura 
282  20^85  pour  le  mouvement  annuel  tropique  du  nœud  de 
Torbite  du  troisième  satellite  sur  son  plan  fixe.  La  partie  de  / 
relative  à  ce  mouvement  est  donc 

—  2283\9.  sin.(i;'-h 2o8°,32562  -f-f.  28220^85). 

Pour  avoir  la  partie  correspondante  de  /,  il  faut  multiplier  le 

coefficient  de  ce  terme  par  -p ,  et  cette  jfraction,  par  le  chapitre  ix, 
est  égale  à  — 0,1966650,  ce  qui  donne  dans  s"  le  terme 

448\93.sin-(t;"-i-2o8%32562-h(.2822o'\85). 

TOME   IT.  21 
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Delambre  a  trouvé  la  valeur  de  /'  relative  à  rinclinaison  propre 
de  l'orbite  du  second  satellite  sur  son  plan  fixe,  égale  à  — 5i 52^2 , 
et  la  valeur  correspondante  de  A  en  lyôo,  égale  à  3o3%76542. 
La  valeur  de  p  relative  à  cette  inclinaison  est,  par  le  n""  28, 
i3387o\4-  En  en  retranchant  l54^63,  on  aura  l337l5^77, 
pour  le  mouvement  annuel  tropique  du  nœud  de  Torbite  du  se- 
cond satellite  sur  son  plan  fixe.  La  partie  de  s  relative  à  ce  mou- 
vement est  donc 

—  5l5Q^2.sin•(t;'-^-3o3^76542-^■M337l5^77)- 

Pour  avoir  la  partie  correspondante  de  s",  il  faut  multiplier  le 

r 

coefficient  de  ce  terme  par  p-,  et  cette  fraction,  par  le  chapitre  ix, 
est  égale  à  —  0,0009312,  ce  qui  donne  dans  /  le  terme 

4^8o•sin.(t;"^-3o3^76542-+-M337l5^77). 
Il  nous  reste  à  considérer  l'inégalité  de  / 

—  0,00144781 5.(L'—r).sin.(i;''—2f/—/)f— A) 

donnée  à  la  fin  du  n''  23.  Si  Ton  suppose  que  la  valeur  de  p  soit 
relative  au  déplacement  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter, 
on  a,  par  le  n"*  10, 

et  par  conséquent 

r—L'={i—r).{L—U). 

(1 — ^'^)(J^  —  L').sin.(i;''-t-/)f-l-A)  est  la  latitude  du  satellite  au- 
dessus  de  l'orbe  de  Jupiter,  en  le  supposant  mû  sur  son  plan 
fixe,  et  nous  venons  de  voir  que  ce  terme  est  égal  à 

2^98o5l.sin.(l;^^-6l^3787  — M53^8); 
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rinégaliié  précédente  de  s"  deviendra  donc 

2^98o5l.o,ooU478l5.sin.(t;''— 2f/— 5l^3787-t-M53^8), 

et  par  conséquent  elle  sera 

43',i5.sin.(i;"— 2f/— 5l^3787-+-M53^8); 

parmi  les  autres  termes  renfermés  dans  Texpression 

—  o,ooa478i5.(L— r).sin-(î;"'— 2f/— pt— A) 

le  seul  qui  soit  sensible  est  celui  qui  est  relatif  à  Tinclinaison 
propre  de  Torbite  du  satellite  sur  son  plan  fixe.  Dans  ce  cas, 
L  est  nul,  puisque  la  position  de  Forbite  de  Jupiter  n'est  point 
sensiblement  altérée  par  Faction  des  satellites.  On  a  de  plus,  par 
ce  qui  précède, 

r.sin.(i;%p(+A)=~277i',6.sin.(/+83S2986i+f.7528",oi); 
le  terme  précédent  devient  ainsi 

—  4>i.sin.(t;^— 2f/— 83%2986i— f.7528',01). 

En  rassemblant  ces  di£Pérents  termes  de  la  latitude  /  du  qua- 
trième satellite,  au-dessus  de  Torbite  de  Jupiter,  on  aura 

5"'=2^98o5l.sin.(t;"'-+-  bi^^-jS^  — m53',8) 
— 2771^,6  .sin.(t;''-+-  83^2986l-hf.7528^ol) 
-f-  448',93.sin.(î;''-+-2o8%32562-^-f.2822o\85) 
4^8o.sin.(l;"'-f-3o3^76542-4-M337l5^77) 
43',i5.sin.(V— 2^7— 5l^3787  -^-f.i53',8) 

—  4>i.sin.(i;''— 2f/— 83^2986l— f.7528',01). 

Dans  les  éclipses  du  satellite  et  dans  celle  de  Jupiter  par  ce  sa- 
tellite, ces  expressions  de  v'  et  de  /  se  simplifient;  car  on  peut 

21. 
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y  supposer  ail  et  Qt/  égaux  à  qô'*  et  à  av*^;  et  alors  on  a  dans  ces 
phénomènes 


V 


m 


42',i4-sin.2(r- 
o',Q7.sin.3(ô^- 

—  3iV36.sin.  [B'- 

—  iil',i2.sin.2(0''- 

—  2^,95.  sin-3(d''- 

—  o^90.  sin,4(d' —  &^ 

—  o^^Z.sm.ble'  —  B" 

—  3il9^79.sin.F 

—  49\5i.sin.(f.768i\8n-3i%9i988); 


B" 
B" 


2  2  o\  7  3  •  sin,  (0* —  "&") 


s 


2^9762l.sin.(t;"'^-  5l^3787  — m53',8) 
2767\6  .sin.(V-f-  83%2986i-+-f.7528\oi) 
4A8\93.sin.(V-h2o8%32562-Hf.2822o',85) 
4^8o.sin.(/-h3o3^765A2^f.l337l5^77). 

Cette  expression  de  s"  donne  l'explication  d'un  phénomène  sin- 
gulier que  les  observations  ont  présenté,  relativement  à  l'incli- 
naison de  l'orbe  du  quatrième  satellite  et  au  mouvement  de  ses 
nœuds.  L'inclinaison  sur  l'orbite  de  Jupiter  a  paru  à  peu  près 
constante  depuis  1680  jusque  vers  1760,  et  à  peu  près  égale  à 
2% 7.  Les  nœuds  sur  cette  orbite  ont  eu  dans  cet  intervalle  un 
mouvement  direct  d'environ  huit  minutes  par  année.  L'incli- 
naison depuis  1760  a  augmenté  d'une  quantité  très-sensible.  On 
aura  l'inclinaison  de  l'orbite  et  la  position  de  ses  nœuds  à  une 
époque  déterminée  en  donnant  à  f  la  valeur  qui  convient  à  cette 
époque.  Mettons  l'expression  précédente  de  s"  sous  cette  forme, 

il .  sin.  v*^ — B.  cos,  v' : 


■ 


on  déterminera  A  et  fi  en  faisant  successivement  t;*=ioo*',  et 
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v'=:  2  00**,  dans  Texpression  de  s" ;  -j  sera  la  tangente  de  la  Ion- 

gitude  du  nœud,  et  y/A'-i-^'  sera  Tinclinaison  de  Torbite.  Cela 
posé,  si  Ton  fait  successivement  f=  —  70,  t=^  —  3o,  f=io, 
ce  qui  répond  aux  années  1680,  1720  et  1760,  on  aura 

Inclinaison.  Longitude  du  nœud. 

1680 2%75l5 ./.    3A6°,019i; 

1720 2%72io 348^ll86; 

1760 2%7i23 352%3238. 

Si  Ton  représente  l'inclinaison  par  la  formule  2*^,75 1 5 -f-A^f-+-Pf*, 
t  étant  ici  un  nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  1 680 , 
on  aura,  en  comparant  cette  formule  aux  trois  inclinaisons  pré- 
cédentes, 

iV=  —  o^oo  1  o35 ,       P=  o^ooooo68 1 2  5. 

Le  minimum  de  la  formule  répond  à  f:=  76,963,  ou  à  Vannée  1 766. 
La  moyenne  des  trois  inclinaisons  précédentes  est  2*^,7283  ;  le 
mouvement  moyen  annuel  du  nœud,  depuis  1680  jusqu'à  1760, 
est  de  7',88.  Ces  résultats  sont  entièrement  conformes  à  ceux 
que  les  astronomes  ont  trouvés  par  les  éclipses  observées  dans 
cet  intervalle.  Mais  depuis  1760,  l'inclinaison  a  varié  d'une  quan- 
tité très-sensible.  La  valeur  précédente  de  /  donne,  en  1 800,  cette 
inclinaison  égale  à  2*^,8657,  et  la  longitude  du  nœud  égale  à 
355%88i7.  Les  observations,  en  confirmant  ces  résultats,  nous 
forcent  ainsi  de  renoncer  à  l'hypothèse  d'une  inclinaison  cons- 
tante, et  il  eût  été  difficile,  sans  le  secours  de  la  théorie,  de 
connaître  la  loi  de  ses  variations. 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  quatrième  satellite,  nous 
reprendrons  la  formule  du  n**  26, 

t  —  T.(l-X).{  r- -^ 

±Y/(i+i^4-(i+p')-r)-(»+T^-(i+p').|- 
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Dans  cette  formule ,  T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds.  Delambre  a  trouvé,  par  un  milieu 
entre  toutes  les  observations,  cette  demi-durée  égale  à  qq^i". 
Mais  depuis  Tinvention  des  lunettes  achromatiques,  la  demi- 
durée  lui  paraît  moindre  de  Sa",  par  la  discussion  de  toutes  les 
éclipses  observées  depuis  cette  époque.  Nous  supposerons  donc 
7^=9890''.  6  est  le  moyen  mouvement  synodique  du  satellite, 
pendant  le  temps  T,  et  Ion  a  6  =  2  36i3\  La  valeur  de  p  est, 
par  le  n°  26,  égale  à 

On  a  vu  précédemment  que  p  =^0,07  i3oo8a  ;  de  là  on  tire 

^'=0,0729603. 

La  valeur  de  X  est,  par  le  n"*  26,  à  très-peu  près  égale  à    ^  ,  , 

et  par  conséquent,  en  ne  considérant  que  le  plus  grand  terme 
de  v',  on  aura 

A= 0,01 45543.  cos.(d'' — tsr''). 

On  a  vu  encore  dans  le  n^  26  que  la  valeur  de  T  doit  être  mul- 
tipliée par  le  facteur 

J?  étant  ici  Texcentricité  de  Torbite  de  Jupiter.  Ce  facteur  de- 
vient ainsi 

1 —  0,0006101.  COS.  V. 
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Nommons  C  la  valeur  de  ^ — |-^  ;  on  aura 

?=  1, 352380- sin.(t;"~f-  6^,3787  — m53\8) 
—  0,126759. sin,(/-f-  83%2986i-hi.7528'',oi) 
0,020399.  sin.(v'^-f-2o8%32  562-f-f.2  82  2  o\85) 
0,0002 1 8.  sin.(t;''-i-3o3°,76542H-  f.  1 337 1  ^  »77)- 


Cela  posé,  si  Ton  néglige  le  carré  deX,  ce  qui  réduit  la  quantité 
sous  le  radical  de  l'expression  de  f,  à  i-hX  —  C*;  si  Ton  néglige 

les  produits  de  X  et  de  ff  par  -pr  ;  on  aura 


f  =  - 366",832 . ^-TT  ±  9890'. (i-X - 0,0006 1  o  1  .cos. V) .y^i+X-^*. 

Il  est  facile  d'en  conclure  les  instants  de  l'immersion  et  de  Té- 
mersion  du  satellite,  en  observant  que  t,  par  le  n°  26,  exprime 
le  temps  écoulé  depuis  l'instant  de  la  conjonction  du  satellite 
projeté  sur  l'orbite  de  Jupiter,  instant  que  l'on  détermine  au 
moyen  des  tables  de  Jupiter  et  des  expressions  précédentes  de  v"" 
et  de  s^.  La  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 


i978o".(i  — A  — o,ooo6ioi.cos.F).y/i+A  — ^*. 


168  MECANIQUE  CELESTE 


CHAPITRE  XIII. 


THEOBTE  DU  TROISIEME  SATELLITE. 


31.  On  a  vu  dans  le  chapitre  précédent  que 

6'=    1 1%39349  -4-f .  2oA2o%5790ilo, 
tzr''=343^82o67-h^29l6A^43. 

On  a  vu  encore  que  l'équation  du  centre  propre  à  ce  satellite  est 

1709^06  .sin.(0''  —  tsT*). 

Ce  satellite  a,  comme  on  Ta  vu,  une  seconde  équation  du  centre, 
relative  au  périjove  du  quatrième ,  et  égale  à 

756\6i.sin.(0'' — w"). 

L'expression  de  hv  du  n°  20  devient,  en  y  substituant  pour 
m,  m'  et  m"  leurs  valeurs, 

^1^"=      4^2i.sin.   [B — B") 

—  SoS^ao.sin.   [&  — -B") 

—  ii",8A.sin.2(9'  — r) 

—  2^37.sin.3(0'  — 0") 

—  45^2 9.  sin.  (6" — B"') 
-h  l54^47.sin.2(0'' — B"") 
^    io\86.sin.3(0^— rj 

2^53.sin4(e'  — i^^) 
2",39.  sin.(2  6'' —  2II  ). 

Le  théorème  sur  les  époques  des  trois  premiers  satellites  donne 

0  —  0^=200^^-30'  — 30^• 
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les  deux  termes 

r,2i,sin.  {6—6") 

se  réunissent  ainsi  dans  un  seul, 

—  6\bS.sïn.^^'—e'). 

Si,  dans  Texpression  de  (/  du  n*'22,  on  substitue  d'abord  pour 
g  sa  valeur  relative  à  l'abside  du  troisième  satellite,  et  qui  est 

égale  à  29009^8;  si  Ton  y  substitue  encore  pour  -p  sa  valeur 

relative  à  cette  valeur  de  g,  et  si  l'on  observe  qu'ici 

—  2A''=l709^o5; 

l'inégalité  Q'.sin.{nt — an'f-he — 2e'-f-^(-+-r),  dun"*  22,  deviendra 

—  95\i8.sin.(0  — 20'-+-tîr"): 

0  —  2$'  est  égal  à  aoc'^-hô' — 26",  ce  qui  change  l'inégalité  pré- 
cédente dans  celle-ci , 

95',i8.sin.(d'— 2d'-+-tîr'). 

En  substituant  dans  (/,  pour  g,  la  valeur  relative  à  l'abside  du 
quatrième  satellite,  et  pour  p,  p,  les  valeurs  dépendantes  de 
cette  valeur  de  g,  et  en  observant,  de  plus,  qu'ici 

—  2A"=:9265^56; 

la  même  inégalité  devient 

43',58.sin.(0'  — 20'-f-t!T"). 
L'inégalité  du  n«  22 , 

-i49\96V ^'^7*'w^      a^n.\W^^^'^^^)^ 

TOME  IT.  22 
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devient,  en  y  substituant  pour  m,  m',  m  et  k,  leurs  valeurs, 


ikl\k^  .sin.K 


L'inégalité  du  n^  22, 


produit,  à  cause  de  la  double  excentricité  du  troisième  satellite, 
les  deux  inégalités  suivantes  : 


5'',2  9-sin.(0'' —  an -+-«') 
2\34.sin.(d'  — an-+-«"). 


Il  nous  reste  à  considérer  Téquation  de  la  libration  du  troisième 
satellite;  mais  il  résulte  du  n"*  29  que  cette  équation  nest  pas 
un  dixième  de  celles  du  second  et  du  premier  satellite,  et  celles- 
ci  n'ayant  pu  encore  être  remarquées ,  il  eo  résulte  que  celle  du 
troisième  est  tout  à  fait  insensible.  En  réunissant  donc  toutes  les 
inégalités  du  troisième  satellite,  on  aura,  pour  Texpression  de  sa 
longitude  dans  ses  éclipses,  où  Ton  peut  supposer  211  =  aô^ 


V 


6  -f-1703  ,76.sin.  [6  - 

-o*) 

H-  754',2  7.sin.  ((?'- 

«f) 

—  8o8',ao.sin.  [B' - 

-n 

ii",84.sin.2(0' 

-d') 

6',58.sin.3(Ô'- 

-n 

—     45',3a.sm.  [$'- 

-o 

-+-  i54',47.sin.a(0'- 

-n 

-h     io',86.sin.3(d'- 

G") 

-^       2',53.sin4(ô'- 

-er) 

-+-     95',i8.sin.  [d' - 

20' -hW) 

-+-     43',58.sin.  [6'- 

20'-+-'©') 

—   i47',42.sin.K. 
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Le  troisième  satdlite  préscale  dans  ses  mouvements  des  va- 
nations  singulières,  qui  dépendent  de  la  double  éqiiation  do 
centre  que  renferme  sa  théorie.  Pour  les  expliquer,  Wargentin 
eut  recours  à  deux  équations  particulières  dont  les  périodes  dans 
les  éclipses  sont  de  douze  ans  et  demi  et  de  quatorze  ans,  et  qui 
sont  en  elles-mêmes  deux  équations  du  centre,  rapportées  à  des 
absides  mues  avec  différentes  vitesses;  mais,  les  observations 
Tayant  forcé  de  les  abandonner,  il  leur  a  substitué  une  excentri- 
cité variable.  La  première  hypothèse  de  ce  savant  astronome 
était,  comme  on  vient  de  le  voir,  conforme  à  la  nature;  mais  il 
s*était  trompé  sur  la  période  et  la  grandeur  de  ces  équations, 
parce  qu'il  ignorait  que  Tune  d'elles  se  rapporte  à  Tabside  du 
quatrième  satellite.  On  a  par  ce  qui  précède 


<!»'  = 

=343°,8ao67   -4-t.29i64',43, 

-©•= 

=  2oo°,38o55i-Hf.    8ii3',735. 

En  comparant  ces  deux  expressions,  on  voit  que  les  deux  péri- 
joves  du  troisième  et  du  quatrième  satellite  coïncidaient  en 
1682,  et  alors  le  coefficient  de  Téquation  du  centre  était  égal  à 
la  somme  des  coefficients  des  deux  équations  partielles,  cest-À* 
dire  à  3458',o3.  En  1777,  le  périjove  du  troisième  satellite  était 
plus  avancé  de  200°  que  celui  du  quatrième,  et  alors  le  coefficient 
de  Téquation  du  centre  était  égal  à  la  différence  des  coefficients 
des  deux  équations  partielles,  ou  à  ghg\àg  :  ces  résultats  sont 
entièrement  conformes  aux  observations. 

Considérons  présentement  le  mouvement  du  satellite  en  lati- 
tude. La  partie 

de  l'expression  de  s'  du  n*"  10  devient,  en  y  substituant  pour  X', 
6',  p  et  A,  leurs  valeurs, 

3%342i3.sin.(i;'-+-5i%3787  — m53*,8). 

22. 
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Le  terme  r.sm.(/-+-^fH-A),  qui,  par  le  même  numéro,  entre 
dans  l'expression  de  s\  et  qui  est  relatif  à  Tinclinaison  propre  de 
Torbite  du  troisième  satellite,  est,  par  le  numéro  précédent, 

—  2283',9.sin.{t;'-+-2o8%3Q568-f-f.2822o',85). 

Si  Ton  substitue  dans  le  même  terme,  pour  p  et  A,  leurs  valeurs 
relatives  à  Tinclinaison  propre  de  Torbe  du  quatrième  satellite,  il 
devient,  par  le  numéro  précédent, 

—  2771^6. -p.  sin.(/-+-83^2986-+-f.7528^ol); 
or  on  a  dans  ce  cas,  par  le  chapitre  ix, 

-p  =  o,i24862; 

le  terme  précédent  devient  ainsi 

—  346\o7.sin.(/-f-83%2986~hf.7528',oi). 

Le  terme  r.sin.(i;''-h^(-h  A)  devient  encore,  en  y  substituant, 
pour  ^  et  A,  leurs  valeurs  relatives  à  Tinclinaison  propre  de  l'orbe 
du  second  satellite, 

—  5i52',2  .■TT.sin.(/-f-3o3%76542  H-t.  i337i5*,77); 
on  a  dans  ce  cas,  par  le  chapitre  ix, 

r 

-77  =  — •  o,o34253  ; 

le  terme  précédent  devient  ainsi 

l76^48.sin.(/^-3o3^76542^-M337l5^77). 
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Le  seul  terme  sensible  de  s\  panni  ceux  que  nous  avons  donnés 
à  la  fin  du  n""  23 ,  est  celui-ci  : 

—  0,0006 1926.  [L —  r).  sin.(/ —  2  U — pt —  A)  ; 

en  y  substituant,  pour  L — V,  p  et  A,  les  valeurs  relatives  à 
Téquateur  de  Jupiter,  il  devient 

2o',70.sin.(t;''— af/— SiSSySy-f-f,  i53',8). 

Si  Ton  y  substitue  encore,  pour  T,  ^  et  A,  leurs  valeurs  relatives 
à  Tinclinaison  propre  de  l'orbe  du  troisième  satellite,  et  si  Toi» 
considère  qu'alors  I/'  =  o,  on  aura 

— 1^42  .sin.(/ — 2U —  2o8^32562  — t.  28220^85). 

En  rassemblant  tous  ces  termes  de  la  latitude,  on  aura  dans  les 
éclipses  où  2f/=2/,  à  fort  peu  près, 

/  =  3%34oo6.sin.(/-f-  5i%3787  — m53',8  ) 

—  2282^,5  .sin.(/-+-2o8%32562-f-t.2822o\85) 

—  346',o7.sin.(î;"-f-  83^2986l -hf .  7528\oi) 
-}-  l76^48.sin.(^;'-h3o3^76542-hM337l5^77). 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  troisième  satellite,  nous 
reprendrons  la  formule  du  n"*  26, 

/    ,     f\.  s     as 

'  ±Y/(i+iA+(i+pr^).(i+iA-(i+p').^^^ 

dans  cette  formule,  Test  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses  du 
satellite  dans  ses  nœuds.  Delambre  a  trouvé  cette  demi-durée, 
depuis  l'invention  des  lunettes  achromatiques,  égale  à  7419''. 
Nous  supposerons  donc  à  T  cette  valeur  :  ê  est  le  moyen  mouve- 
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ment  synodiqiae  du  satellite,  pendant  le  temps  T,  et  Fcm  a 
ê  =  4i4io\  La  valeur  de  p  est  ici  0,072286;  la  valeur  de  -X  est, 

par  le  n°  26,  à  très-peu  près  égale  à  —n^^  et  par  conséquent,  en 

ne  considérant  que  les  plus  grands  termes  de  v",  on  a 

^=0,00268457  .cos.(^' — W) 

-ho,ooii8848.cos.(0' — ^) 
—  0,00126952  .cos.{0'  —  0*  ). 

On  a  vu  encore,  dans  le  n"*  26,  que  la  valeur  de  T  doit  être  mul- 
tipliée par  le  facteur 


2M 


-     '  .  -pr?  >  .  il  .  COS.  Y  ; 


ce  facteur  devient  ainsi 


0,00039871.  COS.  K. 


Nommons  l  la  valeur  de  - — ^-^,  on  aura 

C  =  o,86485o-sin.(/-4-   5l^3787    — m53\8) 

—  o,o59lOl.sin.(l;'-h2o8^32  562-+-f.2  82  2o^85) 

—  0,00896 i.sin.(i;' -h   83%2986i  -ht.7528',10) 
0,004570. sin.(/-+-3o3^76542  -ht .13371 5\77). 


Cela  posé,  on  aura 

«  =  — 482^,7. -j-r±  741 9^{l— A  — 0,0003987 1.  COS.  Fj.y/i  4- A— C*. 

Il  est  facile  d'en  conclure  les  instants  de  l'immersion  et  de  Témer- 
sion  :  la  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 


i4838".(i— A— 0,0003987 1.  COS.  F).v/i-f- A  — ^'. 


\ 
\ 
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CHAPITRE  XIV. 


THEORIE  DU  SECOND  SATELLITE  • 


32.  La  discussion  des  éclipses  de  ce  satellite  a  donné  son  mou- 
vement séculaire,  par  rapport  à  Téquinoxe  du  printemps  terrestre, 
égal  à 

4ii4i25%8i2765, 

et  sa  longitude  moyenne,  à  Tépoque  de  1760,  égale  à 

a6^4893l. 
Soit  donc 

6'=^i46%4893i-Hf.4ii4i%258i2765. 

Les  diverses  équations  du  centre  du  satellite  sont  comprises  dans 
le  terme 

—  2h!.s\n.[nt-he — gt — F). 

Les  valeurs  de  h  et  de  K,  relatives  aux  deux  premières  valeurs  de 
g,  ont  paru  insensibles  à  Delambre,  malgré  les  tentatives  qu'il  a 
faites  pour  les  reconnaître  :  les  orbes  du  premier  et  du  second 
satellite  ne  paraissent  donc  point  avoir  d'excentricité  propre  sen- 
sible, seulement  ils  participent  des  excentricités  des  orbes  du 
troisième  et  du  quatrième  satellite.  On  a,  par  le  chapitre  ix,  rela- 
tivement à  la  troisième  valeur  de  g,  l'excentricité  propre  de  l'orbe 
du  troisième  satellite, 

A'=:o,2 162920  .h"; 
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or  on  a,  par  le  numéro  précédent, 

—  2h''=  1709^06; 

ainsi  l'équation  du  centre  du  second  satellite,  relative  à  cette 
valeur  de  g,  est 

367^96.  sin.(0' — 'BT*'). 

On  a  relativement  à  la  quatrième  valeur  de  g, 

A'=  0,0 1 73350.  h";  , 

mais  on  a,  par  le  n®  30, 

—  2h!^=g26b\B6; 

Téquation  du  centre  du  second  satellite,  relative  à  cette  valeur 
de  g,  est  donc 

i6o',62.sin.{0' — ^). 

Si  rpn  substitue  pour  m,  m''  et  m',  leurs  valeurs  précédentes, 
dans  Texpression  de  Bv  du  n'^  2 1 ,  et  si  Ton  considère  que  le  théo- 
rème des  époques  donne 

0  —  0'=  200^-4-20—20', 


on  aura 

âi>      —     i63',a9.sm.  {$'— 

-6') 

H-i  1  gao'.ôy.  sin.a  (6'— 

-n 

~h       6o',96.siD.3(0' 

-S') 

H-         4',83.sm4(V 

-6') 

-h         4',66.sm.5(0'- 

-n 

-4-         3\66.sin.6(ô' 

-n 

5',2  8.sin.  ($' 

-er) 

-+-         4'»62.siii.2(0'— 

-&-) 

-+-         o'^Sg.sin.  (aô'- 

• 

— aJ 

n). 
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Il  faut  réunir  à  ces  termes  Tinégalité  du  n*"  25, 

69^78.sin.(20  —  20'), 
ou 

69^78.sin.(40  — 40'). 
Les  valeurs  de  Q  relatives  aux  diverses  valeurs  de  g  sont 

Q=  1,634693.  A, 
Q=  2,4881 06.  A', 
Q=  — 0,662616.  A", 
Q'^^o,o55o35.r. 

De  là  il  suit  que  Texcentricilé  propre  du  premier  satellite  est 
plus  sensible  dans  les  éclipses  du  second  que  dans  celles  du  pre- 
mier; car  Téquation  du  centre  du  premier  est  — 2/1.  sin.{0 — tir), 
et  quoique  le  coefficient  2  A  soit  plus  grand  que  la  valeur  de  Q 
qui  lui  est  relative,  cependant  le  mouvement  du  second  satellite 
étant  deux  fois  moins  rapide  que  celui  du  premier,  Tinégalité* 
dépendante  de  Q  produit,  en  temps,  une  plus  grande  variation 
dans  les  éclipses  du  second  satellite,  que  Téquation  du  centre  du 
premier,  dans  ses  éclipses.  Il  est  encore  curieux  de  remarquer 
que  Téquation  du  centre  du  second  satellite  serait  plus  sensible 
par  l'inégalité  dépendante  de  Q  que  par  elle-même,  puisque  son 
coefficient  est  2^^  tandis  que  celui  de  Tinégalité  dépendante  de 
Q  est  2,488 106.  A'. 

On  a  par  ce  qui  précède, 

—  2A"=i709",o5, 

—  2A''=9265",56; 

les  deux  inégalités  dépendantes  de  Q  et  relatives  à  h"  et  h",  seront 
donc 

566\22.sin.(0— 2Ô'-f-t[T') 

2  54'\97-sin.(0 — 20'-M3r^). 


TOME    IT.  SS 


178  MECANIQUE  CELESTE. 

L'inégalité  du  n"  22 , 


y=-'j^\gS.\i 


ga'm.kn' 


.sin\Mt+E-I), 


devient,  en  y  substituant  pour  m,  m'  et  m\  leurs  valeurs, 

5t;'= — 1 1  i\34.siD.F; 

les  autres  inégalités  du  même  numéro  sont  insensibles.  Enfin,  le 
coefficient  de  Téquation  delà  libration,  relative  au  second  satellite, 
est,  par  le  n**  29, 

—  o, 889902. P, 

P  étant  le  coefficient  de  la  même  équation  relative  au  premier; 
d'où  il  suit  que  cette  inégalité  doit  être  la  plus  sensible  dans  le 
mouvement  du  second  satellite  :  cependant  les  observations  ne 
l'ont  point  fait  reconnaître. 

En  réunissant  toutes  ces  inégalités,  on  aura  dans  les  éclipses 
du  second  satellite. 


V 


B' 


367^,95. 

i6o\62. 

i63\29. 

ii92o\67. 

6o\96. 

74\6i. 

4\66. 

3',66. 

5^28. 

4\62. 

566\2  2. 

254",97. 
111^34. 


sin.  (0' 
sin.  (0'- 
sin.  [&' 
sin.  2(0'- 
sin.3(0' 

sin.  4(0' 
sin.5(0'- 

sin.6(0'- 
sin.  [ff- 
sin.2(0'- 
sin.  {B- 
sin.  (0'- 
sin.F. 


6" 
6' 

20 
2  0' 
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CoDsidérons  maintenant  le  mouvement  du  second  satellite  en 
latitude.  La  partie 

(i— X').0'.sin.(/-4-^t4-A) 

de  l'expression  de  s,  du  n"*  10,  devient,  en  y  substituant  pour 
X',  0\  ^  et  A ,  leurs  valeurs , 

3^4l5o7.sin.(l;'-+-5l^3787— 1.2  53\8): 

le  terme  /'. sin.(i;'-+-^t-+-A),  qui,  par  le  même  numéro,  entre 
dans  l'expression  de  s,  et  qui  est  relatif  à  l'inclinaison  propre  de 
l'orbite  du  second  satellite,  est,  par  le  n**  30, 

—  5i52\2.  sin.(t;'^-3o3^76542  -hf.i337i5\77). 

On  a  par  le  chapitre  ix,  relativement  à  la  première  des  valeurs 
àep, 

1=  —  0,012453./; 

mais  l'observation  n'a  point  fait  reconnaître  d'inclinaison  propre 
à  l'orbe  du  premier  satellite;  on  ne  peut  donc  y  avoir  égard.  Re- 
lativement à  la  troisième  valeur  de  ^^  on  a,  par  le  chapitre  ix, 

jn  =  o,i64o53. 

Le  terme  ï.  sin.(v'-h^f-hA)  devient,  relativement  à  cette  valeur, 

—  2283',9.-p.sin.(t;'-f-2o8%32568-f-f.  28220^,85); 

on  a  donc  dans  s  l'inégalité 

—  374^68.sin.(î;'-H2o8^32568-f-^  28220^,85). 


/' 
La  valeur  de  p  relative  à  la  quatrième  valeur  de  p  est 

jr„  =0,0234ll. 


23. 
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Le  terme  précédent  devient  donc,  relativement  à  cette  valeur 
àep, 

—  64',88.sin.(i;'-h83%2986i-+-f.7528>i). 

On  peut  négliger,  sans  erreur  sensible,  tous  les  termes  de  s  don- 
nés à  la  fin  du  n^  23,  à  Texception  du  terme 

—  o,ooo3o736.(L' —  /').  sin.{t;' —  2  U —  pt — A) , 

qui  devient,  relativement  à  Tinclinaison  de  Torbite  de  Jupiter  à 
son  orbite, 

io',49.sin.(î;— 2f/— 5i%3787-f-M53',8), 

et  relativement  à  Tinclinaison  propre  de  Torbe  du  second  satel- 
lite, il  devient 

— i",58.sin.(i;  — af/— 3o3%76542  — m337i5',77). 

En  rassemblant  tous  ces  termes,  on  aura  dans  les  éclipses  du 
second  satellite,  où  Ton  peut  supposer  2U  et  2TI  égaux  à  2v, 

5'=3%4i4o2  sin.(i;'-+-   5i%3787   —t.       i53',8) 

—  5i5o',6.   sin.(t;'-f-3o3%76542-4-ti337i5',77) 

—  374\68.sin.(V-+-2o8%32568-+-t.  28220^,85) 

—  64\88.sin.(v'-+-    83%2986i -4-f.     7528',oi). 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  second  satellite,  nous  re- 
prendrons la  formule  du  n**  26, 


t=r.(i-A).j-(i+p7.|l.^±y/(i+|X+(i+p').|l).(i+|A-(i  +  p').|^)j. 

Dans  cette  formule,  Test  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses  du 
satellite  dans  ses  nœuds,  ou  lorsque  s  est  nul.  Delambre  a  trouvé 
celte  demi-durée,  depuis  l'invention  des  lunettes  achromatiques , 
égale  à  59 75'', 7  ;  nous  supposerons  donc  à  T  cette  valeur;  ê  est  le 
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moyen  mouvement  synodique  du  satellite  pendant  le  temps  T,  et 

Ton  trouve  ê=672  54\a.  La  valeur  de  p  est  ici  0,0718862.  La 

dv' 
valeur  de  X  est,  par  le  n**  26,  à  très-peu  près  égale  à  -t^ti  et 

par  conséquent,  en  ne  considérant  que  les  plus  grands  termes 
de  V,  dans  lesquels  l'argument  diflFère  peu  de  ff, 

A=  0,00067797.  COS.    (0' — «") 

0,0187249  .cos.2(0' — d"). 


On  peut  négliger  sans  erreur  sensible,  pour  ce  satellite  et  pour 
le  premier,  le  facteur 


2M 


^——^ .  -j^i.  H.  COS.  F, 


qui,  par  le  n^  26,  doit  multiplier  la  valeur  de  T.  Nommons  ^  la 

s' 
valeur  de  (i-hp').^;  nous  aurons 

C=  0,544 1 24. sin.(t;'-h  5i%3787   —t.       i53\8) 

—  0,082079.  sin.{i;'-f-3o3%7654a -ht.  13371 5^,77) 

—  0,006972. sin.(i;'-f-2o8%32562  H-f.  28220^,86) 

,       — o,ooio34.sin.{î;'H-   83^26871 -ht.     7628^01). 

Cela  posé,  on  aura 

t=_63^,29.^§z±z6976^7.(l-A).v/l-^-A-^ 
La  durée  entière  de  Féclipse  sera 


ii96i\4.{i— X).v/n--X— ^ 
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CHAPITRE  XV. 


THÉORIE  DU  PREMIER  SATELLITE. 


33.  La  discussion  des  éclipses  de  ce  satellite  a  donné  son  mou- 
vement séculaire  9  par  rappôH  à  Téquinoxe  du  printempsv,  égal  à 

825826i%63o35, 

et  sa  longitude  moyenne,  à  l'époque  de  1760,  égale  à 

i6%68o93. 
Soit  donc 

0'=i6%68o93-4-f.82582%6i63o35; 

les  diverses  équations  du  centre  du  satellite  sont  comprises  dans 
le  terme 

—  2/i.sin.(/it-he  — gt — T); 

et  Ton  a  vu  dans  le  numéro  précédent  qu  il  suffit  ici  de  considérer 
la  troisième  et  la  quatrième  valeur  de  g.  On  a  par  le  chapitre  ix, 
relativement  à  la  troisième, 

A=o,o238ii.  A"; 

or  on  a ,  par  ce  qui  précède , 

—  2A"  =  1709^06; 

Téquation  du  centre  du  premier  satellite,  relative  à  cette  valeur 
de  g,  est  donc 

4o",69.  sin.(t; — ^''). 


\ 
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/i  =  0,0020622  .K', 


et  par  ce  qui  précède , 


2^^=9265^56; 


Téquation  du  centre  du  premier  satellite,  relative  à  cette  valeur 
de  g,  est  donc 

19  ,1  i.sm.(t; — ^  ). 

Si  Ton  substitue  dans  Texpression  de  dv^  du  n"*  21,  au  lieu  de  m 
et  m  y  leurs  valeurs,  et  si  Ton  néglige  les  termes  dépendants  de 
m  ;  si  Ton  considère,  de  plus,  que  le  théorème  des  époques  donne 


20  — 20'  =  2oo«-h30  — 30'; 


on  aura 


hv 


=—  43\56.sin.  [d  —  d' 
—  19^41,  cos.|(  0  —  0' 
-4-  5o56",59.  sin.2  (  0  —  0' 
-+.        o\o7.sin.3(0  — 0' 

^        3^,76.  sin.4(  0—0' 
-h        l^58.sin.5(0  — 0' 

Les  valeurs  de  Q,  relatives  aux  diverses  viadeurs  de  g,  sont 


Q 
Q 
Q 
Q 


2,690499.  A, 
1,397738.  A', 

0,208780.  A', 
0,016482  .h". 


Il  est  encore  remarquable  que  l'excentricité  de  l'orbite  du  premier 
satellite  serait  plus  sensible  par  l'inégalité  dépendante  de  Q  que 
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par  eUe-même.  En  substituant  pour  Ji  sa  valeur  —  y.  lyog'^oS, 
et  pour  H"  sa  valeur  —  ■|-.9265',56,  on  aura  les  deux  inégalités 

—  i78',4i  .sin.(ô  — ad'-hisy") 

—  76',36.sin.(d  — ad'-+-W): 

l'inégalité  dépendante  de  V,  du  n"  22,  ne  s'élevant  pas  à  3'  de 
degré,  on  peut  la  négliger  ici. 

En  réunissant  toutes  ces  inégalités,  on  aura,  dans  les  éclipses 
où  l'on  peut  supposer  an  =  at;, 

w=ô-4-      Ao'.ôg.sin.   [B — -or") 

i9",ii.sin.  [B — «r*) 
43',56.sin.  (B-^B') 
i9',4i.cos.|(0— 0') 
5o5o',59.sin.2(ô— 0') 


^-  3',76.sin.4(d— ô') 

-h  i",58.sin.5(ô— 0') 

—  i78',4i.sin.  (ô— aô'-htBr") 

—  76',36.sin.  (ô—aô'-i-'or"). 

Considérons  maintenant  le  mouvement  du  premier  satellite  en 
latitude.  La  partie 

(i — X).ô'.sin.(i;H-/)f-+-A) 

de  l'expression  de  5,  du  n**  10,  devient,  en  y  substituant  pour  X, 
B\  p  et  X  leurs  valeurs, 

3%43320.sin.(î;-+-5i%3787  —  t.i63',8). 

Le  terme  /.sin.(i;-h^f-+- A),  qui,  par  le  même  numéro,  entre 
dans  l'expression  de  s,  et  qui  est  relatif  à  l'inclinaison  propre  de 
l'orbe  du  premier  satellite,  a  paru  jusqu'à  présent  insensible.  On 
a,  relativement  à  la  seconde  et  à  la  troisième  valeur  de  p,  par  le 
chapitre  ix, 

/=  0,020794.  i\    /=o,oiii63.  r. 
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Le  terme  /.sin.(vHf-pf-+- A)  devient  donc,  relativement  à  ces 
valeurs, 

— io5^o4  .sîn.(î;-f-3o3%76542  -f-f  .l337l5^77) 
—  2  5',49.sin.(î;-+-2o8°,32  568-+-f .  2822o\85): 


relativement  aux  autres  valeurs  de  p,  ce  terme  est  insensible  dans 
les  éclipses.  On  peut  encore  négliger,  sans  erreur  sensible,  tous 
les  termes  de  s  donnés  à  la  lin  du  n**  23.  Nous  conserverons  ce- 
pendant le  terme 

— 0,0001 53 12  .  (L'  —  /)  .sin.(î;  —  2U — pt — A), 

qui  devient,  relativement  à  Tinclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter 
à  sou  orbite, 

5\26.sin.(t;  — 2t/— 5l^3787-4-M53^8). 

En  réunissant  tous  ces  termes,  on  aura,  dans  les  éclipses  où  Ton 
peut  supposer  2U=2v, 

5=:3%43267.sin.(i;-f-    5l^3787    —t.       i53',8  ) 

—  io5',o4.sin.(i;-h3o3%76542  -f-f .l337l5^77) 

—  25\49.sin.(t;-4-2o8%32568-i~f.  2822o',85). 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  premier  satellite,  nous 
reprendrons  la  formule  du  n*"  26, 


/=2\(i-Z).{-(i+p74.^±y/(i+iX+(i+p').|).(i-fi-X-(iV)4)j. 

dans  cette  formule,  T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds.  Delambre  a  trouvé  cette  demi-durée, 
depuis  Vinvention  des  lunettes  achromatiques,  égale  à  471 3''. 
Nous  supposerons  donc  à  T  cette  valeur,  ê  est  le  moyen  mouve- 
ment synodiqiie  du  satellite,  pendant  le  temps  T,  et  Ton  trouve 

TOME    lY.  24 
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€==:  106516".  La  valeur  de  p'  est  ici  0,0716667.  La  valeur  de  X 

est,  par  le  n**  26,  à  très-peu  près  égale  à  —7-,  et  par  conséquent, 

en  ne  considérant  que  le  |dus  grand  terme  de  v,  on  a,  à  fort  peu 
près, 

A  =  0,0079334. COS.  2(0  —  0'). 

Nommons  C  la  valeur  de  [i-hp) .  ^;  nous  aurons 

^z=z: 0,345364. sin.(i;-t-    5l^3787    —t.        i53\8  ) 

—  o,ooio57  .sin.(i;-+-3o3%76542  -ht.  133715^77) 

—  o,ooo2  56.sin.(t;-h2o8%32  567-hf .    2  82  2o',85). 


Cela  posé,  on  aura 


di 


et  la  durée  entière  de  Téclipse  sera 


g^26\{l—X).\Jl-^-X—i\ 
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CHAPITRE  XVI. 


DE  LA  DUREE  DES  ECLIPSES  DES  SATELLITES. 


34.  Nous  avons  donné  à  la  fin  du  n*"  26  l'expression  du  sinus 
de  l'angle  décrit  par  chaque  satellite  pendant  la  demi-durée  de 
ses  éclipses,  en  supposant  que  le  satellite  s'éclipse  au  moment  où 
son  centre  pénètre  dans  l'ombre  de  la  planète.  Cet  angle,  divisé 
par  la  circonférence  et  multiplié  par  la  durée  de  la  révolution 
synodique  du  satellite,  donnera  cette  demi-durée;  et  en  la  com- 
parant à  la  demi-durée  observée,  on  aura  Terreur  de  la  supposi- 
tion précédente  et  des  autres  éléments  qui  entrent  dans  ce  calcul. 
Reprenons  les  expressions  citées, 

(i  +  p).R'    (a"        (i-X)    a') 


a  f  a 


sin. 


a™       '\a'  -K       D' 

{i  +  p).R'   la'        (i->)    a" 


a  a 


m  •    1    *  .V  *    T\f  i  WA»*.«|     f 


m 

sin.  9 


(i-+-p).il'  étant,  par  le  n*"  26,  le  demi-diamètre  de  l'équateur  de 
Jupiter,  on  a,  par  le  n"*  20, 

a"        ~"     i63o\864    ' 
or  on  a,  par  le  même  numéro,  a''^:  2 5,43 690  :  celte  valeur  de  a'' 

24. 
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a  été  conclue  de  l'équation  précédente,  en  prenant  (i+pj.iî' 
pour  l'unité;  on  a  donc 


- — Tf — .a  ==i; 

a 


on  aura  par  conséquent 


{i+p).R'  a"        1 


I 


a  a         a 


la  valeur  de  a  étant  celle  que  nous  avons  donnée  dans  le  n""  20. 
On  a  ensuite,  par  le  n**  26, 

A—         j^         , 

R  étant  le  demi-diamètre  du  soleil,  vu  de  Jupiter.  Son  demi-dia- 
mètre, vu  de  la  moyenne  distance  du  soleil  à  la  terre,  est  de 

593 6'';  il  est  donc,  vu  de  Jupiter,  égal  à  — ^^7 — ,  ZX  étant  la  dis- 
tance moyenne  de  Jupiter  au  soleil ,  celle  de  la  terre  étant  prise 
pour  unité.  On  a,  par  le  n*"  20,  2(1-1- p).  ll'=i2o',37o4;  on 
a  donc 


5^Jë^—  =0,105469 


On  a,  de  plus. 


^ ^ — .-^  =  ^^ — ^7 —  =  jsm.iQO  ,3704  =  0,0000945387. 


De  là  on  tire 


- — H   - .  ^— — - .  =  0,00000 102  3. 
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Les  quatre  équations  précédentes  deviennent  ainsi 

-  —  o,ooo8oi823=sin.^, 
-7  —  0,000801828  =  sin,  9', 

—  —  0,000801828  =  sin.^', 
-n»  —  0,00080 1828=^  sin.  q". 

€L  ' 

En  substituant  pour  a,  a,  a",  a',  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 
n""  20,  on  aura 

9  =ii%i78o, 

(,'=  6%9846, 

q'=   4%8544, 

9^=  2%4524; 

ce  qui  donne,  pour  les  demi-durées  des  éclipses,  les  valeurs 
suivantes  : 

P'   sat.  4945^,87, 

II*  sat.  62o5',98, 

IIP  sat.  78oi',3o, 

IV"  sat.  102 71 ',64. 

Les  demi-durées  observées  sont  par  ce  qui  précède 

P'  sat.  4718', 
IP  sat.  5976', 
IIP  sat.  74l9^ 
IV"  sat.  9890'. 

Elles  sont  toutes  plus  petites  que  les  demi-durées  calculées,  et 
cela  doit  être,  à  raison  de  Tétendue  des  disques  des  satellites. 
Quoique  très-petits,  ils  sont  cependant  sensibles ,  vus  du  centre  de 
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Jupiter;  un  satellite  ne  disparaît  donc  pas  au  moment  de  i entrée 
de  son  centre  dans  Fombre  de  Jupiter,  et  la  demi-durée  de  son 
éclipse  est  diminuée  de  tout  le  temps  qu  il  met  à  disparaître  après 
cet  instant.  Elle  peut  encore  être  diminuée  par  la  réfraction  de 
la  lumière  solaire  dans  l'atmosphère  de  Jupiter;  mais  elle  est 
augmentée  par  la  pénombre.  Ces  causes  diverses  ne  suffisent  pas 
pour  expliquer  la  difiFérence  entre  les  demi-durées  observées  et 
les  demi-durées  calculées.  Considérons  le  premier  satellite ,  relati- 
vement auquel  les  effets  de  la  pénombre  et  de  la  lumière  réfractée 
par  l'atmosphère  de  Jupiter  sont  très-peu  sensibles.  Pour  avoir 
la  largeur  de  son  disque  vu  du  centre  de  Jupiter,  supposons  sa 
densité  la  même  que  celle  de  la  planète.  En  prenant  pour  unité  le 
demi-diamètre  de  Jupiter,  le  demi-diamètre  apparent  du  satellite 

vu  du  centre  de  Jupiter  sera  égal  à  ^^.  En  substituant  pour  a  et  m 

leurs  valeurs  précédentes,  on  a  2809^,93  pour  ce  demi-diamètre. 
Cet  angle,  multiplié  par  la  durée  de  la  révolution  synodique  du 
satellite  et  divisé  par  iloo**,  donne  1 2  7^,9 1 3  pour  la  diminution 
de  la  demi-durée  de  l'éclipsé,  due  à  la  grandeur  du  disque.  En 
retranchant  cette  quantité  de  4945",87o,  on  a  48i7\957  pour 
la  demi-durée  calculée.  Cette  demi-durée  est  plus  grande  encore 
que  la  demi-durée  observée,  et  cependant  il  y  a  lieu  de  penser 
que  le  satellite  disparaît  avant  que  d'être  totalement  plongé  dans 
l'ombre;  il  paraît  donc  qu'il  fafut  diminuer  d'un  5o'"*'  au  moins  le 
diamètre  de  Jupiter,  supposé  de  12 0^8704,  et  le  réduire  à  118*'. 
Si  Ton  calcule  de  la  même  manière  les  disques  des  satellites 
vus  du  centre  de  Jupiter,  et  le  temps  qu'ils  emploient  à  pénétrer 
perpendiculairement  dans  Tombre,  on  trouve  les  résultats  sui- 
vants : 
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Disques  des  satellites  vus  du  centre  de  Jupiter  Temps  de  leur  entrée 

dans  leurs  distances  moyennes.  dans  Tombre. 

P'  sat.  56i9\86 q55',826, 

IP  sat.  4007^80 356\o55, 

IIP  sat.  3923^44 702",9i4, 

IV*^  sat.  1749^,04 732^567. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  les  temps  de  Tentrée  et  de  la  sortie 
des  satellites  et  de  leurs  ombres  sur  le  disque  de  Jupiter.  En 
comparant  ces  temps  à  ceux  que  Ton  obsei've ,  on  aura  les  den- 
sités des  satellites  de  Jupiter,  lorsque  leurs  masses  seront  bien 
connues.  L'observation  des  éclipses  de  Jupiter  par  ses  satellites 
peut,  en  général,  répandre  beaucoup  de  lumière  sur  leurs  théo- 
ries :  on  peut  presque  toujours  en  observer  le  commencement  et 
la  fin;  et  cette  observation  pouvant  être  à  la  fois  relative  aux 
satellites  et  à  leurs  ombres,  elle  équivaut  réellement  à  quatre 
observations,  tandis  que  le  plus  souvent  on  ne  peut  observer  que 
le  commencement  ou  la  fin  des  éclipses  des  satellites.  Ce  genre 
d'observations,  beaucoup  trop  négligé  par  les  astronomes,  me 
paraît  donc  mériter  toute  leur  attention. 
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CHAPITRE  XVII. 


DES  SATELLITES  DE  SATURNE. 


35.  La  théorie  des  satellites  de  Saturne  est  très-imparfaite, 
parce  que  nous  manquons  d'observations  suffisantes  pour  en  dé- 
terminer les  éléments.  L'impossibilité  où  Ton  a  été  jusqu'ici 
d'observer  leurs  éclipses,  et  la  difficulté  de  mesurer  les  élonga- 
tions  à  Saturne,  n'ont  permis  de  connaître  encore  avec  quelque 
précision  que  les  durées  de  leurs  révolutions  et  leurs  distances 
moyennes.  Il  reste  même  sur  ce  dernier  point  une  incertitude 
qui  rend  un  peu  douteuse  la  valeur  qui  en  résulte  pour  la  masse 
de  cette  planète.  Ignorant  donc  l'ellipticité  des  orbites  de  tous 
ces  corps,  il  est  impossible  de  donner  la  théorie  des  perturbations 
qu'ils  éprouvent;  mais  la  position  constante  de  ces  orbites  dans 
le  plan  de  l'anneau,  à  l'exception  de  la  dernière,  qui  s'en  écarte 
sensiblement,  est  un  phénomène  digne  de  l'attention  des  géo- 
mètres et  des  astronomes.  Il  est  analogue  à  celui  dont  nous  avons 
donné  l'explication  dans  le  dernier  chapitre  du  cinquième  livre, 
et  qui  consiste  dans  la  permanence  des  anneaux  de  Saturne  dans 
un  même  plan.  Nous  avons  déjà  observé,  dans  l'endroit  cité,  que 
ces  deux  phénomènes  dépendent  d'une  même  cause,  savoir,  de 
l'aplatissement  de  Saturne,  dont  l'action  maintient  les  anneaux  et 
les  satellites  dans  le  plan  de  son  équateur.  Mais  nous  allons  ici 
développer  la  raison  pour  laquelle  l'orbite  du  dernier  satellite 
s'écarte  de  ce  plan  d'une  quantité  très-sensible. 

Reprenons  l'équation  (3)  du  n"*  2 , 


dds  r 


dv'\dv  )     \ds  )y 


J 
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Si  Ton  néglige  Tellipticité  de  Forbite,  on  a  lû  =  a  et  r=:-a.  De 
plus,  si  Ton  prend  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive  du 
satellite,  s  est  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  en  négligeant 
donc  le  carré  de  ces  forces,  on  pourra  négliger  les  produits  de  s 

et  de  -7-  par  ces  forces.  L'équation  précédente  devient  ainsi 


dv 


dds 
dv* 


""•{^y 


Supposons  que  cette  équation  se  rapporte  au  dernier  satellite  de 
Saturne,  et  déterminons  la  valeur  de  R  qui  lui  est  relative.  On  a, 
par  le  n**  1 ,  en  vertu  de  l'action  seule  du  soleil , 

Prenons  pour  axe  des  œ  la  ligne  menée  du  centre  de  Saturne 
au  nœud  ascendant  de  l'orbite  primitive  du  satellite  sur  l'orbite 
de  Saturne.  Soit  X  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  orbites;  en 
nommant  X'  et  Y'  les  coordonnées  du  soleil,  rapportées  à  l'orbite 
de  Saturne ,  on  aura 

X=     X\ 
Y=      r.cos.X, 
Z=  —  y.sin.  X; 
mais  on  a 

A  =  D.  COS.  Uy 
Y=D.sm.  U, 
x=a.cos.v,    y=a. sin.v,      z=a.s; 

on  aura  donc,  en  ne  conservant  dans  ^-I-t")»  q^^  1^^  termes 

multipliés  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  v,  les  seuls  dont  dépend 
le  mouvement  séculaire  de  l'orbite, 


-m 


0l3.  Cl  a  ^  ^  . 

.  sm.  A.  COS.  A.  sm.  v. 


2D 

TOME   IV.  25 
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Pour  déterminer  la  partie  de  ^-l^— )  qui  dépend  de  la  non 

sphéricité  de  Saturne,  nous  observerons  que,  par  le  n®  1,  la  par- 
tie de  R  qui  lui  est  relative  est  égale  à 

(p-i<?).(v'-i).^, 

M  étant  la  masse  de  Saturne,  et  B  son  rayon  moyen  :  nous  pren- 
drons l'un  et  lautre  pour  unité.  Si  Ton  nomme  y  Finclinaison 
de  l'orbite  primitive  sur  le  plan  de  l'anneau,  et  **"  la  distance  de 
son  nœud  descendant  sur  ce  plan  à  son  nœud  ascendant  sur 
l'orbite  de  Saturne,  le  premier  de  ces  nœuds  étant  supposé  plus 
avancé  que  le  second,  suivant  l'ordre  des  signes;  v — 'V  sera  la 
distance  du  satellite  au  nœud  descendant  de  son  orbite  avec  l'an- 
neau; et  l'on  trouve  facilement  que  si  l'on  néglige  le  carré  de  s, 
on  aura 

v*=zzsin*.y.sin'.(i; — **")  —  25.  sin.y.  cos.y.  sin.(t; — **") 


ce  qui  donne 


«■(^) 


^^  /^' . sin. y. COS. y. sin.(t; — **"). 


Il  nous  reste  à  considérer  l'action  des  anneaux  et  des  six  pre- 
miers satellites.  Si  l'on  considère  un  satellite  intérieur  dont  le 
rayon  soit  r  et  dont  m  soit  la  masse,  son  orbite  étant  supposée 
dans  le  plan  de  l'anneau  ou  de  l'équateur  de  Saturne,  on  aura, 
par  le  n**  1 ,  relativement  à  ce  satellite , 


R 


m\{xx^-hyy'+  z  z)  m 


\{^-^y+{y-yy+{^-^y\' 


Prenons  ici  pour  axe  des  x,  l'intersection  du  plan  de  l'orbite 
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primitive,  avec  celui  de  Téquateur  de  Saturne,  ou  de  Tanneau; 


nous  aurons 


X  =  r.  cos.(r  —  '*'), 
y  =r.  sin.(t;  —  *î^), 
z  =:  r.5, 
X  =  r.  COS.  v'. 


r.cos.y.sin.v, 
z  ==r.  sin.y.  sin.r; 


f  r 


V  étant  la  distance  angulaire  du  satellite  m,  au  nœud  descendant 

Il  ' 
on  change  r  et  r  en  a  et  a  ;  si  Ton  rejette  les  termes  qui  ne  dé- 
pendent point  du  sinus  ou  du  cosinus  de  v,  et  ceux  qui  sont 
multipliés  par  s;  on  aura 


"■^-^y-z^. 


m'a'a'.  sin.  y.  sin.v' 


s  • 


j  a^+a^—1  ad.  ces.  (î>— ***) .  ces.  v'— 2  ad.  ces.  y .  sin.  (v— ***) .  sin .  v'  j  • 

Supposons  a  peu  considérable  par  rapport  à  a,  comme  cela  a 
lieu  relativement  aux  satellites  intérieurs  et  aux  divers  points  des 

a'* 
anneaux;  on  aura,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  -7-, 


»•(§) 


-psm.y.  cos.y.  sm.(v — Y). 


2.(a*  +  a'")' 


En  considérant  donc  les  anneaux  comme  la  réunion  d'une  inii^ 
uité  de  satellites,  on  aura,  en  vertu  de  leur  action  et  de  celles 
des  satellites  intérieurs  à  Torbite  du  dernier  satellite , 

a.  1-^1=:  —  ZJ. sin.y.  cos.y.  sîn.(t; — 'V)^ 

25. 
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B  étant  ici  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  masse  et  de 
la  constitution  des  anneaux  et  des  satellites  intérieurs.  Soit 

Téquation  diffiîrentielle  en  5  deviendra 

0=  -7-^  +5  +  2i5^.sin.X. cos.X.  sin.r—aii'.sin.y.  cos.y. sin. (v— Y); 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant  et  négligeant  les  constantes  arbitraires, 
comme  on  le  peut  ici, 

s  =^  Kv.  sin.  X.  COS.  X.  cos.  v — Kv.  sin.  y.  cos.  y.  cos.  (v  —  Y) . 

Concevons  maintenant,  par  le  centre  de  Saturne,  un  plan  pas- 
sant par  les  nœuds  de  son  équateur  avec  son  orbite,  entre  ces 
deux  derniers  plans.  Soit  0,  l'angle  qu'il  forme  avec  le  plan  de 
cet  équateur.  Nommons,  de  plus,  tsr  l'inclinaison  de  l'orbite  du 
satellite  à  ce  nouveau  plan,  et  F  l'arc  de  cette  orbite  compris 
entre  le  nœud  ascendant  de  la  même  orbite  sur  ce  plan,  et  son 
nœud  ascendant  sur  l'orbite  de  Saturne,  le  premier  de  ces  nœuds 
étant  supposé  moins  avancé  que  le  second,  suivant  l'ordre  des 
signes.  Enfin,  soit  EL  la  distance  du  premier  de  ces  nœuds,  au 
nœud  ascendant  de  l'équateur  de  Saturne  avec  son  orbite,  supposé 
plus  avancé  que  le  premier  en  longitude.  Cela  posé,  si  l'on  fait 
varier  tsr  de  Stsr,  n  étant  supposé  constant,  il  en  résultera  pour  s 
une  valeur  égale  à  5t!T.sin.(î;-h  F).  Si  tsr  étant  supposé  constant, 
on  fait  varier  EL  de  SlI,  il  en  résultera  pour  s  une  valeur  égale 
à  5n.sin.t!T. cos.(i;h- F);  on  aura  donc,  en  faisant  tout  varier  à 
la  fois, 

5n=  Stsr.  sin.(i;-f-F)  H-Sll.sin.  tsr.  cos.(r-f-F). 
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En  égalant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  aura 

5t5.sin- (t;+r)+Sn- sin.tsTxos.  (v+r)i=  J5i;.sin.Xxos.X.  cos.v-A^  V.  ^ 

si  l'on  ne  porte  Tapproximation  que  jusquà  la  première  puissance 
de  V,  on  a 

^  rftar  ^_  rfn 

dv  dv 

en    substituant    dans    le    second   membre   de    Téquation    (i) ,   - 
cos.(v — rn-r),  au  Heu  de  cos.  v,  et  cos.(t; — F — •*'-+-r),  au  lieu 
de  cos.(î; — Y),  et  développant  par  rapport  aux  sinus  et  cosinus 
de  r-hF;  la  comparaison  de  leurs  coefficients  avec  ceux  du  pre- 
mier membre  donnera  les  deux  équations 


=jrsin.X. cos  X.sin.F— JST'.sin.y. cos.7.sin.(**'+F),] 
,   .sin.tff=:Jf.sin.X.cos.X.cos.F— X'.  sin.y.cos.y.  COS.  (**'+F).\ 


d'à 
dv 

rfn  . 


{-) 


Si  Ton  nomme  A  Tinclinaison  de  l'équateur  de  Saturne  à  son 
orbite,  les  formules  trigonométriques  donnent 

sin.X.sin.F=sin.(il — i9).sin.n, 

sin.X.cos.F=:sin.t!T.cos.  (A — 0)-t-cos.«.  sin.(i4 — 0).cos.  Il, 
COS.  X  =  COS.  tsT.  COS.  [A — d)  —  sin .  tff .  sin  .[A — 6).  cos.  Il , 
sin.y.  sin.  ('*'-f-r)=sin.  d.sin.II, 

sin. y.  COS.  (•*'-hF)=  —  sin.tsr.  cos.ô-f-cos.tsr.  sin.ô.cos.H, 

cos.y=cos.t!T.cos.  0H-sin.t!T.  sin.ô.  cos.  II. 

En  faisant  donc 

K.s\n.[A — ô).  cos.(i4  — d)  =zK'.  sin. 6.  cos. i9, 
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ce  qui  donne  pour  déterminer  6,  Téquation 

^  K.sin.^A 


on  aura  . 


-^  =  —  \\K.sin\[A  —  ô)  -+-J5^'.sin'.ô{.sin.tff. sin.^n, 

-j—  =         \K.cos\[A  —  0)  -h  K'.  cos'.d|.  COS.  tj 

—    \K.  sin'.(il — ô)-hJSr'.  sin'.Oj.cos.tsT.cos'.n. 
Soit  donc 


(j  =±\K'h'K'~\/K'-h2KK\cos.2A-hK'^, 


p=:\\K^K'-+-\/K'^2KK'. COS.  2  A-+-K''\  —q; 


on  aura 


-7-  =  —  9.  sm.  tar.  sm.  ail; 

dn  „ 

—  z=  p.  COS.  1ST  —  q.  COS.  tff .  COS.  2  11  ; 


d'où  ion  tire 


d'à,  COS.  V q.  (/II.sin.QlI 

sin.nr  p  —  9.COS.  qII 


En  intégrant  et  regardant  p  et  ^  comme  constants,  on  aura 


sm.isT 


y/p  — ^.cos.all 

b  étant  une  constante  arbitraire;  l'expression  précédente  de  -r- 

donnera  donc 

,  dn 

dv  = ; 


\/(/)~7.cos. 2n).(/>— 6*— ^.cos.  ail) 
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équation  différentielle  dont  l'intégration  dépend  de  la  rectîfi-r 
cation  des  sections  coniques.  On  peut  la  mettre  sous  une  forme 
plus  simple,  en  faisant 


tang.  n = \ly^  '  taï^g-  n'; 

elle  devient  alors 


Vp^-y^ 


b*p  b^q 


p-r    p-9" 


.  COS.  2  n' 


cette  équation  donne,  en  intégrant,  l'expression  de  II'  en  v.  On 
aura  ensuite ,  par  le  n°  22  du  second  livre , 

n  =  n' —  ê .  sin.  2 n'  H .  sin.  Ml'  —  -^ .  sin.6n' -f- etc. 

2  0 

€  étant  déterminé  par  l'équation 


P+\/p^' 

36r  Pour  appliquer  des  nombres  à  ces  formules,  il  faut  con- 
naître les  valeurs  de  K  et  de  K'.  Celle  de  K  est  facile  à  déterminer; 

car  l'attraction  jr-^  du  soleil  sur  Saturne  est  égale  à  la  force  cen- 
trifuge due  au  mouvement  de  Saturne  dans  son  orbite,  et  cette 
force  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon.  En 
nommant  donc  T  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  Saturne , 
et  ir  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité,  la  force 

centrifuge  sera  — jj^  :  en  l'égalant  à  -^ ,  on  aura 

S  _  kit' 

D'  ~  r»  ' 
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Si  Ton  nomme  T  la  durée  de  la  révolution  du  dernier  satellite, 
on  aura  pareillement 

1         4v* 


a*  ~   i  •  ' 


on  aura  donc 


J^ ^«^«û*  3    •*' 


4     £)*  4    2^'s* 


Les  observations  donnent 


r  =  79i-«,3296, 
T=  10769^08; 
d'où  Ton  tire 

i^  =  0,0000407739. 

La  valeur  de  K  est  égale  à  ^ — ^  -i-  \B  :  dans  cette  expression , 

le  rayon  moyen  du  sphéroïde  de  Saturne  est  pris  pour  unité. 
L'aplatissement  p  de  cette  planète  est  inconnu,  ainsi  que  la 
quantité  B  qui  dépend  des  masses  des  anneaux  et  des  six  premiers 
satellites;  il  est  donc  impossible  de  déterminer  exactement  la 
valeur  de  K\  Mais  on  peut  déterminer  d*une  manière  approchée 
la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  de  l'aplatissement  de  Saturne. 
Pour  cela,  nommons  t  la  durée  de  la  rotation  de  Saturne;  on  aura 


9 


V.a' 


Les  observations  donnent 


f= 0^,428,       a= 69,1 54; 
d'où  Ton  tire 

^  =  0,166970. 

Supposons  que  l'aplatissement  de  la  terre  soit  à  la  valeur  de  9 
qui  lui  correspond,  comme  l'aplatissement  de  Saturne  est  à  la 
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valeur  correspondante  de  (p:  on  a  vu,  dans  le  n?  43  du  troisième 
livre ,  que  cette  proportion  a  lieu  à  peu  près  pour  Jupiter,  com- 
paré à  la  terre,  (p  est  égal  à  ^  pour  la  terre;  en  supposant  donc 
Taplatissement  de  cette  planète  355,  conformément  aux  expériences 
du  penc^ule ,  on  aura 

ainsi,  en  n*ayant  égard  quà  la  partie  de  K'  dépendante  de  cette 
quantité,  on  aura 

On  ne  doit  pas  supposer  à  K'  une  plus  petite  valeur,  car  elle  est 
augmentée  par  Faction  des  satellites  intérieurs  et  de  Tanneau. 

A  étant,  par  les  observations,  égal  à  33^3333,  cette  valeur 
de  K'  donne 

fl  =  24%oo83, 
p=  i,3o4i2  .K,       ^=0,03926.  JST. 

Les  observations  faites  par  Bernard  à  Marseille,  en  1 787,  donnent 


d  où  j*ai  conclu 


et  par  conséquent 


X=2  5^22  2, 

y=i3%593; 

V=7i%354, 
isy=i6%96i, 

n  =  37%789; 
6*==  0,00000364437. 


On  a  ensuite,  à  fort  peu  près,  par  les  formules  précédentes, 

n=C+v.\/p^-^q^--b^p^'^è  + ^^^^^^^  sin.2  {C+i;.V/>'-9'-6'/)  |  ; 
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ce  qui  donne,  ^en  rédaisant  en  nombres  et  déterminant  la  ccms- 
tante  arbitraire  C  de  manière  que  II  soit  égal  à  37'*,789  en  1 787, 

II=:38^72l+l.944^8o5~9937^7.sin•a(38^7al+i.944^8o5), 

i  étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  1787. 

Ces  résultats  sont  subordonnés  à  Texactitude  des  observations 
citées,  et  surtout  au  rapport  précédent  de  K'  à  K.  Ce  dernier 
éJjément  dépend  de  tant  d*éJiéments  divers  et  si  difficiles  à  con- 
naître ,  qu  il  est  presque  impossible  de  le  déterminer  à  priori.  Qo 
pourra  le  connaître  à  posteriori  lorsque  l'observation  aura  donné 
exactement  le  mouvement  annuel  de  Torbite  du  satellite  sur 
Torbite  de  Saturne.  En  eflFet,  l'analyse  précédente  donne,  en 
supposant  que  le  plan  fixe  auquel  nous  avons  rapporté  Forbite 
du  satellite  est  Torbite  même  de  Saturne,  ce  qui  change  «  en  X 
et  rend  F  nul, 

-T-  = — A  .sm.y.cos.y.sm.Y, 

cfll        «r           \        TTf  sin.y.cos.y  ^_ 

^-  =A.COS,  A  —  A  . V— - — ^.COS.Y. 

En  y  substituant  les  valeurs  précédentes  de  y, 'V  et  X,  on  trouve 

iiio\o3.-jr:-  pour  la  diminution  annuelle  de  X  en  1787;  ce  qui 

donne  — bgjO'jà  pour  cette  diminution,  en  adoptant  le  rapport 
précédent  de  K'  à  K.  On  trouve  ensuite  pour  le  mouvement 
annuel  du  nœud  sur  Torbite 

K' 
—  692',76-4-i75',2  7.-gr; 

ce  qui  donne  — 6l8^8l  pour  ce  mouvement,  dans  la  même 
hypothèse.  Jusquici  les  observations  sont  trop  incertaines  pour 
conclure,  de  leur  comparaison  avec  la  formule  précédente,  le 
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rapport  -^  :  elles  suffisent  uniquement  à  faire  voir  que  le  nœud 

de  Torbile  sur  Torbile  de  la  planète  est  eflFectivemenl  rétrograde. 

Le  rapport  -rr  est ,  comme  on  Ta  vu ,  réciproque  à  la  puissance 

cinquième  du  demi-axe  de  l'orbite  du  satellite  ou  de  sa  distance 
moyenne  à  Saturne ,  du  moins  en  tant  qu'il  dépend  de  l'action  de 
cette  planète.  Ainsi,  pour  le  sixième  ou  avant-dernier  satellite,  il 

faut  multiplier  la  valeur  précédente  de  -^  P^^  (  ^'^  A  ,  pour 
avoir  la  valeur  de  -rr  qui  lui  est  relative.  On  aura  ainsi 


—  =  88,754; 


ce  qui*  donne 


d  =  3933',6. 


L'inclinaison»  du  plan  fixe  que  nous  aFvons  considéré,  à  l'équateur 
de  Saturne,  est  donc  insensible  pour  nous;  et  comme  le  satellite 
se  meut  à  très-peu  près  sur  ce  plan,  si  l'arbitraire  b  est  nulle  ou 
très-petite,  on  voit  que  l'action  de  Saturne  peut  maintenir  à  fort 
peu  près  dans  un  même  plan  l'orbite  de  l'avaoït-demier  satellite , 
et,  à  plus  forte  raison ,  celles  des  satellites  plus  intérieurs  et  des 
anneaux  de  Saturne,  ee  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons 
démontré  dans  le  dernier  chapitre  du  livre  V. 

Cependant,  si  ]a  masse  du  dernier  satellite  était  un  deiixr-cen- 
tième  de  celle  de  Saturne,  le  plan  fixe  sur  lequel  se  meut  l'orbite 
de  l'avant-dernier  satellite  serait  asse»  incliné  au  plan  des  anneaux 
pour  que  le  satellite  s'écartât  de  ce  dernier  plan  d'une  quantité 
sensible.  Pour  le  faire  voir,  nous  observerons  que  le  plan  fixe 
sur  lequel  nous  concevons  l'orbite  du  satellite  en  mouvement 
peut  se  déterminer  en  considérant  le  satellite  mù  sur  ce  plan ,  et 
retenu  sur  lui  par  la  destruction  mutuelle  des  forces  qui  tendent 
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à  Ten  écarter.  Reprenons,  en  effet,  Texpression  de  s  trouvée  pré- 
cédemment, 

s=Kv .  sin.  X .  COS.  X .  cos.  v — K'v .  sin.  y.cos.  y.  cos.{y — 'V). 

Le  plan  fixe  sur  lequel  se  meut  Torbite  du  dernier  satellite  étant 
incliné  de  l'angle  0  à  l'équateur  de  Saturne ,  si  l'on  conçoit  l'orbite 
du  satellite  coucbée  sur  ce  plan,  on  aura 

y=d,       \=A  —  e,       Y=o; 
partant 

« 

s=iv . COS. v.\K. sin.(i4  —  6) . cos.(i4  —  d) — K\ sin. 6 . cos.  d  \ ; 

s  sera  donc  nul,  et  le  satellite  restera  sur  le  plan  fixe,  si  l'on  a 

K . sin.(i4  —  6) . cos. (A  —  B)z=K\ sin.  d .  cos.  6; 

c'est  l'équation  par  laquelle  nous  avons  déterminé  précédemment 
l'inclinaison  6  du  plan  fixe  à  l'équateur. 

Considérons  maintenant  Tavant-dernier  satellite,  et  supposons 
que  a,  v,  s,  6,  K  et  K'  se  rapportent  à  lui,  et  que  m  et  6'  se 
rapportent  au  dernier  satellite.  Soit  6'  Tinclinaison  à  l'équateur 
du  plan  fixe  du  dernier  satellite,  et  concevons  que  les  deux  sa- 
tellites se  meuvent  sur  leurs  plans  fixes.  Il  est  aisé  de  voir,  par 
ce  qui  précède,  que  l'action  du  dernier  satellite  introduit  dans 
l'expression  de  s  le  terme 

^     '    '  ^.t;.sin.(0' — O).cos.(ô' — 6).cos.t;; 
ainsi  l'on  a 
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Le  plan  fixe  relatif  à  ravant-dernier  satellite  sera  donc  déterminé 
par  Téquation 


m  \a\a* 


o=K.sin.{A^d).œs.{A^eyK\sm.d.cos.d+\'^^^^^^ 

d'où  Ton  tire 

A  •  sm.  2  A  H-  Y 1 .  sin.  2  0 

tanff.  2d= i r^ — -, . 

Tn    a*   CL 
K'-\-K.  COS.  2 A  -h  Y —  ^  •  COS.  20' 

Les  observations  donnent 

i4  =  33%333,     a=2o,295,     a  =  59,i54, 
r=i5J^'*",9453,     r=  10759^08; 

en  faisant  donc  comme  précédemment 

ô'=24%oo83,      :|^  =  88,754; 

et  observant  que 

j^ 3  ^ 


on  aura 

m  ,a\a 


'   -s    ^'t 


_3. 

4 


(a«+a'«}* 


-  =  13921, 21. m'.JT; 


en  supposant  m' =555,  on  trouve 

0'=lO%62  2. 

Cette  inclinaison  est  trop  considérable  pour  avoir  échappé  aux 
observations  qui  n  ont  fait  reconnaître  aucune  déviation  sensible 
de  Tavant-dernier  satellite  du  plan  de  Tanneau.  On  ne  peut  donc 
pas  supposer  à  m  une  plus  grande  valeur;  il  y  a  même  lieu  de 
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croire  que  la  vérhabiie  vaieuar  est  plus  petite  encore;  ce  qaï 
paraîtra  bien  vraisemblable ,  si  Ton  considère  que  lai  masse  du 
plus  gros  satellite  de  Jupiter  n'est  pas  un  dix-millième  de  celle 
de  k  planète,  et  que  le  dernier  sateHite  de  Saturne  est  ttès-diffi- 
cile  à  apercevoir. 

37.  Les  plans  fixes  auxquels  nous  rapportons  les»  orbites  des 
deux  derniers  satellites  de  Saturne  sont  analogues  à  ceux  auxquels 
nous  avons  rapporté  les  orbites  de  la  lune  et  des  satellites  de 
Jupiter,  dans  le  chapitre  ii  du  livre  Vil,  et  dans  le  n*"  9  de  ce 
livre.  Ces  pians  passent  constamment  par  les  nœuds  de  Téquateur 
et  de  l'orbite  de  Saturne,  entre  ces  deux  derniers  plans;  les  orbites 
des  satellites  se  meuvent  sur  eux ,  en  y  conservant  une  inclinaison 
à  peu  près  constante ,  et  leurs  nœuds  ont  un  mouvement  rétro- 
grade presque  uniforme.  Mais  ces  plans  ne  sont  pas  rigoureuse- 
ment fixes  ;  leur  position  varie  par  les  mouvements  de  Téquateur 
et  de  Torbite  de  Saturne.  DétermincNas  ces  moQvements  et  leur 
influence  sur  les  mouvements  des  orbites  des  satellites. 

Soit  ©i  rinclinaison  de  Féquateur  de  Saturne  à  un  plan  fixe 
très-peu  incliné  à  l'orbite  de  cette  planète.  Soit  'V^  la  distance  de 
son  nœud  descendant  sur  ce  plan ,  à  un  axe  fixe  pris  sur  ce  même 
plan,  et  plus  avancé  que  ce  nœud,  suivant  l'ordre  des  signes. 
Soient  encore,  comme  dans  le  n"*  4  du  livre  V,  A,  fi,  C  les  mo- 
ments d'inertie  du  sphéroïde  de  Saturne ,  par  rapport  à  ses  axes 
principaux,  et  nt  le  mouvement  angulaire  de  rotation  de  ce  sphé- 
roïde; on  aura,  par  le  numéro  cité, 

de,_{A+B--2C)   p, 
dt  ~        2n.C  ' 

-^7-* .  sm.Q^  =  ^ 7s — ' .  /*; 

dt  2n.L 
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P  et  F  sont  xlétorminés  par  les  équattims 

P'=Ul,\  XY.  sin.  d,-hXZ.cos.  6,]  : 

dans  ces  équations,  L  est  la  masse  de  Fastre  attirant;  r  est  sa 
distance  au  centre  de  Saturne;  X,Y,Z  sont  ses  trois  coordonnées, 
les  deux  premières  étant  dans  le  plan  fixe ,  et  Taxe  des  X  où  l'on 
fixe  Torigine  de  Tangle  'V^  étant  dirigé  vers  le  nœud  descendant 
de  Téquateur  de  Saturne. 

Nommons  présentement  X  Tinclinaison  de  l'orbite  de  L  au 
plan  fixe,  et  A  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  comptée  du 
nœud  descendant  de  féquateur  de  Saturne.  Soient  X\  T,  Z'  les 
coordonnées  de  L  rapportées  à  l'axe  mené  du  centre  de  Saturne 
au  premier  de  ces  nœuds ,  et  à  deux  autres  axes  perpendiculaires 
à  celui-ci,  l'un  dans  le  plan  fixe,  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce 
plan.  En  nommant  v  la  distance  angulaire  de  l'astre  L  à  soa 
nœud  ascendant,  on  ,aura 

X  =  r.  COS.  V , 
r';=r.  cos.X.rin.v, 
Z'  =r. sin.  X.sin.v. 


On  aura  ensuite 


X  =  X.  COS.  A  —  Y',  sin.  A , 
y=-X'.  sin.  A  -+-  y.  COS.  A , 

z=z\ 


Partant 


A  =  r.  COS.  A.  COS.  v  —  r*  cos,  X .  sin.  A.  sin.  w, 
y=:  r.  sin.  A.  cos-v  -h  r.  cos.  X .  cos.  A .  sin.  v, 
Z  =  r.  sin.X.sii3i.:t;. 
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En  négligeant  donc  les  termes  périodiques  dépendants  de  langle 


t;,  on  aura 


y* — Z"=       — .  (cos*.X — sin*.X.cos".A), 

r* 
XY=^      — .  sin'.X.sin.  A.cos.A, 

XZ=^ .  sin.X.  COS.  X.  sin.A, 

YZ=      — .  sin.X. COS.  X.  cos.A; 

3 


.       • 


on  aura  ainsi 


-Tr-  =  ^ — 7 — 7s — ^.—7-.  Isin.Oi.sin'.X.sin.A.cos.  A— cos.Oj.sin.X.cos.X.sin.A 
dt  an.C  r*     ( 

d'iTi     .     g  _  (2  C—A—B)  3L  (       sin.  ©i.  cos. 0». { cos*.  X — sin'. X. cos\ A } 
^'   '       '   '^       ^''•C      '  ^*   (  +  j  cos*.  0, -sin*.  0,  j.  sin.  X.  COS.  X.  cos.A  (' 

Il  résulte  d abord  de  ces  expressions,  que  les  satellites  dont  les 
orbites  sont  situées  dans  le  plan  de  Téquateur  de  Saturne  n*ont 

aucune  influence  sur  les  valeurs  de  -jp  et  de  -^*  ;  car  on  a,  rela- 
tivement à  ces  corps,  X  =  Oi  et  A  =  200*,  ce  qui  rend  nulles  ces 
valeurs.  Les  anneaux  pouvant  être  considérés  comme  la  réunion 
d'une  infinité  de  satellites,  et  étant  situés  dans  le  plan  de  Téqua- 
teur,  ils  ne  peuvent  influer  sur  ses  mouvements;  Téquateur  de 
Saturne  ne  peut  donc  être  sensiblement  déplacé  que  par  Faction 
du  dernier  satellite  et  du  soleil.  Relativement  à  ce  satellite,  on 
avait  en  1787,  en  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  Torbe  de  Sa- 
turne à  cette  époque, 

X=    2  5%22!1, 

A=i75%i34, 
Ô'=  33^333. 
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On  a  ensuite 

—  =L.m\ 

mt  étant  ici  le  moyen  mouvement  du  satellite,  et  L  étant  sa 
masse,  celle  de  Saturne  étant  prise  pour  unité.  La  valeur  de 

p est  inconnue  :  nous  supposerons,  conformément  au 

n**  23,  qu  elle  est  à  sa  valeur  correspondante  pour  la  terre,  comme 
le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  Téquateur  de 
Saturne  est  à  ce  même  rapport  sur  la  terre.  Nous  supposerons 
ensuite  que  l'on  a  pour  la  terre 

2C-.A^B  _     o,oo5i9323  ili^Q]  —  ^  566^ 

et  comme  on  a  par  ce  qui  précède, 

9  =  0,16697, 
et  que  pour  la  terre,  (^  =  ^;  on  aura  pour  Saturne, 

j^ =  o,oo582383.  289. 0,16597. 

On  trouve  ainsi  pour  la  variation  annuelle  -tt^  de  'Vi , 

4^=6195',!. 

On  a  vu  précédemment  que  L  est  au-dessous  d'un  deux-centième; 
-T--i  est  donc  au  plus  de  3  2',  et  il  y  a  tout  lieu  de  croire  qu'il 
est  fort  au-dessous,  et  qu  il  n  excède  pas  deux  ou  trois  secondes. 
La  valeur  de  -jp ,  due  à  Taction  du  soleil ,  est  à  très-peu  près 
égale  à  0^^,878,  et  par  conséquent  elle  est  insensible. 

TOME  lY.  S7 
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Il  suit  de  là  que  le  déplacement  de  l'équateur  de  Saturne  sur 
l'orbite  de  cette  planète  est  beaucoup  plus  lent  que  celui  de  l'or- 
bite du  dernier  satellite,  et  il  est  facile  de  s'assurer,  par  les  for- 
mules du  second  et  du  septième  livre,  que  le  déplacement  de 
l'orbite  de  Saturne,  rapporté  à  son  équateur,  est  pareillement 
beaucoup  moindre  que  celui  de  l'orbite  de  ce  satellite.  Cela  posé, 
reprenons  Téquation  du  n"*  35, 

sin.«r  p  — ç.cos.  211' 

Cette  équation  donne,  en  négligeant  le  carré  de  (f, 


sin.'cyri=èîi-f-  -?-.  cos.  2  II —  -J-  (cos.  all.c/. -|, 

V  P) 


2p 


h  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi,  en  n'ayant  point  égard 
aux  quantités  périodiques  dépendantes  de  l'angle  ail,  l'incli- 
naison tzr  de  l'orbite  du  satellite,  sur  le  plan  intermédiaire  entre 
l'orbite  et  l'équateur  de  Saturne,  reste  toujours  la  même,  malgré 
les  variations  de  ce  plan;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons 
trouvé  pour  la  lune,  dans  le  septième  livre,  n**  3.  L'équateur  de 
Saturne  entraîne  dans  son  mouvement  le  plan  intermédiaire,  et 
l'orbite  du  satellite,  qui  conserve  toujours  sur  ce  plan  la  même 
inclinaison  moyenne,  avec  un  mouvement  rétrograde  presque 
uniforme,  mais  cependant  un  peu  variable,  à  raison  des  varia- 
tions de  l'inclinaison  respective  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de 
Saturne. 
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CHAPITRE  XVIII 


DES  SATBLLITES  D'URANUS. 


38.  Nous  avons,  relativement  aux  satellites  d'Uranus,  beau- 
coup moins  de  connaissances  encore  que  par  rapport  à  ceux  de 
Saturne.  Herschel  est  jusqu'ici  le  seul  qui  les  ait  observés,  et  il 
résulte  de  ses  observations,  qu'ils  se  meuvent  tous  à  peu  près 
dans  un  même  plan  presque  perpendiculaire  à  celui  de  la  pla- 
nète; c'est  donc  le  seul  phénomène  que  nous  ayons  à  expliquer. 

En  appliquant  à  ces  corps  les  formules  du  chapitre  précédent, 
on  voit  que  l'action  seule  de  la  planète  ne  suffit  pas  pour  main- 
tenir Torbite  du  dernier  satellite  dans  le  plan  des  autres  orbites. 
Quoique  nous  ignorions  la  durée  de  la  rotation  d'Uranus,  il  n'est 
cependant  pas  vraisemblable  qu'elle  soit  beaucoup  plus  petite  que 
celles  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Supposons  qu'elle  soit  la  même 
que  pour  Saturne;  nous  aurons,  par  le  chapitre  précédent, 


335 'P.  a-' 

Ici  7^=  30589^"*"",  et  suivant  Herschel,  a=:9i,oo8,  d'où  l'on 
tire 

r=o,3982ii.i5:. 

Le  plan  de  l'équateur  d'Uranus  étant  supposé  à  très-peu  près 
perpendiculaire  à  son  orbite,  et  A  exprimant  l'inclinaison  mu- 
tuelle de  ces  deux  plans;  si  l'on  fait  A'= A,  ir  étant  la  demi- 

27. 
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circonférence  dont  le  rayon  est  Tunité,  K  sera  un  très-petit  angle. 

Soit  9'= 9;  Téquation 


trouvée  dans  le  chapitre  précédent  donnera  à  très-peu  près 


&=     ^^' 


K-K 


/1 


or  il— 0,  ou  Q'—A'  étant  Finclinaison  du  plan  sur  lequel  se  meut 
Torbite  du  satellite ,  à  l'orbite  de  la  planète,  cette  inclinaison  est 

K^K'  ^^  o^eoive'"*' 

elle  est  donc  très-petite,  si  Ton  n'a  égard  qu  à  l'action  du  satel- 
lite et  d'Uranus.  Le  plan  fixe  coïnciderait  alors  à  très-peu  près 
avec  l'orbite  de  la  planète,  et  le  dernier  satellite  cesserait,  à  la 
longue ,  de  se  mouvoir  dans  le  plan  de  Téquateur  d'Uranus  et  des 
orbes  des  autres  satellites.  Mais  il  peut  être  retenu  dans  ce  der- 
nier plan  par  l'action  des  satellites  intérieurs.  Pour  le  faire  voir, 
nous  observerons  que  par  le  n**  35,  si  l'on  nomme  a  le  rapport 
du  rayon  de  l'orbe  de  l'avant-dernier  satellite,  à  celui  de  l'orbe 
du  dernier;  la  valeur  de  K'  est  augmentée,  par  l'avant-dernier 
satellite,  de  la  quantité-f.  m'.a*.  6^*\  m  étant  la  masse  de  ce  satel- 

T 

lite,  en  parties  de  celle  d'Uranus,  prise  pour  unité;  et  b^'^  étant 

T 

déterminé  par  les  formides  du  n**  49  du  second  livre,  a  est  à  très- 
peu  près  Y,  par  les  observations  d'Herschel,  ce  qui  donne  à  fort 
peu  près 

3i 


¥'^ 


• 


1       12  ' 
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la  valeur  de  K^  est  donc  augmentée  de  la  quantité  — '- — .  Si  l'on 
suppose  cette  quantité  égale  à  K,  on  aura 

^'=  1,39824.  is:, 

et  par  conséquent 

0,398^4 

Tinclinaison  de  Torbite  du  dernier  satellite,  à  Téquateur  d'Ura- 
nus,  sera  donc  très-petite. 

La  durée  de  la  révolution  sidérale  de  ce  satellite  est  de 

io7J^"",6944; 

ainsi  iT,  relativement  à  Uranus,  est  égal  à  0,000009236987,  ce 
qui,  en  supposant 

3 1  ./n        ^ 

=  A, 

192 

donne 

m'=o, 0000672035; 

or  cette  niasse  de  l'avant-dernier  satellite,  et  même  une  masse 
supérieure,  est  très-admissible;  l'orbe  du  dernier  satellite  peut 
donc  être  retenu  dans  le  plan  de  l'équateur  de  la  planète,  par 
l'action  des  satellites  intérieurs.  Quant  aux  orbes  des  autres  sa- 
tellites,  l'action  seule  d'Uranus  suffit  pour  les  maintenir  dans  le 
plan  de  son  équateur;  car  le  rapport  à^  K  kK  augmentant  réci- 
proquement, comme  la  cinquième  puissance  du  rayon  de  l'orbite, 
il  est,  relativement  à  l'avant-dernier  satellite,  trente-deux  fois  plus 
grand  que  relativement  au  dernier;  en  sorte  que  l'on  a  alors 

i:'=  12,7437.^; 
ce  qui  donne 

ï  1*7437  ' 
ainsi  B  est  très-petit  et  insensible. 


^^■^ 
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THÉORIE    DES    COMETES. 


Les  grandes  excentricités  des  orbites  des  comètes,  et  leurs 
inclinaisons  considérables  à  Técliptique,  ne  permettent  pas  d'ap- 
pliquer aux  perturbations  que  ces  astres  éprouvent,  les  formules 
relatives  aux  planètes,  et  qui  ont  été  présentées  dans  le  second 
et  dans  le  sixième  livre.  Il  n'est  pas  possible,  dans  letat  actuel 
de  lanalyse,  d'exprimer  ces  perturbations  par  des  formules  ana- 
lytiques qui  embrassent,  comme  celles  des  planètes,  un  nombre 
indéfini  de  révolutions  :  on  ne  peut  les  déterminer  que  par  par- 
ties, et  au  moyen  de  quadratures  mécaniques.  La  méthode  du 
chapitre  viii  du  second  livre  est  très-propre  à  cet  objet;  car  elle 
donne,  par  de  simples  quadratures,  les  altérations  de  chaque 
élément  de  l'orbite  supposée  elliptique  ;  et  pour  avoir  à  chaque 
instant  le  mouvement  de  la  comète,  il  suffit  de  substituer  les  élé- 
ments augmentés  de  ces  altérations,  dans  les  formules  connues 
du  mouvement  elliptique.  Je  vais  donc  ici  développer  cette  mé- 
thode, en  sorte  que  ceux  qui  voudront  l'appliquer  au  mouvement 
d'une  comète  n'éprouveront  d'autre  embarras  que  celui  des  subs- 
titutions numériques. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  PERTURBATIONS  DES  COMÈTES. 


1.  Soient,  comme  dans  le  n^  46  du  second  livre,  x,  y,  z,  les 
trois  coordonnées  de  la  comète  m,  rapportées  au  centre  du  soleil; 
soient  x,y,  z\  celles  de  la  planète  perturbatrice  m,  et  supposons^ 
comme  dans  le  même  numéro, 


^__  m.{xx+yy+zz') 


m 


W-^Y+iy-yY+i^-^y' 


r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  rn.  Représentons  en- 
core par  Tunité  la  masse  du  soleil,  et  faisons  i-i-m=(i;  on  aura, 
par  le  numéro  cité , 


ddx        fi^x 


o 


de  r' 

ddy    ,    fi.y 


dt'  r' 

ddz        pL.z 

IF 


(é3\ 


Dans  le  cas  où  R  est  nul,  ces  équations  appartiennent  à  une 
orbite  elliptique,  comme  on  l'a  vu  dans  le  second  livre;  mais  la 
valeur  de  R  étant  très-petite,  si  Ton  nomme  Sx,  Sy,  êz,  les 
altérations  qu  elle  produit  dans  les  valeurs  de  x,  y,  z,  relatives 
à  Torbite  elliptique,  et  si  Ton  néglige  les  carrés  et  les  produits 


216  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

de  ces  altérations,  les  trois  équations  précédentes  donneront  les 


suivantes  : 


dd.Sx         Sx         ix.Sr 


de  r' 


[dx} 


o 


ddJy_.il_}y:lr_,(dR\\  ,^. 

de      ^  r'        ^^^       [dyH  ^   ' 


dd.Sz         Sz         3z.Sr 


de  r'  r» 


m- 


Il  suffit  de  satisfaire  à  ces  équations,  car  en  réunissant  les  valeurs 
de  Sx,  5j,  5z,  qui  y  satisfont,  aux  valeurs  de  x,  y,  z,  relatives 

au  mouvement  elliptique,  et  qui  renferment  six  constantes  arbi- 

» 

traires,  on  aura  les  intégrales  complètes  des  trois  équations  dif- 
férentielles primitives  du  mouvement  de  la  comète. 

2.  Considérons  la  valeur  de  R  dans  les  deux  limites  de  la  dis- 

tance  de  la  comète  au  soleil.  Lorsque  le  rapport  -r  de  son  rayon 

vecteur  à  celui  de  la  planète  est  une  très-petite  fraction ,  la  valeur 

de  (  -j—  I  est  très-petite  relativement  à  celle  de  ^ ,  et  le  rapport 

de  la  première  à  la  seconde  de  ces  deux  valeurs  est  de  Tordre 
— ^.  Dans  ce  cas,  on  peut  considérer  à  fort  peu  près  R  comme 

nul,  et  le  mouvement  de  la  comète  comme  elliptique. 

Si  —  est  un  grand  nombre,  c'est-à-dire,  si  la  comète  est  beau- 
coup plus  loin  du  soleil  que  la  planète,  en  réduisant  alors  R  dans 
une  série  descendante  par  rapport  à  r,  et  négligeant  dans  cette 

série  les  termes  de  Tordre  —r.  on  aura 

r* 

(dR\        jn\lx — x)        m  X  *%    i  i     t         i         n   x 
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Téquation  différentielle  en  hx  devient  donc 

dd.Sx     Sx     ^x.lxSx+ySy-hzSz)     m\(x—x)     irix!     o    .  /     /        i       n  x 

Les  équations  différentielles  en  5y  et  5z  donnent  évidemment 
des  équations  semblables.  Supposons  maintenant 

Bœ=Ax'+-  A'x, 
ây  =  Ay-{'Ay, 
Sz  =  Az  -+-ilV; 

et  observons  que  Ton  a  à  très-peu  près 

dàx X         ddx' x  ^ 

IF  r^'       "rfF  7^' 

Téquation  différentielle  en  hx  donnera 

A\x         A',x         3i4.a?        iA'.x.{xx+yy  +  zz') 


r'              r'» 

r'                           r* 

1    m'.{x   x') 
r' 

m'.x'        Sm'.x.{xx'+yy'+zz') 

On  satisfait  à  cette  équation  en  faisant 

A-- 

—  2  >      ^  —  w»  ; 

ce  qui  donne 

âx= 

\mx-\-mx, 

hy- 

_  J  lîi'j -t- m  j , 

5z  =  ym'z  -hmV. 

Ces  valeurs  satisfont  donc  à  Téquation  différentielle  en  hx^  et 
il  est  clair  qu  elles  satisfont  encore  aux  équations  différentielles 
en  èy  et  èz. 

Le  résultat  précédent  est  un  corollaire  fort  simple  du  théorème 

TOMB   IT.  28 
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que  nous  avons  donné  dans  le  n""  10  du  second  livre.  Suivant  ce 
théorème,  lorsque  la  comète  est  à  une  grande  distance  du  soleil, 
elle  peut  être  considérée  comme  étant  attirée  vers  le  centre 
commun  de  gravité  du  soleil  et  de  la  planète,  par  une  masse 
égale  à  la  somme  de  ces  trois  corps  ;  elle  décrit  donc  alors  à  très- 
peu  près  une  ellipse  autour  de  ce  point,  et  la  force  attractive  qui 

la  lui  fait  décrire  est ^ .  r-f-5r  étant  le  rayon  vecteur  de 

cette  nouvelle  ellipse,  représentons  par  x-hSx,y-^Sy  etz-f-S^, 
les  coordonnées  correspondantes.  On  peut  supposer  cette  ellipse 
entièrement  semblable  à  celle  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z, 
et  décrite  dans  le  même  temps.  Pour  cela,  il  suffit  que  les  forces 
attractives,  dans  les  points  correspondants  des  deux  ellipses,  soient 
entre  elles  comme  r-h^r  est  à  r,  ce  qui  donne 


i+zw+m'    i  +  w 


-j-tit—^ni         1  — r-  fit  ^ 

d'où  l'on  tire 

Br=jm'.r; 

les  coordonnées  de  la  nouvelle  ellipse  sont  par  conséquent 

m'\  (  m'\  (         m*\ 

y-^-^yx,   ^i+xj-^'    y^T]-^- 

Ces  coordonnées  sont  rapportées  au  centre  commun  de  gravité 
du  soleil  et  de  la  planète.  Pour  avoir  ses  coordonnées  rapportées 
au  centre  du  soleil,  il  faut  y  ajouter  les  coordonnées  de  ce  centre 
de  gravité,  relativement  au  centre  du  soleil,  et  ces  coordonnées 
sont  évidemment  mV,  rny\  mz  ;  les  coordonnées  de  la  comète, 
rapportées  au  centre  du  soleil,  seront  donc 

(m\  ,  ,      (         m\  ,  ,       /         to'\  ,  , 

1-4-  -^j.^r-hmj:?,      (  iH-  -q-J-J  "^''^J'      l  ^"^  -j-j.zH-mz; 

ce  qui  est  confonne  à  ce  qui  précède;  et  comme  ces  coordonnées 


4 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE  NEUVIÈME.  219 

ren£ermcnt  six  arbitraires,  elles  satisfont  complètement  aux  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  de  la  comète,  lorsque  Ton  y 
suppose 

R  =  —  ^  —  m\[xx-i-jj'^zz').(^y^  —  -^1 
Cela  posé,  soit  généralement 


et 


m 


eîj=-j-,j-f-my-f-eJj,, 


Sz=  -^.  z  -f-  mz-h  âzi  ; 


les  équations  différentielles  en  5a?,  5j  et  hz,  donneront 


dd.Sxi        Sxi         3x.Sr, 
o  = 


dp  r*  r^ 


[d^r 


dd.  Sy,        Sy,         Sy.Sr,        (dR'\     \  .  „v 


dd.Sz,        Szi        iz.Sr, 


dt*  r> 


(^')- 


Dans  ces  équations,  hr^  est  ce  que  devient  5r,  lorsque  Ton  y 
change  Sx,  ây,  hz,  en  hx^,  Sji,  Sz».  Ces  équations  ne  diffèrent 
des  équations  (^4)  quen  ce  que  R  y  devient  R.  Elles  peuvent 
servir  avec  beaucoup  d'avantage,  pour  le  calcul  des  perturbations 
de  la  comète,  dans  la  partie  supérieure  de  son  orbite,  parce  que 
B!  est  alors  très-petit. 

3.   Considérons  maintenant  les  variations  des  éléments  de 

28. 
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l'orbite.  Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  Torbite  primitive  de  la 
comète,  ce  qui  permet  de  négliger  le  carré  de  z,  comme  étant 
de  Tordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  faisant,  comme 
dans  le  n**  50  du  second  livre, 

h=e.siïï.^,        l=e.  cos.  ist, 

e  étant  le  rapport  de  l'excentricité  de  l'orbite,  au  demi-grand  axe, 
et  izr  étant  la  longitude  du  périhélie,  comptée  de  l'axe  des  x;  on 
aura,  par  le  n**  64  du  même  livre. 


dh'=dx 


Ces  deux  équations  donnent  les  valeurs  de  de  et  de  dra;  car  on  a 

de  =  dh.  sin .  «  -h  dl.  cos.  tsr, 
ed'd  =  dh.  COS.  tsy — dl.  sin .  tsr; 

et  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  prend  la  ligne  même  des  ab- 
sides pour  l'axe  x,  on  aura 

de=dl,        ed^=dh. 

Les  équations  du  mouvement  elliptique  donnent,  par  le  n**  20 
du  second  livre, 

fndt-^e — izr=tt  —  e.  sin.u, 
r=a.(i — ^.  COS.  tt), 

tang-Kv— «)  =  y^^^tang.|^,  (0) 


a* 
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fndt-i-e  est  la  longitude  moyenne  de  la  comète;  fndt-\-e  —  « 
est  son  anomalie  moyenne;  t; — izr  est  son  anomalie  vraie, -et  u 
est  son  anomalie  excentrique,  x  eiy  étant  les  coordonnées  de  m, 
si  Ton  prend  la  ligne  des  absides  pour  Taxe  des  abscisses,  et  si 
Ton  compte  les  x  du  foyer  vers  le  périhélie,  on  aura 

x=r.cos.[v — izr),       j=r.  sin.(t; — izr). 

La  seconde  et  la  troisième  des  équations  précédentes  (0)  donnent 
ainsi 

x=a.  COS.  u — ae,       y=za.^i — e\  sin.  u. 

Si  Ton  nomme  ensuite  X  Tinclinaison  de  Torbite  de  la  planète  m, 
sur  celle  de  la  comète,  et  y  la  longitude  de  son  nœud  ascendant, 
comptée  de  l'axe  des  absides;  si,  de  plus,  on  désigne  par  v  Tangle 
que  le  rayon  r  fait  avec  la  ligne  des  nœuds;  on  aura 

x= r .  COS.  y.  cos.  v  —  r .  sin.  y.  cos.  X.  sin.  v, 
y=  r .  sin.  y.  cos.  v-^r.  cos.y.  cos.  X.  sin.v', 
z=r.  sin.  X.  sin.  v. 


La  valeur  de  R  donne 


\dx) 


m  ,x         m  .(dC — x) 

—,  j     ; 


/étant  supposé  égal  à   \/ip—^)' "+"(/' — j)'^~(^' — ^Y-     ^"  * 
pareillement 

_  m'. y'        m'.{y'-y) 


m 


r    ; 

Cela  posé,  la  valeur  de  dl  donnera 

de=^ — m.adu.^i — é'.cos.u.lay' — ^/M"^ 


1 

7 


(   y'  /y' y\) 

m'.a*du.\i — c*. (i  —  e.cos.u).}-^  —  ^  a    h 
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La  valeur  de  dh  donnera  pareillement 

e.  drs  =  —  m.  adu.  sin.  u.  [a^' — xy)  A-^ 77  ) 

-\-m'.a\du.^i — e'.(i — e. cos. bJ.I-t^  —  ^    ^  K. 

Par  le  n"*  64  du  second  livre,  on  a  dans  Tellipse  variable,  et  en 
observant  que  |x  est  à  très-peu  près  égale  à  l'unité, 

d.-  =  2dR; 
a 

la  caractéristique  di£Pérentielle  d  ne  se  rapportant  qu'aux  seules 
coordonnées  de  m.  En  négligeant  le  carré  de  z,  on  a 

j  D m\{xdx+ydy)        m'.\{x—x).  dx+(j'—y).  dy\  ^ 

et  par  conséquent 

dR=  —  ma(ia.sin.a.|-7r  —  - — tc— ^ 


madu.yJi — é".  cos.u.Mtt  —  ^^-is     i» 


d'où  Ton  tire 


da=  2m.a*aa.  sin.a.  {-77  —  ^ — tn — - 

—  im.a^da.\l  \ — e".  cos.  a.l^  —      r.     [• 

[^  r     ) 

On  a  ensuite 

dn=ian.dR; 

et  par  conséquent 

fndt=Nt-hif[ndt.fadR), 

N  étant  une  constante.  On  aura  donc  ainsi  les  variations  de  l'ex- 
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centricité  et  du  périhélie  de  Torbite,  de  son  grand  axe,  et  du 
moyen  mouvement  de  la  comète. 

Pour  avoir  la  variation  de  e^  ou  de  Tépoque  de  la  longitude 
moyenne,  nous  observerons  que,  dans  le  cas  de  Tellipse  inva- 
riable, la  première  des  équations  (0)  donne,  en  la  différentiant, 

ndt=dn.[i — e.cos.u). 

Dans  le  cas  de  l'ellipse  variable,  on  doit  avoir  la  même  équation, 
par  le  chapitre  viii  du  second  livre;  ce  qui  donne 

de  —  rf«  =  rftt.(i  —  e.cos.  u)  —  de.siu.u; 

u  ne  variant  ici  qu'à  raison  des  variations  de  a  et  de  "GT,  au  lieu 
que  dans  le  premier  cas  il  ne  varie  qu'à  raison  du  temps  t 
La  troisième  des  équations  (0)  donne,  en  ne  faisant  varier  que 
e  et  «, 


rft»  du  I  \+e         acf^.tang.^tt 

—  cos«.j(i;~tsr)  ~  ces». \ u  '  y  r=^  "^  [^Z^jYTZf.' 

En  substituant  pour  cos*.  ^  [v — «),  sa  valeur  donnée  par  la  même 
équation,  on  aura 

,    (f«r.  (i  — c.cos.  tt)         (fe.sin.a^ 

d'où  l'on  tire 

1  ,    <i«r.(i  — e.cos.  tt)*         e/e.8in.tt.(2— g*--e.cos.tt)  ^ 

équation  qui  détermine  e/e  —  e/tsr,  et  par  conséquent  la  valeur 
de  de. 

En  intégrant  par  des  quadratures  les  difîéreîitielles  de  e,  tzr,  a, 
n,  e,  on  aura  pour  un  instant  quelconque  tous  les  éléments  du 
mouvement  de  la  comète  dans  son  orbite  :  on  aura  ensuite  sa 
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position,  au  moyen  des  équations  (0).  Il  ne  reste  plus  maintenant 
qu  à  déterminer  la  situation  de  cette  orbite. 

Reprenons  pour  cela  les  équations  du  n"*  64  du  second  livre, 

Si  l'on  nomme  (p  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  des  x  et 
des  J'y  et  6  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  on  aura,  par  le 
même  numéro, 

tang.  (p  =  -3^— ,      tang.  6  =  -T 


c  -  c" 


a.(i  — «•)  =c'-4-c''-4-c''. 

Lorsque  l'on  prend  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive,  c 
et  c  sont,  ainsi  que  z,  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  en 
négligeant  donc  le  carré  de  ces  forces,  et  substituant  pour  R  sa 
valeur,  on  aura 


dt 
de' 


dt    ~ 
c==y/a.(i — e'); 

or  on  a,  par  ce  qui  précède, 


i'a.jcos.tt— e|.2'.  (77  —  77)' 
a.  \/i—e\  sin.tt.  z'.  (7?  —  75-)  » 


ndt=du.[i — e.  COS.  a),       «•=—;-; 
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on  aura  donc 

de'  nia^.  du   ,  v  /  \     /  /  ^  i  \ 

—  = .  (1  —  e.cos.  II). (cos.a — e).zA—r: aI» 

—  =  —  m'a\du.[i — e.cos.  tt).sina.  z'.(-77 77). 

En  intégrant  ces  deux  équations,  on  déterminera  pour  un  instant 
quelconque  l'inclinaison  de  Torbite  sur  le  plan  fixe,  et  la  position 
de  ses  nœuds. 

4.  Le  point  le  plus  important  de  la  théorie  des  perturbations 
des  comètes  est  la  différence  de  deux  de  ses  retours  consécutifs 
au  péirhélie;  voyons  comment  on  peut  la  déterminer.  Prenons 
pour  exemple  la  comète  de  1682,  qui  a  repassé  à  son  périhélie 
en  1769.  Soit  T  le  temps  compris  entre  ses  deux  passages  au 
périhélie,  en  1682  et  1759.  On  peut  déterminer  N  de  manière 
que  NT=2'!r,  ir  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
Tunité.  On  a,  par  le  numéro  précédent, 

/i=iV.(i-+-3a./dB). 

Si  Ion  fait  commencer  l'intégrale  fàR  à  l'instant  du  passage  de 
la  comète  par  le  périhélie  de  1682,  où  nous  fixons  l'origine  du 
temps  t,  on  pourra  supposer 

âq  étant  une  arbitraire.  Maintenant  on  a,  par  le  numéro  pré- 
cédent , 

V=:fndt'^e  —  «, 

V  étant  l'anomalie  moyenne  de  la  comète;  on  aura  donc 


V=  Nt.  (  i  -hS^)  -h  ^a./NdLfàR)  -He— i!T-h5e  —  (Î1ST, 
Se  et  StsT  étant  les  variations  de  e  et  de  izr,  depuis  le  passage  au 
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périhélie  de  1682;  e  et  izr  se  rapportant  à  ce  passage,  e — «est 
nul  à  cet  instant,  puisque  alors  F  =  o,  par  la  supposition.  De 
plus,  on  a  supposé  que  t  étant  égal  à  1\  F=Qir,  et  NT=2ir ; 
on  a  donc 

o  =  âe  —  ^-h8(].NT^3a.J{Ndt.fdR), 

les  variations  de  et  è^,  ainsi  que  la  double  intégrale,  étant  éten- 
dues depuis  f=o  jusqu'à  1=^7.  Cette  équation  donnera  la  valeur 
de  h(],  et  par  conséquent  on  aura,  pour  un  instant  quelconque, 
la  valeur  de  n.  Cette  valeur  donnera  celle  du  grand  axe  de  l'or- 
bite, au  moyen  de  l'équation  n'=  —. 

Nommons  N'  la  valeur  de  /i,  à  l'instant  du  passage  du  périhélie 
de  1759.  Prenons  ensuite  cet  instant  pour  Vorigine  du  temps  t; 
nous  aurons 

¥=: iV'f -f  Se  -  S^ -I- 3a, ./[iS'dt.JdR), 

Se  et  Stzr  commençant  ici,  ainsi  que  les  intégrales,  à  Tinstant  du 
passage  au  périhélie  en  lyôg,  et  a,  étant  le  demi-grand  axe  de 
l'orbite  à  cette  époque.  Les  valeurs  de  «,  s,  e,  seront  détermi- 
nées par  les  observations  de  la  comète,  faites  à  la  même  époque; 
car  a,  étant  connu  par  ce  qui  précède,  la  distance  périhélie  en 
1789  donnera  la  valeur  correspondante  de  e.  Soit  T' l'intervalle 
inconnu  du  passage  au  périhélie  en  1759,  au  prochain  passage 
par  le  périhélie.  A  ce  dernier  instant,  V=^'2n ;  partant 

iV  r  +  Se  —  B^  ~i-  3a. ./{N'dt.fdR)  =  2  tt, 

les  valeurs  de  Se  et  de  Star  s'étendant  comme  les  intégrales, 
depuis  t=o  jusqu'à  t=T.  Cette  équation  déterminera  T'. 

On  peut  faire  disparaître  dans  ces  expressions  les  doubles  in- 
tégrales ,  en  observant  que 

3a,  .j[N'dt.fàR)  ==3N't.fa,  âR-  3a,.jWt.  dfi; 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE  NEUVIEME.  227 

en  marquant  donc  d'un  trait  horizontal  placé  au*dessus  les  quan- 
tités étendues  depuis  le  périhélie  de  1682  jusquà  celui  de  1769, 
et  d'un  double  trait  celles  qui  s'étendent  depuis  le  périhélie  de 
1769  jusqu'au  prochain  périhélie;  l'expression  précédente  de  n 
donnera 


iVT=2  7r  -5e-+-ât!y-+-3a./iV«.d/î. 

Cette  équation  déterminera   A ',  et  par  conséquent  a,.  On  aura 
ensuite 


iV'.(r— r)z=eîe  -5e  — 5«-f-5©— 3iV'r./a,d/{ 

—  3a/7â^ -f- 3a, ./Wdl; 

équation  qui  déterminera  la  différence  T' —  T  des  deux  révolu- 
tions anomalistiques  de  la  comète. 

5.  Toute  la  diflBculté  se  réduit  donc  à  déterminer  numérique- 
ment les  altérations  des  éléments  de  l'orbite.  Nous  avons  déjà 
observé  que  l'on  ne  peut  y  parvenir  que  par  des  quadratures 
mécaniques,  et  l'analyse  fournit  pour  cet  objet  divers  moyens. 
Je  vais  exposer  ici  la  formule  qui  me  paraît  la  plus  commode  et 
la  plus  simple,  et  pour  cela,  je  vais  rappeler  en  peu  de  mots  le 
principe  de  la  théorie  des  fonctions  génératrices. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  de  t,  et  supposons  qu'en  la 
développant  suivant  les  puissances  de  f ,  on  ait 

^_yo)  _^y,)^  t'+-y'\  V-^y^'l  f  H-  etc. 

tt  sera  Isl  fonction  génératrice  des  divers  coefficients  y*\  y\  y^\  etc. 
Il  est  clair  que^'^  étant  le  coefficient  de  f,  dans  le  développement 
de  tt,  il  sera  le  coefficient  indépendant  de  t,  dans  le  développe- 
ment de  -7;  or  on  a 


tt         /        I 


p=tt.l  i-fy-i  ]=n.\i  +  i 


^•(t-O"*"^-!^^')'^'''!  ^^'^ 


29. 


228  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

Le  coefficient  indépendant  de  t,  dans  uA-  — 1 1  est  évidemment 

y^'^ — y^'\  ou  A,j^'\  la  caractéristique  A  étant  celles  des  diffé- 
rences finies.  Il  est  visible  encore  qu'en  considérant  u.  (--  — i  j 

comme  une  nouvelle  fonction  génératrice,  son  développement, 
en  n'ayant  point  égard  aux  puissances  négatives  de  t,  sera 

A.y^  -h  A.y*^  f-+-  A.  jW.  1'-+-  A.yi  f^-t-  etc. 

De  là  il  suit  que  le  coefficient  indépendant  de  f,  dans  le  déve- 
loppement de  tt.(- — 1  ].(■- — 1  J,ou  uA-j — 1  j  ,  est  A.y'^ — A.y'^ 
ou  A',  j^'^  En  suivant  le  même  raisonnement,  on  voit  que  le  coef- 
ficient indépendant  de  t,  dans  le  développement  de  u.l-  — 1 1  , 

est  A\y\  et  ainsi  de  suite;  l'équation  (i)  donnera  donc,  en 
repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients, 


1.2  1.2.0 

Quoique  cette  expression  de  y^'^  n'ait  été  conclue  qu'en  suppo- 
sant i  un  nombre  entier  positif,  cependant  on  l'étend  à  une  valeur 
quelconque  de  i.  Alors  j^'^  est  l'ordonnée  d'une  courbe  parabolique 
dont  l'abscisse  est  i,  et  qui  passe  par  les  extrémités  des  ordonnées 
équidistantes  j^'\  y^'\  y^*\  etc.  l'intervalle  qui  les  sépare  étant  ici 
pris  pour  unité.  Quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  que  l'on 
considère,  on  sait  que  chacun  de  ses  arcs  très-petits  peut  être 
pris  pour  un  arc  parabolique  dont  l'ordonnée  y^^  est  exprimée 
par  une  série  de  puissances  successives  de  l'abscisse,  comptée 
depuis  l'origine  de  l'arc.  Les  coefficients  de  ces  puissances  devant 
être  déterminés  de  manière  que  la  courbe  passe  par  les  extrémités 
des  ordonnées  voisines  y^'\  y^'\  etc.  on  aura  évidemment  l'exprès- 
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sion  précédente  de  y^"^.  En  la  multipliant  par  di,  et  en  l'intégrant 
depuis  i=o  jusquà  i=i,  on  aura 


/y^'-).  (/i=/)+|.  Ay)-À.  A«.y^')+^.  £i\y^^^^^.  A\/)+4. A\/^- 

+  etc. 


5555Ô*  **  / 


Ce  sera  l'aire  de  la  courbe,  compris  entre  j^*^  et  y^'K  L'aire  com- 
prise entre  l'ordonnée  y ^*^  et  l'ordonnée  y ^'^  sera  pareillement 

fyi\di=y'^-^\.  A./J— :à.  A'./^-h  etc. 

et  ainsi  de  suite.  /y*\  di  représentant  donc  l'aire  entière  comprise 
entre  les  ordonnées  j^'^  et  y^"\  on  aura 

//).  di=y'^  -hj^'^  -^y^ -f.j(-o 

|.jA  ./^-h  A  ./î-H  A  ./J -+- A  .y«-^^( 

À.jA\yj-hA*./^-}- A'.y^J -f- A'./"-'^! 

etc. 

or  on  a 

^     v(»)-|-^     v(0 -|-^  ,y(«— 0--y(O__y(o)_^yW y(0 _|.y(«)_y(n— 0— :y(«)«_y(«)^ 

On  a  pareillement 


A'.y^J-f-  A\/î H-  A'.y^'J 

et  ainsi  de  suite;  partant. 


A.y»)  — A.y^ 


//l,// 


±     v(») 


(t) 


y  W  «^  yl»;  _[_  y 


.(*) 


-^-7 


(n— I) 


2V 


^.jA'.y- 

-???»  lA'  v'" 
etc. 


A  ./)j 

A'.y} 
A\jW| 


Les  valeurs  de  A.y"^  A*.y"\  etc.  dépendent  de  y***'',  y****,  etc. 
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et  Ton  est  censé  n  avoir  calculé  que  les  ordonnées  j^*\  y*^ — j^*'. 
Pour  résoudre  cette  difficulté,  on  observera  que  le  coefficient 

de  f,  dans  le  développement  de  la  fonction  a.f  -  —  i  j  ,  est  A^J^"'; 


or  on  a 


Le  coefficient  de  r,  dans  le  développement  de  tt.(i  —  ty  est 
généralement  A^.j^"~^^  L'équation  précédente  donne  donc,  en 
repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients, 


^ryn)  _  ^ryn-r)_^  j,    ^r*.   yn-r-,)  _^    ^  '  ^+ '   .  A'^'./"''  '  -f-  etC, 


1.2 


En  faisant  successivement  r=i,  r=2,  r=3,  etc.  on  aura  des 
valeurs  de  A.y^"\  A'.y^'*^  etc.  qui  ne  dépendront  que  des  ordon- 
nées j^''^  7^"""*^  etc.  En  les  substituant  dans  l'expression  précé- 
dente de  fy^^.di,  on  aura 

fy^K  di  ==  I   y^^  -h^'^  -+'f'- -h-j^"  -^^  -4-  |.y"^  ' 

—  À  jA.y-»^  — A.y^i 

—  ^  |A'.y"-'^-+-A\/'^î 

—  ^  jA\/"-)  — A\/)!  )        (P) 


etc. 


6.  Pour  appliquer  la  formule  (P)  aux  variations  des  éléments 
de  l'orbite  de  la  comète,  on  prendra  pour  abscisse  l'anomalie 
excentrique  de  la  comète,  que  nous  avons  désignée  précédem- 
ment par  u;  et  si  l'on  représente  par  Q.du  la  variation  diflFéren- 
tielle  d'un  des  éléments  de  l'orbite,  on  fera  varier  «  de  degré  en 
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degré,  et  Ton  déterminera  les  valeurs  correspondantes  de  Q.  En 

les  désignant  par  Q^'\  Q^'^ Q^"\   la  formule  (P)  donnera  la 

valeur /Q.dtt,  ou  la  variation  de  l'élément  de  Torbite,  corres- 
pondante à  la  variation  supposée  dans  l'arc  de  Tanomalie  excen- 
trique. Le  plus  souvent  il  suffira  de  ne  considérer  dans  cette 
formule  que  la  première  différence  finie;  mais  vers  les  points  où 
la  comète  est  près  du  minimum  de  sa  distance  à  la  planète  per- 
turbatrice, ce  qui  rend  fort  considérables  les  valeurs  de -7^1  et 

par  conséquent  celles  de  Q,  il  faut  avoir  égard  aux  différences 
suivantes;  il  sera  même  utile  alors  de  diminuer  l'intervalle  qui 
sépare  les  coordonnées  équidistantes,  en  faisant  varier  l'anomalie 
excentrique  de  demi-degré  en  demi-degré. 

7.  On  a  vu  dans  le  n**  1,  que  la  partie  la  plus  sensible  des 
perturbations  d'une  comète  peut  être  exprimée  analytiquement, 
lorsque  la  comète  est  considérablement  éloignée  de  la  planète 
perturbatrice ,  ou  lorsqu'elle  est  dans  la  partie  supérieure  de  son 
orbite,  ce  qui  donne  un  moyen  à  la  fois  exact  et  simple  de  cal- 
culer ces  perturbations.  Nous  allons  développer  par  ce  moyen  les 
variations  correspondantes  des  éléments  de  l'orbite. 

Reprenons  l'expression  de  dh, 


dh=dxAx 


■m-rm-i^'y-M^Ï 


En  faisant  comme  dans  le  n®  2, 


R=R—  ^  —  'w'-(^^'-+-7y-^^^')-(7^  —  77-3)^ 

on  a  vu  dans  le  numéro  cité,  que  R  est  peu  considérable  rela- 
tivement à  l'autre  partie  de  JR,  lorsque  le  rayon  vecteur  r  de  la 
comète  est  beaucoup  plus  grand  que  celui  de  la  planète  pertur- 
batrice. Par  le  même  numéro,  les  perturbations  de  la  comète. 
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dues  à  cette  dernière  partie  de  R,  sont  représentées  en  sup- 
posant 

Sx=:^\mx-+'mx,       3y=-5-mj-[-iîiy,        hz=^\mz-\-mz. 

Cela  posé,  on  a,  par  le  n""  64  du  second  livre,  en  négligeant  le 
carré  de  z. 

En  faisant  varier  cette  équation  par  rapport  à  la  caractéristique  S, 
on  aura 

^1      •.    (i      dx^]        [dr       2dx.dSx)      xdx.dSy      x.dSx.dy     ^      dx.dy 

Si  Ton  substitue  pour  5a;,  Sj,  Sz,  leurs  valeurs  précédentes, 
on  aura 

^,_    ,(      dx*     xdxdy)        /'(i       ^^*)        '     i^^'-^yy)      2m!ydxdx' 

m\  xdxdy'       m'.xdydx'       m.x.dxdy 
dî»  d?  rfP        * 

Cette  valeur  de  hh^  augmentée  d*une  constante  arbitraire,  exprime 
l'altération  de  A,  due  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R;  elle 
doit  donc  résulter  de  l'intégration  de  l'expression  précédente 
de  dh,  en  y  substituant  pour  R  la  fonction 


m 

r 


-  —^''{^^'^yy''-^^^y\jr.  —  yrj; 


c  est  en  etFet  ce  que  le  calcul  confirme  à  posteriori,  en  observant 

]«  ^  ..mxmx.,  •  ,  ddx 

que  Ion  peut  supposer  ici  — ;-,  — ?;-,  etc.  égaux  a  — ^-"777^ 
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m'.-rn-i  etc.  Si  Ton  substitue  dans  cette  valeur  de  Sh,  Ah-  ^ 


1-        1         dx*        xdx.dy 

au  heu  de  y.  -j- ^— ^ ,  on  aura 

\  r/  ^*      .  "' 

/  dx^xdy'—y'dx  +  x'dj—ydx') 

Il  suit  de  là  que  pour  obtenir  la  variation  de  A,  depuis  un 
point  donné  de  l'orbite  jusqu  à  un  autre  point,  due  à  la  partie 
de  R  indépendante  de  Ky  il  suffit  de  retrancher  la  valeur  du 
second  membre  de  Téquation  précédente  dans  le  premier  point, 
de  sa  valeur  dans  le  second  point. 

Si  l'on  change  dans  l'équation  précédente,  h  en  l,  x  en  y, 
X  en  y,  et  réciproquement,  on  aura  la  variation  de  /,  due  à  la 
partie  de  K  indépendante  de  Ky  ce  qui  donne 

/  dy^xdy—y'dx  +  xdy—jdx') 

^  di-  • 

En  retranchant  la  valeur  du  second  membre  de  .cette  équation, 
dans  un  point  donné  de  l'orbite,  de  sa  valeur  dans  un  autre  point, 
on  aura  dans  cet  intervalle  la  variation  de  /  due  à  la  partie  de  R 
indépendante  de  K.  Les  variations  de  h  et  de  l  donnent  celles 
de  e  et  de  ter,  en  observant  que  l'on  a 

eBe=hSh'-hlBl,       e'B^  =  lèh  —  h8l. 
On  a,  par  le  n°  64  du  second  livre. 


1  2        /  dx^+dy'X 

â~T~  \      d?      /  ' 
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ce  qui  donne 

Sa iSr        idx.dSx+ndy.dSy 

a*        "7^"^  d?  ' 

En  substituant  pour  ^x  et  5j,  -^  mx  -+-  mx'  et  \  m'y  h-  m'y;  on 
aura 

Sa       2   m'       5       ,  idx^+dy')   ,        ,  [xx+yy)   ,       ,  idxdx'+dydy') 
a*        ^     r        ^  dp  r'  d/* 

Si  Ton  substitue  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  — ,  ^  ,  sa  va- 
leur   ,  on  aura 

r        a 

Sa        2  m'a         «      ,           /    Ixx  +  yy')             ,    Idxdx'+dydy') 
—  = 4  m-h^ima.^ :^  -f-ama.i .    j  j  f^ 

a  r  ^  r^  dl* 

De  là  on  conclura  3n,  au  moyen  de  Téquation  n^=  — ,  qui  donne 

Sn 3    Sa 

n  -     a 

et  par  conséquent 

•.  im'an  ,         ^    ,       (^^'+yy')        *>    /       (dxdx  +  dydy') 

r  r'  dt* 

En  retranchant  les  valeurs  de  ha  et  de  Sn,  à  un  point  donné  de 
Torbite,  de  leurs  valeurs  à  un  autre  point,  on  aura  les  variations 
de  a  et  de  n,  dans  cet  intervalle,  dues  à  la  partie  de  R  indépen- 
dante de  R. 

Pour  avoir  la  variation  de  Tanomalie  moyenne,   due  à  la 
même  partie  de  H,  on  observera  que  cette  variation  est  égale  à 

fSn.di-{-Se  —  5®.  Nommons  S/i  la  valeur  entière  de  Sn,  au 
point  de  Torbite  où  l'on  commence  à  considérer  séparément 
cette  partie  de  iî,  c'est-à-dire,  la  valeur  de  Sn,  qui  résulte  des 
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perturbations  antérieures;  on  aura,  en  faisant  commencer  ici  le 
temps  t  k'Ce  point, 


Pn.dt-hêe~h^=^Bn.t-^fâ'n.dt'-hèe  —  S^, 

3  n  étant  la  variation  de  n,  depuis  le  point  dont  il  s'agit,  due  à  la 
partie  de  R  indépendante  de  R.  On  a,  par  le  n""  3, 

et  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à 

^«r.(i— ecos.  aV       Se.sm.uJ2—e*—e,cos.u) 
constante ^ — — ^- : 

n^'^    j    /                  \          ^      rftt.sin.  tt.fi— ecos.tt)       ^e.da.fi— e.cos.  tt).(2COS.  tt+^) 
4-1  ] — .da.{i-e.cos.u)+2e.d^. ^ i  H ^^ f-^ ^ 

ndt  étant,  par  le  n"*  3,  égal  à  (Ztt.(i— ecos,  k).  On  a,  par  ce  qui 
précède , 

A  =  o,        Sh  =  e.B'a,       l=e,        hl=8e. 

Désignons  par  mnq  la  valeur  de  Texpression  précédente  de  5n,  à 
la  nouvelle  origine  que  nous  avons  assignée  au  temps  t;  on  aura 

h'n  =  8n — m'nq; 

en  substituant  ensuite  pour  8h  et  il,  leurs  expressions  précé- 
dentes, on  trouvera 

3n.df-+-3e  —  3«= — mnq.t-^ ^  -^        -^^ ^^ —  ^ 

J  / .  sin.  0 .  (2— e*— e .  COS.  u) 

^  ^  -+-  constante. 


30. 
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Si  l'on  retranche  la  valeur  du  second  membre  de  cette  équation, 
à  la  nouvelle  origine  de  t,  de  sa  valeur  à  un  autre  point  de  Tor- 
bite,  on  aura  la  variation  de  Tanomalie  moyenne  dans  cet  inter- 
valle, due  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R. 

Pour  avoir  les  variations  de  Tinclinaison  de  Torbite  et  du 
nœud,  dues  à  la  même  partie  de  72^  on  doit  observer  que,  par 
le  n®  64  du  second  livre,  on  a 

,       xdz  —  zdx  „       ydz  —  zdy 

^~  dt  '  ""—  Jt  ' 

ce  qui  donne 

x.dSz  +  Sx.dz^z.dSx—Sz.dx 


5c' 


dt 


•j  ff y.  dSz  +  Sj.dz—z.dSy  —  Sz.dj 

de—  2i  î 

si  l'on  substitue  pour  Sx,  Sy  et  Sz^  respectivement  ymx-hmV, 
-j-mj-f-my,  ymz-f-mV,  on  aura 

^  /  /  /  /   Ixdz'+xdz  —  zdx—z'dx) 

de  =  2  m  c  -4-  m .  ^ j- ■' , 

ai 

^  tf  ,  n  ,      f   {ydz'+ydz  —  zdy—z'dy) 

ùcz=iimc-{-m. i — —. 

dt 

Observons  maintenant  que  ^}  -rr^  c  et  c   sont  ou  nuls,  ou  de 

l'ordre  des  forces  perturbatrices;  en  négligeant  donc  le  carré  de 
ces  forces,  on  aura 


m . 


dt 


^  n         ,   {ydz—z  dy) 

ôc=m.  ^ j- — ^\ 

dt 


équations  d'où  l'on  tirera ,  par  le  n®  3 ,  les  variations  des  incli* 
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naisons  de  l'orbite  et  du  nœud,  dues  à  la  partie  de  R  indépen- 
dante de  R,  dans  la  partie  de  l'orbite  que  l'on  considère. 

8.  On  aura  les  variations  des  éléments  de  l'orbite,  relatives  à 
la  partie  R  de  R,  par  les  formules  des  n°*  3  et  4,  en  changeant 

R  en  R,  dans  les  expressions  de  dh,  dl,  rf.-,  de,  de,  et  en  les 

intégrant  par  des  quadratures.  Dans  la  portion  supérieure  de 
l'orbite,  R  étant  fort  petit,  les  valeurs  de  ces  intégrales  seront 
aussi  très-petites;  mais  dans  cette  portion  où  il  est  avantageux  de 
partager  ainsi  R  en  deux  parties,  on  peut  déterminer  sans  qua- 
dratures et  par  des  séries  convergentes,  les  variations  des  élé- 
ments de  l'orbite  correspondante  à  R.  Reprenons  pour  cela  l'ex- 
pression de  R  du  n®  2.  En  la  développant  en  série,  on  aura 


or  on  a 


a;=r.cos.t;,  y=r. sin.v,  z=o, 

a.  (i  — e*) 
1+e.cos.  (v— «r)' 

on  a  ensuite  x',  y,  z,  en  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  de  v 
et  de  ses  multiples.  En  substituant  R  au  lieu  de  R,  dans  les  ex- 
pressions différentielles  des  éléments  de  l'orbite;  en  développant 
ces  expressions,  et  en  observant  que,  par  le  n®  16  du  second 
livre. 


r  "  c/v  =  dt.\Jd.[i  — c  •)  ; 

la  partie  de  chacune  de  ces  expressions  différentielles,  corres- 
pondante à  R,  sera  exprimée  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 

H.  dv.  COS.  [iv -+-  i'  v  H-  A  ) , 
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i  et  i'  étaat  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  Jï  et  A 
étant  des  constantes.  L'intégrale  de  ce  terme  est 

constante-t-  'rr.sin.(ir-hi'w  H-A) — if.-rr-  liv.cos.  (wH-iV-f-A). 

Si  l'on  substitue  dans  ce  dernier  terme,  pour  dv,  sa  valeur 


il  devient 


H.^^     ^    — ^.     — .cos.(îi;-h/  V  -+-A). 

Ce  terme  est  beaucoup  plus  petit  que  l'intégrale 

H.fdv  .  COS.  (  iv  -f- 1'  V  -f-  A  ) , 

lorsque  -  est  une  petite  fraction  ;  il  est  encore  diminué  par  le 

facteur  ^    '^        ~  ;  car  a  ( i  —  e)  est  la  distance  périhélie  de  la 

comète,  et  cette  distance  est  beaucoup  plus  petite  que  a,  relati- 
vement aux  trois  planètes  supérieures.  L'intégrale 

H.fdv  .  COS.  (  iv-h î'  v'  -+-  A  ) 

est  donc  à  fort  peu  près  égale  à  constante  -+- — .  sin.  («;-+- T  v'-f-  A). 

Pour  avoir  une  valeur  encore  plus  approchée  de  cette  intégrale, 
il  faut  retrancher  de  sa  première  valeur  l'intégrale 

M.—.-^^—  ^  \  I  ; — .cos.  (ïi;-f-i  V -f-A). 
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En  substituant,  au  lieu  de  -— ,  sa  valeur 

g\(i— g'')'.  1 1+g.cos. (y— -g)i' 
a».  (  I  —  e»  )».  t  1  +  e'.cos.  [v'—iff)  j  »' 

et  observant  que  e  est  très-petit,  on  développera  cette  intégrale 
dans  une  suite  de  termes  de  la  forme 

If.  fdv.  sïn.  (^r-h/v'-h  A), 

et  Ton  intégrera  chacun  de  ces  termes  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'exposer. On  aura  ainsi,  d'une  manière  fort  convergente, 
la  valeur  de 

H.fdv.sin.  (ir-hi'v-f- A), 

et  par  conséquent,  on  aura,  par  des  formules  analytiques,  les  va- 
riations des  éléments  dans  la  partie  supérieure  de  Forbite. 

9.  On  pourra  donc,  par  les  formules  précédentes,  calculer  les 
perturbations  que  la  comète  de  1 769  a  éprouvées  dans  ses  révo- 
lutions successives,  et  prédire  son  prochain  retour.  On  procé-^ 
dera  de  la  manière  suivante  :  on  commencera  par  discuter  de 
nouveau  et  avec  le  plus  grand  soin  les  observations  de  cette  comète 
dans  ses  deux  apparitions  de  1682  et  de  1769,  et  Ton  détermi- 
nera les  éléments  de  Torbite  à  ces  deux  époques,  en  la  supposant 
une  ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à  la  durée  de  la  révolution 
de  1682  à  1 769.  En  partant  ensuite  des  éléments  de  168a ,  on  dé- 
terminera, par  ce  qui  précède,  les  altérations  des  éléments  et  de 
Tanomalie  moyenne  dans  les  trois  premiers  quarts  de  l'anomalie 
excentrique,  ou  depuis  «  =  0  jusqu'à  u=3oo''.  Pour  le  dernier 
quart,  il  est  préférable  de  remonter  de  l'époque  de  1769  à  l'ex- 
trémité de  ce  quart,  ce  qui  revient  à  fixer  l'origine  de  langle  a, 
au  périhélie  de  1769,  et  à  remonter  vers  1682,  en  faisant  a  né- 
gatif, et  en  partant  des  éléments  et  de  Tépoque  observée  en  1 759. 


'  m  «  • 

#  r  j        1 


^Au\î'uY%H.  Kfi  j/^r'*>îp %t  ^^  \  //^  ^  r%  ^î^rmeols  et  le  r»:p>^2  d :  i  ySy. 
^rt  rfU'Xtfî^iut  f^:î^'j/>/!:  4j  ^  V,  -  -i>o*  et  —  ios\  en  aura  les  alté- 
rations rlari%  |#î  rl^rrïiî'^r  q*;;irt  d^  ranomalie  excentrique-  On  aura 
donc  aîn<vî,  p;>r  nn^î  v:/://nd^;  approximation  et  arec  beaucoup 
A'é'AHCûUiAft^  U'A  ysUit\fiiU(pus  de  la  comète,  depuis  i6Si  jus- 
/|nVn  I  7'*/^,  On  f^:r^  K:^  Uii:u%*ts  of>érations  depuis  1709  jusqu'au 
\fîfpf\mu  j/îrili/îlWr;  twûs  rjpfumn  Finstant  du  passage  à  ce  dernier 
point  4*M  îwàjuuu^  Jorvp/on  »^fra  parvenu  à  3oo*,  on  rectifiera 
IVIIip<i#?  d^î  'x-y  i*n  uif'^  yi^i^iàk  /|00^  Ces  calculs,  faits  avec  soin, 
d/;iv^?nt  /lonn^rr^  k  qucUiufin  jours  près,  Tinstant  du  passage  de 
Ut  aputtitit  il  son  prochain  périhélie  :  la  seule  incertitude  qui  puisse 
lui^tirr  tr%i  nt\(ti\yn  h  la  man^n  de  la  planète  Uranus,  et  l'observa- 
tion d«  cit  p/Hn/igc  sera  Tun  des  moyens  les  plus  propres  à  la  dé- 
tiTminiT, 
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CHAPITRE  IL 

DES    PERTURBATIONS    OU    MOUVEMENT    DES    COMÈTES,  LORSQU'ELLES 

APPROCHENT    TRÉS-PRÉS    DES    PLANÈTES. 


10.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  comète  approche 
très-près  de  la  planète  perturbatrice.  Si  cette  planète  est  Jupiter, 
la  comète  peut  en  éprouver  une  action  beaucoup  plus  grande  que 
de  la  part  du  soleil,  et  cette  action  peut  entièrement  changer 
les  éléments  de  son  orbite.  Ce  cas  singulier,  qui  paraît  avoir  eu 
lieu  relativement  à  la  première  comète  observée  en  1770,  mérite 
une  attention  particulière. 

On  a,  par  le  chapitre  précédent,  les  six  équations  suivantes  : 


o 


ddx 
IF 

ddy 
dp 

ddz 
IF 

ddx' 
dp 

ddy 
dp 

ddz' 

dp 


m'x' 


\    X  fn  i 


i-hm).  ^ 


f\      X 


i-+-m').^. 


1  -H- 


m).  -77 


m  y 


m  z 


r' 

M  X 

m  z 


m'.{x'—x) 

7 

m'.{z' 


-^) 


m  .  [x' 


-X) 


/ 

'»•{/ 


-y) 


m  .  [z'—z) 


Supposons 


X — X 

TOME  IT. 


^•'     y— y— y 


M 


2.; 


31 
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les  six  équations  précédentes  donneront  les  trois  suivantes  : 

ddxi 


o 


idxi  im+m'         i  )  ,  / 1  i  \ 


o 


ddy. 


G 


Wvi  (m+m'         1)         ,/i  i\    I  /^\ 

(Wz,  (m  +  m'         il         ,  / 1  1  \ 


dans  ces  équations,  x^^  j,,  Zj  sont  les  coordonnées  de  la  co- 
mète, rapportées  au  centre  de  gravité  de  la  planète,  et  y*  est  la 
distance  mutuelle  de  ces  corps.  Si  Ton  suppose ^^  assez  petit  pour 

que  — 7^ —  l'emporte  considérablement  sur  les  termes  dépendants 

de  l'action  du  soleil,  on  pourra,  du  moins  dans  une  première 
approximation,  négliger  ces  derniers  termes,  et  alors  les  trois 
équations  précédentes  donneront  le  mouvement  elliptique  de  m 
autour  de  m'.  La  différence  des  actions  du  soleil  sur  la  comète  et 
la  planète  est  une  force  perturbatrice  de  ce  mouvement:  elle  est, 

relativement  à  Faction  -7c-  de  la  planète  sur  la  comète,  de  l'ordre 

-7— j.  Tant  que  cette  dernière  quantité  sera  peu  considérable,  on 

pourra,  sans  erreur  sensible,  supposer  elliptique  le  mouvement 
relatif  de  la  comète  autour  de  la  planète.  Lorsqu'au  contraire 

cette  quantité  sera  fort  grande,  on  pourra  négliger  -y^,  relative- 

ment  à  —,  et  considérer  le  mouvement  de  la  comète  autour  du 

soleil  comme  elliptique.  Ce  n'est  donc  qu'entre  ces  deux  états 
qu'il  peut  y  avoir  de  l'incertitude;  mais,  vu  la  rapidité  du  mou- 
vement de  la  comète,  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  ces  deux 
états  est  si  petit,  que  l'on  peut  sans  erreur  sensible  y  considérer 
à  volonté  le  mouvement  de  la  comète,  ou  comme  elliptique  autour 
de  la  planète,  ou  comme  elliptique  autour  du  soleil.  Cependant, 
pour  fixer  avec  quelque  précision  la  limite  en  deçà  de  laquelle 
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on  peut  considérer  le  mouvement  de  la  comète  comme  elliptique 
autour  de  la  planète,  et  au  delà  de  laquelle  on  peut  l'envisager 
comme  elliptique  autour  du  soleil,  concevons  la  comète  située 
entre  la  planète  et  le  soleil.  L'action  du  soleil  sur  la  comète  sera 

— ;  ;  celle  de  la  planète  sur  la  comète  sera  j—, — r,  î  il  f^ut  donc 

qu'au  delà  de  la  limite  que  nous  supposons  à  la  sphère  d'activité 

de  la  planète,  —  l'emporte  beaucoup  sur  jn — r;.  La  différence 

des  actions  du  soleil  sur  la  comète  et  la  planète  est  — 77;  ou 

à  très -peu  près  — ^^ — ; — ^  :  en  deçà  de  la  limite,  cette  quantité 

^  m' 

doit  être  fort  petite  relativement  à  p? — r,.  On  satisfera  à  ces 

m' 

deux  conditions,  si  l'on  suppose  i—, — r  moyen  proportionnel 
entre  —  et  2  .  ^ — j-^ ,  ce  qui  donne  pour  le  rayon  r —  r  de  la 
sphère  d'activité  de  la  planète 

L'erreur  sera  d'autant  moindre ,  que  la  masse  de  la  planète  sera 
plus  petite.  On  peut  même  beaucoup  augmenter  le  rayon  de 
cette  sphère,  sans  qu'il  en  résulte  d'erreur  sensible.  En  efiFet,  si 
l'on  reprend  la  première  des  équations  (Q) , 

ddx^        (m  +  w').ar,         x  x 


di'  f  r'» 


on  voit  que  le  terme  -77 ;  n'ajoute  à  la  valeur  de  x^  que  la 

— ?r  )  ;  or  cette  double  intégrale  est 

très-petite,  lorsqu'elle  ne  s'étend  qu'à  une  valeur  de  t  peu  consi- 


X  X 


dérable;  car  la  fonction  — 77  est  fort  petite,  x'  et  r  différant 

très-peu  de  x  et  de  r.  On  peut  donc ,  dans  le  calcul  des  pertur- 
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bâtions  d'une  comète  qui  approche  très-près  d'une  planète,  sup- 
poser à  la  planète  une  sphère  d'activité  dans  laquelle  le  mouve- 
ment relatif  de  la  comète  n'est  soumis  qu'à  l'attraction  de  la 
planète,  et  au  delà  de  laquelle  le  mouvement  absolu  de  la  comète 
autour  du  soleil  n'est  soumis  qu'à  l'action  du  soleil. 

1 1 .  Développons  cette  hypothèse,  et  déterminons  les  nouveaux 
éléments  de  l'orbite  de  la  comète  au  sortir  de  la  sphère  d'attrac- 
tion de  la  planète.  Pour  cela,  commençons  par  déterminer  les 
éléments  de  l'orbite  relative  à  la  comète  autour  de  la  planète, 
dans  cette  sphère  d'attraction.  On  a,  par  le  n*^  18  du  second  livre, 
les  six  équations  suivantes  : 

1  m'y,         j,.(rfa:i*+dzi*)         x^.dxi.dy^         z^.dz^.dy^ 

'~  7""^  5?  dt'  dï'        ' 

1 m'x,         x,.(dy,*+rfz,»)        y^.dyi.dx^         z^Âz^.dx^ 

'~  Y  dî'  de  dï'       ' 

m^ W  [dx^^+dy.^+dz,') 

a.~   f  :       dp  ' 

^M  c/,  c/,  A,,  Zi,  a,  étant  des  constantes  arbitraires.  Si  Ton  nomme 
6  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  relative,  comptée 
de  l'axe  des  a;,,  et  ^  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur  le  plan  des  a;, 
et  des  ji;  on  aura,  par  le  n*"  19  du  second  livre. 


tang.0=:^,     tang.  9 -  V^^^^ 


c,  "    •        .  c, 


Cl,  c/,  c/  étant  donnés,  par  ce  qui  précède,  en  fonctions  des  va- 
leurs de  a?i,  j,,  z,y  -^,  -jp,  -^,  à  l'entrée  de  la  comète  dans  la 

sphère  d'activité  de  la  planète,  valeurs  qui  sont  supposées  con- 
nues :  on  connaîtra  donc  ainsi  les  valeurs  de  0  et  de  (p. 
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Si  Ton  nomme  ensuite  /  la  longitude  de  la  projection  du 
périhélie,  on  aura,  par  le  même  numéro, 

tang.  1=  Y' 

a,  étant  le  demi-grand  axe,  il  sera  donné  par  ce  qui  précède. 
On  a  ensuite,  par  le  numéro  cité, 

m'a,.(i-e;)=:  2my—  ^  —  ^^î 

ce  qui  donne  l'excentricité  e^.  Ainsi  Ton  aura  tous  les  éléments 
de  Torbite  relative  de  la  comète. 

Rapportons  maintenant  les  coordonnées  x^  et  j,  à  la  lîgne  des 
nœuds.  Soient  x,\  j/,  z/  ces  nouvelles  coordonnées  ;  nous  aurons 

a;/=a:,.  cos.  ^-h  jj.sin.  6, 
j/=j',.  COS.  0 — x^.sin.O, 

Rapportons  ensuite  les  coordonnées  xl  et  yl  au  plan  même  de 
Torbite  relative.  Soient  x^  et  j/  les  nouvelles  coordonnées,  nous 
aurons 

n r 

Xl      Xl     y 

y;\  COS.  9  =  j;, 

Zi,  ==Jl^sin.  9. 

Enfin,  rapportons  les  coordonnées  Xi"  et  j/'  au  grand  axe,  et 
supposons  que  izr  soit  la  longitude  du  périhélie  comptée  de  la 
ligne  des  nœuds;  nous  aurons,  en  nommant  x^"  et  j»'^  les  nouvelles 
coordonnées , 


Xi=Xi.  COS.  izr  -h j, .  sm.  ©, 
j,*^=  j/.  COS.  "cs — Xl".  sin.  tsr. 
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Ces  diverses  équations  donnent 

Xi\cos.(p=x,.\cos.'&.cos.6.  COS.  <p  —  sin.izr.sin.  6\ 
-hyj.jcos.izr.  sin.  ô.  cos.  ^  -hsin.  tsr.  cos.  0\ , 

y^\  C0S.9  =j,.  jcos.  tsr.  cos.  0  — sin.  ©.  sin.  0.  cos.  ^  j 

— a:,. jcos.  ©.  sin.  0 -f- sin. ter.  cos.  0.  cos.  ^ j. 

On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  de  œ"'  et  y  relatives  à  l'entrée  de 
la  comète  dans  la  sphère  d'activité  de  la  planète.  On  aura  pareil- 
lement, en  difFérentiant  ces  équations,  les  valeurs  de  -7^  et  de 
-4^  ,  relatives  à  cette  entrée. 

Les  équations  précédentes  donnent  encore 

X, = x".  \ COS. izr .  COS.  0 — sin. tsr . sin. 0 . cos. (p \ 
— yl' .  {sin.  © .  COS.  6  -+- cos. tsr . sin.  0 .  cos.^ } , 

j,  =ji"'.  jcos.^.cos.  0.COS.  ^ — sin.tsr.sin.dj     \  (5) 
-hXi"'.  {sin. ©.COS.  0.COS.  (p-hcos.©.sin.0}, 

z,  =y" .  COS.  izr .  sin.  <p-\-x^ .  sin.  ©.  sin.  ^. 

Si  l'on  désigne  par  x^^y^y  x^^  etc.  les  valeurs  de  x^,  y^^  x^^^  etc. 
à  l'entrée  de  la  comète  dans  la  sphère  d'activité  de  la  planète , 
et  si  l'on  désigne  par  les  mêmes  lettres  surmontées  de  deux  pa- 
renthèses les  mêmes  quantités  à  sa  sortie,  on  aura  évidemment 


m  _  m  HT  m 

1    1 


x^  =Xi  ,     y^  —      yi 


j      tf  I      w  J      fff  J      « 

ax,    dx^  dyi    dyi 


dt  dt    '         dt  dt 


Au  moyen  de  ces  équations,  on  aura  d'ahord  les  valeurs  de 

a;/',  j,",  -jj-y    dt~'  ^^  fonctions   des  valeurs  de  a;,,  j, ,    z^ 

-Tj^,  -Tj^,  -T~-,  à  l'entrée  dans  la  sphère  d'activité,  et  Ton  en  con- 
clura, par  les  équations  (5)  et  leurs  diflFérentielles ,  les  valeurs 
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de  a?,,  j^i,  Zm  -^y  -^,  -TT-^,  à  la  sortie,  en  fonctions  de  leurs 

valeurs  à  l'entrée.  En  ajoutant  ensuite  à  ces  valeurs  les  valeurs 

dx'     dV     dz' 
de  X  f  y,  Zy  -TT-y  -n—i  -ij— ,  correspondantes  à  la  sortie,  on  aura 

les  valeurs  correspondantes  de  x,  y,  z,  ^,  ^,  ^,  et  par  consé- 
quent on  aura,  au  moyen  des  formules  des  n*"  18  et  19  du  se- 
cond livre,  les  nouveaux  éléments  de  Torbite  de  la  comète.  Pour 
avoir  les  valeurs  de  x,  y,  z,  et  de  leurs  différentielles,  au  sortir 
de  la  sphère  d'activité,  il  faut  connaître  le  temps  que  la  comète 
emploie  à  traverser  cette  sphère;  et  cela  est  facile  par  les  formules 
du  mouvement  elliptique  exposées  dans  le  troisième  chapitre  du 
second  livre. 

12.  Dans  le  cas  où  les  variations  8x,  hy,  hz  sont  très-petites, 
comme  cela  a  eu  lieu  par  rapport  au  mouvement  de  la  comète 
de  1770,  troublé  par  la  terre,  il  sera  beaucoup  plus  simple  de 
calculer  les  altérations  des  éléments  de  l'orbite  par  les  formules 
du  chapitre  précédent.  Considérons  la  plus  importante  de  ces 
variations,  celle  du  moyen  mouvement  de  la  comète.  On  a,  par 
ce  qui  précède, 

o         iri     o          t  [xdx+ydy  +  z'dz]      ^        ,  \{x'—'x),dx+[y—y).dy+[z—z)dz\ 
%=6an  aR=ôan.m.' ^^—t^ '-—ôanm.^ ^ -"^—k^ — - — ^ — - 

Dans  l'intervalle  de  temps  pendant  lequel  l'action  de  la  terre  est 
sensible,  on  peut  considérer  les  mouvements  de  la  planète  et  de 
la  comète  comme  rectilignes.  Soit  donc 

a;i=il-+-at,       j=B-4-gf,       ^=C-+-yt, 
x'=A'^a:t,      y=F-f-ê't,       z'=C'-h/f; 

on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'au  terme  divisé  par/',  le  seul  qui 
puisse  être  sensible  à  cause  de  la  petitesse  de/, 

,  __  Zanm\{F+Hl).dt 

aîl —  ^5 

{M+tiNt-hLt*)* 


' 
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équation  dans  laquelle  on  doit  observer  que  Ton  a 

ir=(i'_4).a-t-(F— B).g-h(C'— C).y, 
£?=(»'— a).a-h(ê'  — 6).ê-t-{/— y).y, 
M={A'—AY^{ÏÏ—BY^{C—C)\ 

iV=(i'-i).(a'-a)-h(F-B).{g'-g)  +  (C'-C).{y-y), 
L  =  (a'— a)«-4-(6'— €)'+(y'— y)'. 

On  aura  ainsi 

ân=  —  6m. an.  l ^ ^—^: 

l'intégrale  doit  être  prise  pour  tout  le  temps  durant  lequel  l'ac- 
tion de  la  planète  sur  la  comète  est  sensible.  Avant  et  après,  la 

distance  ^M-f-^JS.t-h-L.  V  de  la  comète  à  la  planète  est  consi- 
dérable et  rend  insensibles  les  éléments  de  l'intégrale  précédente, 
en  sorte  qu  elle  peut  être  prise  depuis  t= — oo  jusquà  f=oo, 
ce  qui  donne 

^         6m'.na.\FL^HN\ 

dn= ■ -. 

[N'-^ML).y/L 

Si  Ton  nomme  f  la  plus  courte  distance  de  la  comète  à  la  pla- 
nète, on  aura 

partant 


''"■  f\L.\fL 

On  peut  observer  ici  que  s/L  est  la  vitesse  relative  de  la  comète. 
13.  Appliquons  ces  divers  résultats  au  mouvement  de  la  pre- 
mière comète  de  1770,  troublée  par  l'action  de  la  terre  et  de 
Jupiter.  Les  astronomes  ont  fait  un  grand  nombre  de  tentatives 
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infructueuses  pour  assujettir  son  mouvement  observé  aux  lois  du 
mouvement  parabolique.  Enfin  Lexel  a  reconnu  qu  elle  décri- 
vait une  ellipse  dans  laquelle  la  durée  de  la  révolution  n  était  pas 
de  cinq  ans  et  deux  tiers  :  il  a  représenté  par  ce  moyen  toutes 
les  observations  de  la  comète.  Un  résultat  aussi  singulier  ne  de- 
vait être  admis  qu'après  les  preuves  les  plus  incontestables,  et 
pour  les  acquérir,  l'Institut  national  a  proposé  pour  sujet  d'un 
prix  la  théorie  de  cette  comète,  fondée  sur  une  nouvelle  discus- 
sion des  observations  et  des  positions  des  étoiles  auxquelles  cet 
astre  a  été  comparé.  C'est  ce  que  Burckhardt  a  fait  avec  le  plus 
grand  soin  dans  sa  pièce  qui  a  remporté  le  prix,  et  ses  recherches 
l'ont  conduit  à  très-peu  près  au  résultat  de  Lexel,  sur  lequel  il 
ne  doit  maintenant  rester  aucun  doute.  Une  comète  dont  la  ré- 
volution est  aussi  prompte  devrait  souvent  reparaître;  cependant 
elle  n'a  point  été  observée  avant  1 7  70  :  on  ne  l'a  point  revue  depuis. 
Pour  expliquer  ce  phénomène,  Lexel  a  remarqué  qu'en  1767  et 
1779,  ^^^^^  comète  a  fort  approché  de  Jupiter,  dont  la  grande 
action  a  pu  changer  la  distance  périhélie  de  la  comète  de  ma- 
nière à  la  rendre  visible  en  1770,  d'invisible  qu'elle  était  au- 
paravant, et  à  la  rendre  ensuite  invisible  depuis  1779.  Mais, 
pour  admettre  cette  explication ,  il  faut  être  assuré  que  les  mêmes 
éléments  de  l'orbite  de  la  comète  en  1 770,  qui  satisfont  à  la  pre- 
mière condition ,  remplissent  également  la  seconde,  ou  du  moins 
qu'il  suEBt  de  supposer  dans  ces  éléments  des  altérations  très- 
légères,  comprises  dans  les  limites  de  celles  que  l'attraction  des 
planètes  a  pu  produire  dans  l'intervalle  de  1767  à  1779.  Burc- 
khardt a  bien  voulu,  à  ma  prière,  appliquer  à  cet  objet  les  for- 
mules précédentes,  pour  calculer  l'eflFet  de  l'action  de  Jupiter 
sur  la  comète  en  1 7  6  7  ;  il  a  supposé  à  son  orbite ,  au  moment 
de  sa  sortie  de  la  sphère  d'activité  de  Jupiter,  les  éléments  sui- 
vants : 

TOME   IV.  32 
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Temps  du  passage  au  périhélie  en  1 770 i4'***',o348, 

le  jour  commençant  à  minuit. 

Lieu  du  nœud  ascendant  sur  Técliptique  en  1 770. .   i46%ô3a7 , 

Inclinaison  de  Torbite i%7377, 

Lieu  du  périhélie  en  1770 Sgô^SÔîô , 

Rapport  de  Texcentricité  au  demi-grand  axe. .  .  .  0^786604, 
Durée  de  la  révolution  sidérale a 060^,095. 

Il  a  fixé  ensuite  la  sortie  de  la  comète  de  la  sphère  d'attraction 
de  Jupiter  au  9  mai  1767,  à  midi.  En  partant  de  ces  données, 
et  prenant  pour  axe  des  x  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  à  cette 
époque  ;  pour  unité  de  distance,  la  moyenne  distance  de  la  terre 
au  soleil,  et  un  jour  pour  Télément  dt  du  temps;  il  a  trouvé  à  la 
sortie  de  la  sphère  d*activité 

x^=^      0,086953,  j^,= — o,ai4474o,  2,= — 0,0271989, 
clx,=z — o,ooia86,  (fy,=   o,oo36553,  ^2»= — o,oooo42ia. 

Ces  résultats  ont  donné  les  éléments  suivants  de  Torbite  relative 
de  la  comète  autour  de  Jupiter, 

Nœud  ascendant  sur  Torbite  de  Jupiter 3 1 3*',6573, 

Inclinaison 77^71 85, 

Demi-grand  axe — o,02ao46-i , 

Rapport  de  Texcentricité  au  demi-grand  axe. .  1,86220, 

Lieu  du  périjove 248%632 1. 

Entrée  dans,  la  sphère  d'attraction  de  Jupiter.  1 8i"^'*',358. 

De  là  on  a  conclu  les  valeurs  de  iCi,  ji,  z,,  x,y,  2,  et  de  leurs 
différences  à  Tentrée  dans  la  sphère  d'attraction,  et  Ton  a  trouvé 
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fl;,= — o,io6ao6,        ^1=0,101175,        2,== — 0,181074, 
d!a;,=  — 0,00169912,  £^1=0,00122295,  dz^=  —  o,oo326o65; 

ce  qui  donne  à  Fentrée , 

a;=      5,263124)    7= — 0,696215,     z-=  —  0,181074, 
da?= — 0,0029491   dy= — o,oo8356,   (fe= — o,oo32  6o65. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  a  déterminé  Tellipse  que  décrivait 
la  comète  avant  son  entrée  dans  la  sphère  d'attraction,  et  Ton 
a  trouvé  son  demi-grand  axe  égal  à  13,293,  et  le  rapport  de 
Texcentricité  au  demi -grand  axe  égal  à  0,61772.  La  distance 
périhélie  est  ainsi  5,0826.  A  cette  distance,  la  comète  est  invi- 
sible pour  nous,  et  elle  a  disparu  longtemps  avant  que  de  l'at- 
teindre. 

Pour  déterminer  Teffet  de  l'action  de  Jupiter  sur  la  comète, 
en  1779,  Burckhardt  a  supposé  à  son  orbite,  au  moment  de  son 
entrée  dans  la  sphère  d'attraction ,  les  éléments  suivants  : 

Temps  du  passage  au  périhélie  en  1770 i4'*^,o26i, 

Lieu  du  nœud  ascendant  sur  l'écliptique  en  1770.  l46^572  2, 

Inclinaison  à  l'écliptique l^75o3 , 

Lieu  du  périhélie  en  1770 395^8367 , 

Rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe 0,785474, 

Durée  de  la  révolution  sidérale 2042^,682. 

Ces  éléments  diffèrent  très-peu  des  précédents;  leurs  différences 
sont  dans  les  limites  des  variations  qui  ^peuvent  être  dues  à  rat- 
traction  des  planètes,  et  l'action  seule  de  la  terre  a  suffi  pour  en 
produire  une  partie  considérable  On  a  supposé  l'entrée  de  la 
comète  dans  la  sphère  d'activité  de  Jupiter  le  20  juin  1779,  à 
midi  ;  et  en  prenant  pour  axe  des  x  le  rayon  vecteur  de  Jupiter 
à  cette  époque,  on  a  trouvé 

3S. 
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x,=      0,066007,  J'=      0,227^97,        2,=  —  0,0095889, 
dx^=  —  o,ooi3i9,  rfji= — 0,00875765,  (iz,=      0,00004690. 

Ces  valeurs  ont  donné  les  éléments  suivants  de  l'orbite  relative 
de  la  comète  autour  de  Jupiter  : 

Nœud  ascendant  sur  l'orbite  de  Jupiter 76^,9 iq 6, 

Inclinaison 3o%6o56, 

Demi-grand  axe — o,02o5o86, 

Rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe. . .  1,2  6 586, 

Lieu  du  périjove 36^34o7 , 

Sortie  de  la  sphère  d'activité  de  Jupiter 3'*'**'*,9320  : 

De  là  on  a  conclu  les  valeurs  suivantes  de  a?,  j,  z,  et  de  leurs 
diflPérehtielles  au  moment  de  la  sortie, 

a:=:5,6i7747,  ^=0,729731,  :2  =  0,1 072  202, 

(ir  =20,002661 33,     (/^  =  0,00692084  >     c/z  =  0,00 17  7469. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  a  déterminé  l'ellipse  que  la  comète 
a  décrite  autour  du  soleil,  au  sortir  de  la  sphère  d'activité  de 
Jupiter,  et  l'on  a  trouvé  son  demi-grand  axe  égal  à  6,388,  et  le 
rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  égal  à  0,47797;  ce 
qui  donne  la  distance  périhélie  égale  à  3,3346.  Avec  une. pareille 
distance  périhélie,  la  comète  sera  toujours  invisible.  On  voit  donc 
que  l'attraction  de  Jupiter  a  pu  rendre  cet  astre  visible  en  1770, 
d'invisible  qu'il  était  auparavant,  et  le  rendre  ensuite  invisible 
depuis  1779;  et  l'on  conçoit  quune  infinité  d'autres  variations 
dans  les  éléments  que  l'action  des  planètes  a  pu  produire  donnent 
des  résultats  semblables.  Il  me  parait  donc  que  c'est  à  l'action  de 
Jupiter  qu'il  faut  attribuer  le  double  phénomène  que  nous  nous 
sommes  proposé  d'expliquer. 

De  toutes  les  comètes  que  nous  connaissons,  cette  comète  est 
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celle  qui  a  le  plus  approché  de  la  terre  :  elle  a  dû  en  éprouver 
une  action  sensible.  Déterminons  par  les  formules  du  numéro 
précédent  Taltération  que  cette  action  a  produite  dans  la  durée 
de  sa  révolution  sidérale.  En  adoptant  les  derniers  éléments  que 
nous  avons  donnés  de  cette  comète  ;  en  fixant  Torigine  du  temps  t 
au  aJ'^^'SoôGy ,  ce  qui  est  à  peu  près  le  moment  de  la  plus  grande 
proximité  de  la  comète  à  la  terre;  enfin,  en  prenant  un  jour  pour 
unité  de  temps,  on  a,  en  prenant  pour  Taxe  des  x  le  rayon  vec- 
teur de  la  terre  à  Torigine  du  temps  t, 

i4'=o,  B'=Oj  C=      o, 

i4  =0,004890,  B=:o,oo3i249»  C=      0,0146097, 

a=i:o,oooi5o,  €'=0,0169135,  y=     o, 

«  =  0,0121 53,  S  =  0,0 1861 14,  y  =  —  0,0061 10. 

Ces  valeurs  donnent 

F=— 0,000028321,  H="- 0,0002 i48o5,  L=o,oooi84287, 
Af=:    0,000247121,  iV=— 0,000025265; 


d'où  Ton  tire 


Sn 
n 


io4i79i.  rn.a. 


Le  demi-grand  axe  a  de  l'orbe  terrestre  étant  pris  pour  unité, 
on  a  -T  =a;  de  plus,  -7-  =  -—  ;  on  aura  donc 


Sn  ,  ,    n'' 

—  =  io4,7Qi.ïW.  —T. 

n  ' 

Si  l'on  nomme  T  la  durée  de  la  révolution  de  la  comète,  et  ST 
sa  variation  correspondante  à  dn^  on  aura 

nr=4oo«=r  (/!-+- Sn). (TV  Sr); 


1 
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d'où  Ton  tire 

En  nommant  T  la  durée  de  Tannée  sidérale,  on  a 

n  _  r 

partant 

3r= — 104,791.  m'.f-^J^.  T. 

En  supposant,  comme  dans  le  livre  IV, 


m  =  - 


""  329630' 

et  faisant  7=204^^682,  on  trouve 

3r= — 2J,o46  : 

c est  la  quantité  dont  laction  de  la  terre  a  diminué  la  durée  de 
la  révolution  de  la  comète. 
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■MB 


CHAPITRE  III. 

DE    L'ACTION    DES    COMÈTES    SUR    LES    PLANÈTES,  ET    DE    LEURS    MASSES 


Les  comètes  éprouvant,  par  Taction  des  planètes,  de  grandes 
perturbations ,  elles  doivent  réagir  sur  ces  corps  et  troubler  leurs 
mouvements.  On  peut  déterminer  par  les  formules  des  deux  cha- 
pitres précédents,  les  altérations  des  éléments  des  orbes  plané- 
taires, dues  à  Faction  des  comètes.  Heureusement  cette  action  est 
insensible,  et  Tattraction  mutuelle  des  planètes  suffit,  jusqu'à 
présent,  pour  expliquer  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des 
planètes  et  de  leurs  satellites.  Les  observations  sont  représentées 
par  ce  moyen  avec  une  telle  précision,  que  Ton  ne  peut  se  re- 
fuser à  reconnaître  que  les  masses  des  comètes  sont  d'une  pe* 
titesse  excessive.  De  toutes  les  comètes  observées ,  celle  qui  paraît 
avoir  le  plus  approché  de  la  terre  est  la  première  comète  de 
1770.  On  a  vu,  dans  le  chapitre  précédent,  que  l'action  de  la 
terre  sur  elle  a  diminué  de  2^o46  sa  révolution  sidérale;  or  on 
a ,  par  le  n**  65  du  second  livre. 


^„'=_^LVj2..3„. 


m . 


et  par  conséquent, 


in!  m.^a    n    Sn 


V 


En  substituant  — ^  pour  V /-r»  et  pour  — ,  sa  valeur  trouvée  dans 


n 
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I 

le  numéro  précédent,  1 0^,791. m'.— r;  on  aura 


=  — 104,791. m; 


n' 


d'où  Ton  tire 


ST=  104,791.  m.  7". 


Si  l'on  suppose  la  masse  m  de  la  comète,  égale  à  la  masse  m  de 
la  terre,  on  trouve  pour  Taugmentation  ST  de  Tannée  sidérale, 

^T"  =  oJ,i  i6itx. 

Nous  sommes  bien  certains,  par  toutes  les  observations,  et  surtout 
par  les  nombreuses  comparaisons  des  observations  de  Maskeline, 
que  Delambre  vient  de  faire  pour  construire  ses  tables  du  soleil, 
que  la  comète  de  1770  n'a  pas  altéré  de  2^8,  l'année  sidérale; 
ainsi  nous  pouvons  être  sûrs  que  sa  masse  n'est  pas  5^  de  celle 
de  la  terre. 

Il  résulte  des  calculs  du  chapitre  précédent,  que  cette  comète 
a  traversé  le  système  entier  des  satellites  de  Jupiter,  et  cependant 
elle  ne  paraît  pas  y  avoir  causé  la  plus  légère  altération. 

Non -seulement  les  comètes  ne  troublent  point  sensiblement, 
parleurs  attractions,  les  mouvements  des  planètes  et  des  satellites; 
mais  si  dans  l'immensité  des  siècles  écoulés,  quelques-unes  d'elles 
ont  rencontré  ces  corps,  comme  cela  est  très- vraisemblable,  il 
ne  paraît  pas  que  leur  choc  ait  eu  sur  ces  mouvements  une  grande 
influence.  Il  est  difficile  de  ne  pas  admettre  que  les  orbes  des  pla- 
nètes et  des  satellites  ont  été  presque  circulaires  dès  leur  origine, 
et  que  leur  petite  ellipticité,  ainsi  que  la  commune  direction  des 
mouvements  d'occident  en  orient,  dépendent  des  circonstances 
primitives  du  système  planétaire.  L'action  des  comètes  et  leur 
choc  n'ont  point  changé  ces  phénomènes;  et  cependant  si  l'une  de 
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celles  qui  ont  rencontré  la  lune  ou  un  satellite  de  Jupiter  eût  eu 
une  masse  égale  à  celle  de  la  lune,  il  n*est  pas  douteux  qu  elle 
eût  pu  rendre  leurs  orbes  très-excentriques.  L'astronomie  nous 
offre  encore  deux  autres  phénomènes  très-remarquables,  qui  pa- 
raissent dater  de  l'origine  du  système  planétaire,  et  qu'un  choc 
assez  peu  considérable  aurait  fait  disparaître  :  je  veux  parler  de 
l'égalité  des  mouvements  de  rotation  de  la  lune,  et  de  la  libration 
des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter.  Il  est  aisé  de  voir,  par  les 
formules  exposées  dans  le  cinquième  livre  et  dans  le  précédent, 
que  le  choc  d'une  comète  dont  la  masse  ne  serait  qu'un  millième 
de  celle  de  la  lune  suffirait  pour  donner  des  valeurs  très-sen- 
sibies  à  la  libration  réelle  de  la  lune,  et  à  celle  des  satellites. 
Nous  devons  donc  être  rassurés  sur  Tinfluence  des  comètes,  et 
les  astronomes  n'ont  aucune  raison  de  craindre  qu'elle  puisse 
nuire  à  l'exactitude  des  tables  astronomiques. 


TOME  Vf.  33 
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LIVRE  DIXIÈME. 


StJR  DIVERS  POINTS  RELATIFS  AO  SYSTEME  DU  MONDE. 


Dans  le  plan  que  j'ai  donné  de  cet  ouvrage ,  j'ai  annoncé  Texa- 
men  de  diverses  questions  qui  ont  rapport  au  système  du  monde. 
Ce  livre  est  destiné  à  remplir  cet  objet,  après  lequel  il  ne  me 
restera  plus  qu  à  présenter,  dans  une  notice  historique,  Tencliat- 
nement  des  découvertes  qui  ont  élevé  la  physique  -céleste  à  la 
hauteur  où  elle  est  maintenant  parvenue. 


CHAPITRE  PREMIER. 


DES    REFRACTIONS    ASTRONOMIQUES. 


1.  Le  mouvement  de  la  lumière,  dans  les  milieux  quelle  tra- 
verse, et  surtout  dans  notre  atmosphère,  est  un  des  points  les 
plus  importants  de  l'astronomie,  soit  par  sa  théorie,  soit  par  son 
influence  dans  toutes  les  observations  astronomiques.  Nous  n  a- 
percevons  les  astres  qu  à  travers  un  milieu  transparent  qui ,  en 
infléchissant  leurs  rayons,  change  leur  position  apparente  et  nous 
les  montre  dans  un  lieu  diff'érent  de  celui  quils  occupent;  il 
importe  donc  de  connaître  les  lois  de  cette  inflexion,  pour  avoir 
la  situation  réelle  de  ces  corps. 
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Équation  différentielle  du  mouvement  de  la  lumière. 

ConsidéroDS  la  trajectoire  décrite  par  un  rayon  de  lumière  qui 
traverse  l'atmosphère,  et  supposons  toutes  les  couches  de  Tat- 
mosphère  sphériques  et  de  densités  variahles  suivant  une  fonc- 
tion de  leur  hauteur.  Concevons  encore  que  le  rayon  parte  de 
Toeil  de  l'observateur  pour  retourner  à  Tastre.  Il  décrira  visible- 
ment la  même  courbe  qu'il  a  décrite  en  venant  de  Tastre  à  l'ob- 
servateur. Nommons  r  le  rayon  mené  du  centre  de  la  terre  à  un 
point  quelconque  de  cette  trajectoire;  v  l'angle  que  ce  rayon 
forme  avec  la  verticale  de  l'observateur,  ou  avec  le  rayon  mené 
du  centre  de  la  terre  supposée  sphérique,  à  l'observateur.  Il  est 
visible  que  la  force  qui  écarte  le  rayon  de  lumière  de  sa  direc- 
tion est  dirigée  vers  le  centre  de  la  couche,  ou  de  la  terre,  puis- 
qu'il n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'elle  s'en  éloigne  d'un  côté  plutôt 
que  de  l'autre.  Nommons  <p  cette  force,  que  nous  considérerons 
comme  une  fonction  de  r.  L'équation  (3)  du  n**  2  du  second 
livre  donnera 

dv==:    '^'     ,  (l) 


^\/l'-j;-^f<Pdr 


q*  étant  une  constante  ajoutée  à  l'intégrale  if<^dr.  De  plus,  si 
l'on  nomme  dt  l'élément  du  temps,  on  *,  par  le  même  numéro, 

j^dv=zcdt. 

Soit  B  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  la  verticale 
de  l'observateur,  et  v  l'angle  que  cette  même  tangente  fait  avec 
le  rayon  r;  on  aura 

,        r.dv  c 

tane.  v  =  ■— ; —  = =ii==z=r  ; 

33. 
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d'où  il  est  facile  de  conclure 


-.<3dr 
dÔ  = '  (.) 

L'angle  0  à  Torigine  de  la  courbe  est  le  complément  de  la  hau- 
teur apparente  de  Tastre;  à  l'autre  extrémité,  il  exprime  le  con- 
plément  de  sa  hauteur  vraie.  A  la  rigueur,  le  complément  de  | 

cette  dernière  hauteur  est  Tangle  formé  par  la  verticale  de  l'ob- 
servateur, et  par  une  droite  menée  de  Fastre  à  l'observateur. 
Mais,  vu  le  peu  de  hauteur  de  l'atmosphère,  et  la  petitesse  des 
réfractions  astronomiques,  cette  droite  peut  être  censée  se  con- 
fondre avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  décrite  par  le  rayon 
de  lumière,  au  point  où  il  entre  dans  l'atmosphère  :  la  différence 
est  insensible,  même  pour  la  lune.  Il  suit  de  là  que  Fintégrale 
de  l'expression  de  dO,  prise  depuis  l'origine  delà  courbe  jusqu'à 
son  autre  extrémité ,  est  la  réfraction  de  Tastre.  Mais  pour  avoir 
cette  intégrale,  il  faut  déterminer  les  valeurs  des  constantes  c  et 
9,  et  la  fonction  ^. 

La  constante  c  se  déterminera  facilement,  en  observant  que 
si  l'on  nomme  a  le  rayon  mené  du  centre  de  la  terre  à  l'obser- 
vateur, et  si  l'on  fait  commencer  l'intégrale  f^dr  à  l'origine  de 
la  courbe;  enfin,  si  Ton  nomme  6  la  valeur  de  9  à  ce  même 
point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance  apparente  de  l'astre 
au  zénith;  on  a,  par  ce  qui  précède, 


tang.0= 


d'où  l'on  tire 


v/'-ë 


-  Tzrzq.  sm.0. 

a        ' 
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2.  La  valeur  de  q  dépend  de  l'intégrale  f(^dr,  et,  par  consé- 
quent, de  la  nature  de  (p.  Pour  déterminer  cette  fonction,  con- 
sidérons un  rayon  de  lumière  qui  doit  pénétrer  dans  un  corps 
transparent  terminé  par  des  surfaces  planes.  La  molécule  de  lu- 
mière, avant  son  entrée  dans  le  corps,  est  attirée  perpendiculai- 
rement à  la  surface  plane  par  laquelle  elle  doit  y  pénétrer.  En 
effet,  Faction  des  corps  sur  la  lumière  n'étant  sensible  qu'à  de 
très-petites  distances,  les  parties  du  corps  un  peu  éloignées  de  la 
molécule  de  lumière  n'ont  point  d'action  sensible  sur  elle,  et  l'on 
peut,  dans  le  calcul  de  l'action  du  corps,  le  considérer  comme 
un  solide  infini  terminé  par  une  surface  plane  indéfinie  dans  tous 
les  sens.  Dans  cette  hypothèse ,  il  est  visible  que  l'action  du  corps 
sur  la  molécule  de  lumière  est  perpendiculaire  à  sa  surface. 

Considérons  d'abord  cette  molécule  avant  son  entrée  dans  le 
corps.  Soit  s  la  distance  de  la  molécule  de  lumière  à  une  couche 
infiniment  mince  du  corps,  parallèle  à  sa  surface.  Soit  pds.Tl[s), 
faction  que  cette  couche  exerce  sur  la  molécule,  p  étant  la  den- 
sité du  corps,  et  ds  étant  l'épaisseur  de  la  couche.  Si  l'on  nomme 
5'  la  valeur  de  s  relative  à  la  surface  extérieure,  il  faudra,  pour 
avoir  l'action  totale  du  corps  sur  la  molécule  de  lumière,  inté- 
grer pcfc.n{5)  depuis  s=s  jusqu'à  5=00.  Soit  11,(5'),  l'intégrale 
fds.Jl[s)  prise  dans  ces  limites. 

Maintenant,  si  Ton  nomme  x  et  s  les  coordonnées  orthogo- 
nales de  la  molécule  de  lumière ,  x  étant  parallèle  à  la  surface 
du  corps,  et  dans  le  plan  formé  par  la  verticale  à  cette  surface,  et 
par  la  direction  du  rayon  lumineux;  on  aura 


ddx 


o, 


dds'  ,,    /    n 

-^=:-p.Il.(.), 

f 

dt  étant  l'élément  du  temps,  supposé  constant.  On  a  donc,  en 
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multipliant  la  première  de  ces  équations  par  dx,  la  seconde  par 
ds',  et  en  intégrant  leur  somme, 

^  ■  —  =  constante  —  2  fpds.  U,{$) . 

Pour  déterminer  la  constante,  nommons  K  l'intégrale  fds'.Il^{s)^ 
prise  depuis  s=o  jusqu'à  ^'=00;  nommons  encore  n  la  vitesse 
de  la  lumière,  à  une  distance  sensible  du  corps.  A  cette  distance, 
fds\  n,(s')  est  égal  à  K,  parce  que  Faction  du  corps  sur  la  lumière 
n'est  sensible  qu  à  de  très-petites  distances  ;  on  a  donc 


/i*z=  constante — apJST; 


et  par  conséquent 


constante = /i*  -f-  2  pK; 


d'où  l'on  tire 


dx'+ds' 


n*-h-'^pK—2p.fds'.H,{s). 


Ainsi,  à  l'entrée  de  la  lumière  dans  le  corps,  où  s  est  nul  et  où 
l'intégrale  commence,  le  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière  est 
/i*  -4-  2  pK. 

Pour  avoir  la  valeur  du  carré  de  cette  vitesse,  lorsque  la  lu- 
mière a  pénétré  dans  le  corps,  delà  quantité  s,  nous  observerons 
que  s  étant  la  distance  de  la  molécule,  à  la  surface  du  corps,  elle 
est  attirée  vers  cette  surface  par  une  couche  de  l'épaisseur  s';  mais 
cette  attraction  est  détruite  par  l'attraction  d'une  couche  infé- 
rieure de  la  même  épaisseur,  en  sorte  que  la  molécule  n'est  solli- 
citée à  se  mouvoir  que  par  l'attraction  des  couches  inférieures  à 
celle-ci  ;  elle  est  donc  sollicitée  de  la  même  manière  que  lors- 
qu'elle était  au  dehors,  et  à  la  distance  s  de  la  surface  du  corps; 
ainsi  l'attraction  que  le  corps  exerce  sur  elle  est  égale  à  p.  H» (5'). 
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Mais  ici ,  cette  attraction  tend  à  augmenter  s;  en  nommant  donc 
X  et  s  les  deux  coordonnées  de  la  molécule,  on  aura 

ddx 
dds' 


d'où  l'on  tire 


dx*+ds'' 
de 


=p.n.(5'), 


^^ constante -f-  ap.II,(s'). 


La  constante  est  évidemment  le  carré  de  la  vitesse  de  la  molécule, 
au  point  où  elle  pénètre  dans  le  corps,  et  nous  venons  de  voir 
que  ce  carré  est  égal  à  n'-i-^pK.  Pour  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale  fds'.ïl,[s')j  lorsque  la  molécule  a  sensiblement  pénétré 
dans  le  corps,  on  doit  observer  qu'elle  est  à  très-peu  près  égale 
à  cette  valeur  prise  depuis  s'=o  jusqu'à  s'=oo,  et  par  consé- 
quent égale  à  K;  on  a  donc,  lorsque  la  molécule  a  sensiblement 
pénétré  dans  le  corps , 

dx'-i-ds''         ,       ,    Y/- 
-^^=n-  +  ipK. 

Nommons  6  l'angle  d'incidence  que  la  direction  du  rayon  de  lu- 
mière fait  avec  la  perpendiculaire  à  la  surface,  avant  son  entrée 
dans  le  corps,  et  lorsqu  il  en  est  encore  sensiblement  éloigné;  on 
aura 

.     û        dx 
ndt 

Nommons  $'  l'angle  de  réfraction  que  ce  rayon  forme  avec  la  per- 
pendiculaire à  la  surface ,  lorsqu'il  a  pénétré  sensiblement  dans 
le  corps  ;  on  aura 

ni  dx  dx 


\fd^q^-     ^^ 


v/- 


iK 
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Les  valeurs  de  -77  sont  les  mêmes  dans  ces  deux  cas,  puisque  Ton 

ddx  1 

a  constamment  -^—  =io;  on  a  donc 

fïf  sm.  u  f  \ 

sin.  d  =  — z=r==r  ;  fa) 


\/ 


n* 


'c'est-à-dire,  que  le  sinus  d'incidence  est  au  sinus  de  réfraction, 
en  raison  constante,  et  cette  raison  est  celle  de  la  vitesse  de  la 
lumière  après  avoir  sensiblement  pénétré  dans  le  corps,  à  sa 
vitesse  avant  que  d'y  pénétrer  et  lorsqu'elle  en  est  encore  à  une 
distance  sensible. 

La  quantité  àpK  est  l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  de 
la  lumière,  lorsqu'elle  a  éprouvé  toute  l'action  du  corps  trans- 
parent. Cette  quantité  n'est  pas  la  même  dans  les  divers  corps 
diaphanes:  elle  ne  suit  pas  la  raison  de  leurs  densités.  Il  est 
possible  que  la  fonction  de  la  distance,  qui  exprime  leur  action 
sur  la  lumière,  soit  différente  pour  chacun  d'eux  :  il  se  peut 
qu'elle  soit  la  même,  et  qu'elle  ne  diffère,  dans  les  divers  corps, 
que  par  le  produit  de  leur  densité  multipliée  par  un  coefficient 
constant  différent  suivant  leur  nature.  Dans  ces  deux  suppositions, 
l'action  totale  des  corps  sur  la  lumière  sera  la  même;  et  comme 
dans  le  calcul  on  n  a  besoin  que  du  résultat  total  de  cette  action, 
on  peut  employer  la  seconde  supposition ,  comme  la  plus  simple. 
Le  coefficient  constant  dont  je  viens  de  parler  peut  représenter 
l'intensité  respective  de  l'action  des  corps  sur  la  lumière,  ou  leur 

/    TÊT" 

pouvoir  réfringent.  Ce  coefficient  est  proportionnel  à  —^;  ainsi 

l'on  peut  représenter  par  cette  dernière  quantité  le  pouvoir  ré- 
fringent des  corps.  Si  l'on  nomme  i  le  rapport  du  sinus  d'inci- 
dence au  sinus  de  réfraction,  on  aura,  par  ce  qui  précède. 


n* 


y 
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on  aura  donc,  par  cette  formule,  les  rapports  des  pouvoirs  réfrin- 
gents des  diverses  substances  de  la  nature. 

Les  rayons  de  diverses  couleurs  étant  différemment  réfran- 
gibles,  il  faut,  ou  que  leurs  vitesses  ne  soient  pas  les  mêmes,  ou 
que  rintensité  de  Faction  des  corps  soit  différente  sur  chacun  de 
ces  rayons.  La  différence  des  vitesses  ne  peut  pas  expliquer  seule 
tous  les  phénomènes  de  la  réfrangibilité  des  rayons;  car  alors 
la  différence  des  réfractions  des  rayons  extrêmes,  c'est-à-dire, 
la  dispersion  de  la  lumière,  serait  la  même  pour  tous  les  corps 
qui  réfracteraient  également  les  rayons  moyens,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'expérience. 

Considérons  présentement  le  rayon  en  mouvement  dans  l'in- 
térieur du  corps,  et  lorsqu'il  est  sur  le  point  d'en  sortir  par  une 
surface  plane  inclinée  de  l'angle  e  à  la  surface  d'entrée.  Soit  s 
sa  distance  à  cette  surface,  et  nommons  x  l'abscisse  parallèle  à 
la  même  surface;  on  aura 

ddx 


d'où  l'on  tire 


dt' 

dds'  _  /  M 

-^==p.n,(5); 


ds'* 

-^—  =  constante -f-  2  p. /(i5Ml,{5'), 


l'intégrale  étant  prise  depuis  5'=o.  Lorsque  s  a  une  valeur  sen- 
sible, cette  intégrale  est  égale  à  2Kp,  et  l'on  a 


dx  I         l^K         •     itxi        \ 

iH j-.p.sm.(0-+-e). 


dt  y  n 

d 


partant 


constante  =n\(  iH p.pj.cos'.(ô'-}-e)  —  ajKp; 
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ce  qui  donne 

ds'*         . 
Cette  valeur  de  -r—  deviendra  nulle  avant  que  le  rayon  ait  atteint 

la  surface  de  sortie,  toutes  les  fois  que  (  i-\ j-.p|.cos*.(0'-i-e) 

sera  moindre  que  —r-P*  Dans  ce  cas,  il  est  visible  que  la  valeur 

de  j-  restera  toujours  la  même,  et  que  le  rayon  décrira,  en  s'é- 

loignant  de  la  surface  de  sortie,  une  branche  de  courbe  entière- 
ment semblable  à  celle  qu*il  décrit  en  s'en  approchant,  le  sommet 

de  la  courbe  entière  étant  au  point  où  -tt-  est  nul.  L'action  des 

corps  sur  la  lumière  n'étant  sensible  qu*à  de  très-petites  distances, 
la  partie  sensiblement  courbe  de  cette  trajectoire  peut  être  regar- 
dée comme  un  point,  et  les  deux  branches  de  la  courbe,  comme 
deux  droites  qui  se  réunissent  à  ce  point,  en  sorte  que  le  rayon 
paraît  se  réfléchir  de  la  surface  de  sortie,  en  formant  Tangle  de 
réflexion  égal  à  Tangle  d'incidence.  La  limite  de  cette  réflexion  a 
lieu  lorsque  le  sinus  de  l'angle  d'incidence  ff-+-  e,  sur  la  surface 
de  sortie,  est  égal  à 


\/" 

2K 

n'  ' 

P 

• 

v.» 

5 

•P 

et  cette  réflexion  a  toujours  lieu  lorsque  le  sinus  de  l'angle  d'in- 
cidence surpasse  cette  quantité;  mais  lorsqu'il  est  plus  petit,  le 
rayon  sort  du  corps,  et  il  est  facile  de  voir  qu'à  la  distance  s  de 
la  surface  de  sortie,  on  a 
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Tintégrale  étant  prise  depuis  s=o.  A  une  distance  sensible  s\ 
on  a  fds'.JÎ,{s)=K;  partant, 

jr  =~'.(i+  ^.  p).cos'.(ô'-f-e)-4J5:p; 

^—  deviendra  donc  nul  toutes  les  fois  que  Ton  aura 

sin.(0'-f-e)r: 


\/ 


hK 


n" 


Dans  ce  cas,  le  rayon  paraîtra  encore  se  réfléchir  de  la  surface, 
en  formant  fangle  de  réflexion  égal  à  l'ange  d'incidence.  Ainsi , 

/       al 
depuis  sin .  [6'+  e)  =  — :=:nz=:=:  j  usqu'à  sin .  [d'+  e)  =  * 


P 
ie  rayon  paraîtra  encore  se  réfléchir  de  la  surface,  mais  après 


être  sorti  du  corps  diaphane;  et  depuis  sin.(0'+e)  = 


/       ai: 


jusqu'à  sin.(ô'+  e)  =1 ,  le  rayon  paraîtra  se  réfléchir  de  la  surface, 
mais  il  ne  l'atteindra  pas.  Lorsque  sin.(ô'+e)  est  moindre  que 

,  le  rayon  sortira  du  corps  sans  se  réfléchir.  On  aura 


alors,  à  une  distance  sensible  du  corps, 


^=«'.(i-h^.p).sin'.(0'-+-e), 

^  =«'.(i+ ^.  p).cos«.(ô'^e)-4% 


34. 


l 
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ce  qui  donne  le  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière,  égal  à  n%  et 
par  conséquent  le  même  qu  avant  l'entrée  du  rayon  dans  le  corps. 
Après  la  sortie  et  à  une  distance  sensible,  si  Ton  nomme  B'  Tan^e 
que  la  direction  du  rayon  fait  avec  la  perpendiculaire  à  la  sur- 
face de  sortie,  on  aura 


sin.0'' 


dx 


y^dx^  +  ds' 


partant 


sin.ô''=:i /iH ^./9.sin.(0'-f-e), 


Concevons  la  surface  de  sortie  contiguë  à  la  surface  d'un  second 
corps  opaque  ou  diaphane,  et  dont  nous  représenterons  par 
/9'.Y,(5'),  l'action  sur  la  lumière  à  la  distance  s,  p  étant  sa  den- 
sité; on  aura,  tant  que  le  rayon  sera  dans  le  premier  corps, 


§-'=p.n.(.')-f>'.^.(^'); 


ce  qui  donne 


^  =n'/,+  ^.  Acos'.(ô'+e)-2Â^p4-2r|9'+2|0./c&'.n.{5')-2pV<^'-^.(«')» 


=  00. 


K  étant  l'intégrale  fds.'Vj^s)  prise  depuis  5' =  0  jusqu'à  s 
Dans  ce  cas,  le  rayon  paraît  se  réfléchir  à  la  surface  commune 
des  deux  corps,  sans  pénétrer  dans  le  second,  toutes  les  fois  que 
le  sinus  d'incidence  sin.  (ô'-he)  est  égal  ou  plus  grand  que 


2K  2K'     , 
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Si  le  rayon  sort  du  premier  corps  et  pénètre  dans  le  second, 
il  est  aisé  de  voir  qu  à  la  distance  s  de  la  surface  on  aura 

Â  une  distance  sensible,  on  a 

^  ===n\(i+  ^.  pycos^(0'-^-^)  — 4i:.p  +  4Z\p  ; 

le  rayon  se  réfléchira  donc  toutes  les  fois  que  sin.(0'-t-e)  sera  égal 

ou  plus  grand  que  \/  j-^ —  ;  ce  qui  suppose  K^p  moindre 

iH —.p 

qneKp.  Lorsque  sin.(0'+e)  sera  compris  entre  cette  limite  et  celle-ci 

y-^ ,  le  rayon  continuera  de  se  réfléchir  en 

pénétrant  dans  le  second  corps.  Lorsque  sin.(0'-4-e)  surpassera 
cette  dernière  limite,  le  rayon  continuera  de  se  réfléchir,  mais 
il  cessera  de  pénétrer  dans  le  second  corps.  Si  ce  dernier  corps, 
par  sa  nature,  absorbe  la  lumière,  le  rayon  ne  pourra  être  réflé- 
chi que  de  cette  seconde  manière;  et  alors  l'observation  de  la 
limite  à  laquelle  il  cesse  de  se  réfléchir  déterminera  la  valeur  de 
K'.p,  et  par  conséquent  le  pouvoir  réfractif  du  second  corps. 
On  pourra  donc  ainsi  déterminer,  par  l'expérience,  le  pouvoir 
réfractif  des  corps  même  opaques. 

Lorsqu'un  rayon  de  lumière  traverse  différents  milieux,  ter- 
minés par  des  surfaces  planes  et  parallèles,  il  est  facile  de  voir, 
par  l'analyse  précédente,  i"*  que  le  carré  de  sa  vitesse  perpendi- 
culaire à  la  surface  dans  le  premier  milieu  est  augmenté  d'une 
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quantité  Q  dépendante  de  Faction  de  ce  milieu  sur  la  lumière  ; 
2^  qu après  être  sorti  du  premier  milieu,  et  après  avoir  sensi- 
blement pénétré  dans  le  second,  le  carré  de  cette  vitesse  s'accroît 
de  la  différence  Q — Q,  des  actions  du  second  et  du  premier  mi- 
lieu, et  ainsi  de  suite;  d'où  il  résulte  que  pour  un  nombre  i-4-i 
de  milieux,  l'accroisse  ment  de  ce  carré  est  Q^'\  et  par  conséquent 
il  est  le  même  que  si  la  lumière  avait  pénétré  immédiatement 
dans  le  dernier  milieu;  et  comme  le  carré  de  la  vitesse  horizon- 
tale ou  parallèle  aux  surfaces  reste  toujours  le  même,  on  voit 
que  dans  ces  divers  milieux  la  vitesse  de  la  lumière  est  la  même 
que  si  elle  eût  pénétré  immédiatement  dans  chacun  d'eux  :  sa 
direction  est  parallèle  à  celle  qu'elle  eût  eue  dans  ce  dernier  cas, 

En  général,  quels  que  soient  les  milieux  par  lesquels  la  lumière 
arrive  dans  un  corps,  et  quelle  que  soit  l'inclinaison  mutuelle  de 
leurs  surfaces ,  la  vitesse  de  la  lumière  dans  ce  corps  est  toujours 
la  même.  * 

3.  Nommons  présentement  p  la  densité  d'une  couche  de  l'at- 
mosphère dont  le  rayon  est  r.  Dans  le  calcul  de  l'action  de  cette 
couche  sur  la  lumière,  on  peut  la  considérer  comme  étant  plane, 
à  cause  du  peu  d'étendue  de  cette  action,  et  de  la  grandeur  du 
rayon  terrestre.  La  densité  d'une  couche  inférieure  de  la  quan- 
tité s  est 

dp    ,     5*    rf«p 
p — 5. -y-  H .-j-^  —  etc. 

^  dr         1.2    dr^ 

L'action  de  cette  dernière  couche  sur  un  corpuscule  placé  à  la 
distance  r  du  centre  de  la  terre  est 

TT/  \     (  ^P        .  ^*         ^*P  M,       I 

Um.  p  —  5.-r-  H .  j-T  —  etc.  . 

^  ^  (^  dr         1.2    dr*  ) 

L'action  d'une  couche  supérieure  de  la  quantité  5,  sur  le  même 
corpuscule,  est 

TT/    \      (  dp  5*  d*p  ^        ] 

ïl(s).\p'\-s.^  H .V^  -helc.  . 

^  ^  r  dr         1.2    dr*  \ 
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La  différence  de  ces  actions  est 

—  2X1(5). I  5. -j^  H ^.  j-4H-etc.}. 

^  '  {     dr         1.2.3    dr*  ) 

H  faut  multiplier  cette  différence  par  ds,  et  l'intégrer  depuis 
5=0  jusqu  à  5  =  00,  pour  avoir  la  force  totale  avec  laquelle  Tat- 
mosphère  détourne  le  corps  lumineux  vers  le  centre  de  la  terre, 
ou  la  valeur  de  ^;  or  on  a,  par  ce  qui  précède, 

U,{s)=fds.n{s), 

Tintégrale  étant  prise  depuis  s=s  jusqu  à  s  =  00.  En  prenant 
donc  l'intégrale  depuis  s=o  jusqu'à  5=5,  on  aura 

fds.ll[$)  =  constante  — 11,(5)  ; 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

fsds.  11(5)  =  —  s.  11,(5)  -hfds.  11,(5). 

La  fonction  s.  11,(5)  est  nulle  lorsque  5=0;  elle  est  encore  nulle 
lorsque  s  est  infini,  car  la  fonction  11,(5)  est  alors  infiniment 

petite  et  infiniment  moindre  que  - ,  puisque  l'action  des  corps 

sur  la  lumière  est  insensible  à  de  très-petites  distances.  On  a 
donc,  en  prenant  l'intégrale  depuis  5=0,  jusqu'à  5=00, 

fsds.u{s)  =fds.  n,(5)  =x, 

K  étant  ici  la  même  chose  que  dans  le  n""  2.  Les  termes 
j.fs^ds.U[s)^  î55./5'(/5.n(5),  etc.  peuvent  être  négligés  relative- 
ment à /5rf5. Il (5),  à  cause  du  peu  d'étendue  de  l'action  des  corps 
sur  la  lumière.  En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  cette  ac- 
tion soit  représentée  par  Q.  c*"",  c  étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité,  î  étant  un  très-grand  nombre,  ce 
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qui  rend  c~"  insensible  à  une  très-petite  distance.  Les  intégrales 

fsds.c'^  \.fs'ds.c'~'\  deviennent  —,  —,  etc.  d'où  l'on  voit  que 

\.fshls,\l[s)^  ^.fs*ds.Tl[s) ,  sont  insensibles  relativement  à 
fsds.U[s);  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  a  lieu  pour  toute  autre 
fonction  qui  rend  l'action  de  la  lumière  insensible  à  de  très- 
petites  distances.  Il  suit  de  là  que  ^= — 'iK.  ^,  et  par  con- 
séquent 

f(pdr=2K.\{p)-pU 

(p)  étant  la  densité  de  la  couche  atmosphérique  dont  le  rayon 
est  a. 

Lorsque  r  est  infini,  p  est  nul,  et  l'équation  (i)  du  n°  1  donne 

r^dv  =  —  ; 


mais  on  a  r^dv=^cdt;  d'ailleurs,  r  étant  infini,  on  a  dr=ndt; 

on  a  donc 

n 

=i; 


partant , 


\Jr~^K.{p) 


n.^: 


ce  qui  donne,  par  le  n"*  1,  où  l'on  a  vu  que  -  =  9-  sin.  6; 


i=nYn-^.(p).sin.e; 
et  Téquation  (2)  du  même  numéro  devient 

— .rfp.  1/1+ -r  •(?).«.  sin.e 

de= - V      "  .  (3) 

(1+ ^.p).ryn- ^.p-(i4- ^.(p)).f;.sin'.e 
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Cette  équation  suppose  que  les  forces  réfractives  des  couches  de 
Tatmosphère  sont  proportionnelles  aux  densités  de  ces  couches  : 
c'est  ce  qui  résulte  des  expériences  de  Hauksbée.  Cependant  il 
est  possible  que  cela  ne  soit  pas  rigoureusement  exact,  et  îl  serait 
utile  de  faire  sur  cet  objet  un  plus  grand  nombre  d'expériences. 
Mais,  quel  qu'en  soit  le  résultat,  on  peut  toujours  employer  l'équa- 
tion précédente,  en  y  supposant  que  p  représente  la  force  réfrac- 
tive  de  la  couche  de  l'atmosphère,  dont  le  rayon  est  r.  Nous 
supposerons,  dans  la  suite,  que  cette  force  est  proportionnelle  à 
la  densité  de  la  couche,  ce  qui  s'éloigne  très-peu  de  la  vérité. 

Intégration  de  Téquation  différentielle  du  mouvement  de  la  lumière. 

4.  Pour  intégrer  l'équation  (3),  il  faudrait  connaître  p  en 
fonction  de  r,  c'est-à-dire  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  des 
couches  de  l'atmosphère  diminue  à  mesure  que  l'on  s'élève  au- 
dessus  du  niveau  des  mers.  Les  deux  limites  de  cette  loi  sont 
une  densité  constante,  et  une  densité  décroissante  en  progression 
géométrique,  quand  la  hauteur  croît  en  progression  arithmétique; 
ce  qui,  comme  on  le  verra  dans  la  suite,  suppose  une  tempéra- 
ture uniforme  dans  toute  l'atmosphère.  Considérons  donc  les 
réfractions  dans  ces  deux  cas  extrêmes. 

La  supposition  d'une  densité  constante  revient  à  ne  faire  varier 
p  qu'infiniment  près  de  la  surface  extérieure  de  l'atmosphère. 

Soit  donc  à  cette  surface,  r=a-+-l,  et  faisons 

1  +       y^l .  7—7-777. sm*. e 
l'équation  (3)  du  numéro  précédent  deviendra 

de= ^; 

TOMB  ir.  35 
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ce  qui  donne,  en  intégrant, 

SO  =  ang.  tang.  T —  ang.  tang.  T, 

et  par  conséquent, 

T—T' 
tang,  50=  ^^yy.; 

où  Ton  doit  observer  que  59  exprime  la  réfraction,  ou  ce  qu'il 
faut  ajouter  à  la  valeur  de  0,  pour  avoir  la  distance  de  Tastre  au 
zénith ,  dépouillée  de  la  réfraction.  On  doit  observer  encore  que 
rintégrale  devant  être  prise  depuis  p={p)  jusquà  p=o,  Test 
la  valeur  de  f  à  l'origine  de  la  courbe  où  p=:  (p),  et  T  est  sa  va- 
leur à  la  fin ,  où  p  =  G ,  ce  qui  donne 


a*.sin*.0 


ji+^(p)j.«'.sm\e 


Pour  conclure  de  ces  formules  la  réfraction  horizontale,  il  faut 

y  supposer  sin.O=i;  il  faut  de  plus  connaître  les  valeurs  de  /et 

K 
de  — .  (p).  Au  niveau  de  la  mer,  à  la  température  de  la  glace  fon- 
dante, et  la  hauteur  du  baromètre  étant  o"*'",76,  on  a 


/=7974 


mètres 


C'est  la  valeur  qui  résulte  d'un  grand  nombre  d'observations  sur 
les  hauteurs  des  montagnes,  déterminées  par  le  baromètre  et  com- 
parées à  leurs  hauteurs  mesurées  trigonométriquement.  Un  très- 
grand  nombre  d'observations  sur  les  réfractions  a  donné,  à  la 
même  température  et  à  la  même  hauteur  du  baromètre, 

—   (  ) 
TtIp)  =0,000294047,  ou  j-j7 =  0,000298876; 
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on  a  ensuite 

«=6366198°^"^. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  trouve,  pour  la  réfraction  hori- 
zontale, 

<J0=:3979',5. 

Quoique  les  astronomes  ne  soient  point  d'accord  entre  eux 
sur  la  valeur  de  cette  réfraction,  cependant  ils  la  trouvent  tous 
beaucoup  plus  grande,  à  cette  pression  et  à  cette  température. 
Le  milieu  entre  leurs  résultats  donne 

ge=65oo". 

Ainsi  rhypothèse  d'une  densité  uniforme  e»t  trop  contraire  aux 
observations  sur  la  réfraction  pour  pouvoir  être  admise. 

5.  Considérons  maintenant  l'hypothèse  d'une  température  uni- 
forme. Si  l'on  fait 


r 


(P) 


^■M 


l'équation  (3)  du  n"  3  devient 


a.  7-4.(1— s)  sin.  6 

(p)  


w 


i'""''('"(7))iV""''®""''("'(7)K'""''''™"'® 

a  étant  très-petit,  nous  pouvons  supposer  sans  erreur  sensible 
le  facteur  i  —  2a Ix — pr)  égal  à  sa  valeur  moyenne ,  comprise 
entre  ses  deux  valeurs  extrêmes  1  et  1  —  aa;  nous  le  supposerons 
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donc  égal  à  i  —  a-  La  température  de  latmosphère  étant  suppo- 
sée uniforme,  si  Ton  nomme  p  la  pression  ou  la  force  élastique 
de  l'air  correspondante  à  la  densité  p,  et  [p)  la  pression  corres- 
pondante à  (p);  on  aura,  comme  il  résulte  de  Texpérience, 

Si  Ton  nomme  encore  g  la  pesanteur  correspondante  à  r,  et  [g) 
celle  qui  correspond  à  a,  on  aura,  à  très-peu  près, 

La  diminution  de  la  pression  p,  lorsque  Ton  s'élève  de  l'élément 
dr,  est  visiblement  égale  à  la  petite  colonne  d'air  p .  dr,  multipliée 
par  sa  pesanteur  g;  on  a  donc 

et,  par  conséquent, 


(p) 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant. 


{^-')-% 


(s) 
{p).c' 


c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 
Désignons  par  /  la  hauteur  d'une  colonne  d'air  de  la  densité  (p) , 
et  qui,  animée  parla  pesanteur  [g),  ferait  équilibre  à  (p);  on 
aura 

partant 


as 


((>)•«'; 
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Téquation  (4)  devient  ainsi,  en  réduisant  le  radical  en  série,  par 
rapport  aux  puissances  de  s, 


as 

aa 


dd 


.  .ds.c    '  .sin.0 


"•^- 


as 


(i— a).|cos'.0— 2a.(i— c    ^  )+25.sin'.0r 

'as  __**  /    {^) 

a.j.sds.c    '  .sin.0,|cos*.0+Y5.sin*.0— 2a.(i— c      ) 
! '  —etc. 

as 

(i— a).|cos*.0— 2a.(i— c    '  )+25.sîn*.0r 

Le  premier  terme  de  cette  expression  dîflFérentielle  est  beaucoup 
plus  grand  que  les  autres,  qui  sont  presque  insensibles  :  nous 
allons  d'abord  l'intégrer.  Pour  cela,  nous  ferons 

as 
S=:S  H-a.  ^ '    ,ai      ♦ 

sm*.0 
et  nous  aurons,  par  le  n""  21  du  second  livre, 


as  as  as  as 

/.sm*.0  ^  ' 


as'  as' 


^  n  .    Ih— r        l    ^V  o        l 


a*,  a 


d. 


|(i-c      l).c      '    j 


i.2./.sin*.0    '  d7^ 


as  as 

i     — 


1 . 2 . 3.  • .  i .  / .  sin*'.0  '  ds''"^ 

etc. 
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Le  terme  dont  ii  sagit   deviendra  donCt   en    observant   que 


as 


a     ,         / 


/ 


.ds.c      est  égal  à  — d.c 


as 
T 


as 


as 


as 


a        d.\[c         — i).c         I 
sin*.0'  ds 


a 


as 


as 


(X.j.  sin. Q.ds' 


i  • 


(i— a).jcos*.©+25'.sm\ej* 


i.a.sin*.©' 


d*.\{c        —i)  .c 
dl* 


'I 


as 


as 


a' 


1.2.3 i.sin".6 


d\\{c   ~-i)\c     '  I 

3?r 


■  ■1—      V»  Lw* 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  i  est  pair,  et  l'inférieur  si  i  est 
impair.  On  a  généralement 


as 


as 


i.2.3....i.sin**.0' 


d^{c       ^  -l)'.C       '     j 


(«t)' 


-(l  +  l).7.5' 

(j+i)'.c 


*    a      , 
— l.T.5 


ds 


n 


1.2.3....  i.sin".0' 


—  i.Vx 


i 


ï.ï  — 1 


—  etc. 


--(l-l).y.^ 


Il  faut  multiplier  chacun  des  termes  de  ce  développement  par 


a 


a.  j.à'.sin.  0 


(i— a).Y/cos\0+2  5'.sin*.0 
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et  prendre  ensuite  les  intégrales  depuis  5'==  o  jusqu'à 

"""J"  as* 

s=  1  —   ^'\  ,  ^ — K  Maïs  comme,  à  cette  dernière  limite,  c 

sm*.0 

est  d'une  petitesse  excessive,  parce  que  c  surpasse  2,  et  que  j 

est  un  très-grand  nombre,  et  à  peu  près  égal  à  800,  on  voit  que 
les  intégrales  peuvent,  sans  crainte  d'aucune  erreur  appréciable, 
être  prises  depuis  s=o  jusquà  s  =00.  Considérons,  cela  posé, 
la  di£Férentielle 


ra     «/ 
S 


j.ds'.c  sin.0 

Y/cos*.e  +  2  5'.sm*.e' 


et  faisons 


^  cos^9        , J_ 

^    sm*.  ©  ar 


la  différentielle  précédente  devient 


ra     cos*.  B         , 


a  a    ,       ai    sin\  e 

-r-  .ai.  c 

Ir 


ih  ïï*   r*04  ^9 

L'intégrale  doit  être  prise  depuis  t  =  i/—j.  .   '    ,  jusqu  à  /=oo. 
Supposons  que  Ton  ait,  dans  ces  limites. 


ar 


V 
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on  aura,  en  n ayant  égard  qu'au  premier  terme  de  dd, 

a 
a' 


\ 


2a  (  l 


*»=TrïVT-  +  Txi:ë-l5^-*(3)-'-'^-'^W+*(')l 


1  a' 


+  etc. 
expression  que  l'on  peut  mettre  encore  sous  cette  forme, 


aa 


C  -^(0 


3aa 


1  — a    V     /     I 

3aa 

^  i.2./«.sin\e-^  -"^  -^^^^ 

+  etc. 

La  difficulté  se  réduit  à  former  Y  (r),  ou  à  prendre  Tintégrale 

fds.c      depuis  t=^^/  —j.  .  '     jusqu'à  t=oo.  Dans  le  cas  de 

la  réfraction  horizontale,  cos.0=o,  et  sin,0=i;'*'(r)  est  donc 

/« 

alors  indépendant  de  r,  et  égal  à  l'intégrale /(if  .c      ,  prise  depuis 

t  nul  jusqu'à  t  infini.  Pour  déterminer  cette  intégrale,  considé- 
rons la  double  intégrale  ffds.dx.c^^'^^    ^  \  les  intégrales  étant 
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prises  depuis  s  nul  jusqu'à  s  infini,  et  depuis  x  nul  jusqu'à  x  in- 
fini. Intégrant  d'abord  par  rapport  à  5,  on  aura 


j'j'ds.dx.c-'-^'^'''^=f-^. 


/dx 


grale,  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini,  est  l'angle  droit,  ou 
-,  Tt  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité;  on  a 
donc 


// 


ds.dx.c       ^         '=- 


Prenons  maintenant  cette  intégrale  d'une  autre  manière,  et  sup- 

dt 

posons  saf=l^;  ce  qui  donne  dx=  — :,  5  étant  supposé  constant 

dans  la  différentiation  ;  la  double  intégrale  précédente  deviendra 
donc 

r  r  ds        —s—t*        Cds    —5  c     — <* 

I  I  -—.dt.c  ,  ou  I .c      .  I  dt.c 


Nommons  K  l'intégrale  fdt.  c     ,  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini  ; 

/ds 
— -. 

ce<{ui  donne 


c     .  Soit  s=t'\ 


V 

on  aura 


.c     =i  \di.c       =2K. 

v/7  J 
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partant 

l'expression  de  la  réfraction  à  Thorizon  est  donc 

a, a 

1-1- 


p-l>--'l 


a*,  a* 


1.3./ 


,_a'\/   «•/'.„„ 


a\a* 


,  ,    etc. 


expression  que  l*on  peut  encore  mettre  sous  cette  forme , 

aa  2aa  3aa 


a  /  1     aw  (  /        a. a       -  /  a*. a*     o-  '  ^     ) 

v/ T-r.{c         +— 7-.2*.c  H n-^*-^  +  etc.}. 

I  — a    V  /     (  l  1.2./*  ) 

Pour  avoir  la  valeur  de  "**  (r),  lorsque  l'astre  est  peu  élevé  sur 
l'horizon,  supposons 

rp^ ar  CCS*. 6^ 

"TZ'sin'.e' 

nous  aurons,  en  prenant  l'intégrale  depuis  t=^o  jusqu'à  f  =7, 

/dt.c       =r — tT''^-  —  -e —7- ^-etc. 
^                 1.2      5             1.2.4      7 

nous  aurons  encore 

Idt.c       ==c       .T.   iH 5-  H-  ^—3-4  -h  -Vt^  -h  etc.  >• 

J  {  1.0  1.0.6  1.0.5.7  ) 

Ces  deux  séries  finissent  par  être  convergentes,  quel  que  soit  T: 
la  première  est  alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que 


\ 


V 
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Tinlégrale,  suivant  que  Ton  s'arrête  à  un  terme  positif  ou  à  un 
terme  négatif;  en  sorte  que  si  Ton  ajoute  à  un  nombre  quel- 
conque de  ses  termes  la  moitié  du  terme  suivant,  l'erreur  sera 
moindre  que  cette  moitié,  ce  qui  donne  un  moyen  simple  pour 
juger  du  degré  d'approximation.  En  retranchant  ensuite  la  valeur 

de  la  série,  de  \.\J'ït;  on  aura  celle  de  l'intégrale  fdt.  c  ,  depuis 
t=T  jusqu'à  t  infini.  Lorsque  T  est  égal  ou  plus  grand  que  3, 
on  aura  la  valeur  de  l'intégrale,  au  moyen  de  la  série 


/ 


\  l  l.ô  1.0.0 

;  1 I ■  -4-.  ptr 


,     -^r       cil  1.3  1.3.5 

dt.c        = ;=r.    1 


série  qui  jouit  encore  de  l'avantage  d'être  alternativement  plus 
grande  et  plus  petite  que  l'intégrale  qui  est  ici  prise  depuis  <=  T 
jusqu'à  t  infini. 

On  peut  donner  à  cette  série  la  forme  d'une  fraction  continue, 
parla  méthode  suivante,  qui  peut  servir  dans  d'autres  circons- 
tances, et  au  moyen  de  laquelle  la  série  peut  être  mise  sous  une 
infinité  de  formes  différentes. 

Supposons 

nous  aurons ,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  la  di£Féren- 
tiation , 

du       I         X 

Considérons  u  comme  fonction  génératrice  de  la  série 

ji -+-7» .  t -f- J, .  f*  H- J4  •  ^ -^  etc. 
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réqualion  différentielle  précédente  donnera,  en  ny  considérant 
que  les  coefficients  de  la  puissance  V, 

et ,  dans  le  cas  de  r=  o ,  on  a 

ce  qui  revient  à  faire  j,  =  i  •  Nous  observerons  ici  que  générale- 
ment la  fonction  génératrice  u  de  j^  dans  toute  équation  linéaire 
aux  différences  finies,  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  r,  peut  être  déterminée  par  la 
considération  précédente ,  au  moyen  d'une  équation  différentielle 
infiniment  petite  du  même  ordre  que  la  plus  haute  puissance 
de  r  dans  ces  coefficients. 

Maintenant  toute  équation  linéaire  du  second  ordre  aux  diffé- 
rences finies  peut  être  facilement  réduite  en  fraction  continue, 
par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n''  10  du  livre  IV. 
Considérons  généralement  Téquation 


on  aura 


Jr ^r  'y  r-Hi     i~  ^r  ^yr-^-i  î 


r-t-i 


et  par  conséquent 


rn-i 


Or-i-KJ 


IM-l 


ce  qui  donne 


r-*-t 


1 

1 


r-Hi  _  .1  j  r-HS 


(Ir-t-i  "•"  *'r-+-i  • 


y> 


r-f-i 
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et  ainsi  de  suite;  partant 

1 


r-*-i 


Or 


a 


'''*"'       «r-t-i+etc. 


Si  Ton  fait  a,.=  i  et  6^=(r-j-i).^,  on  aura  l'équation  différen- 
tielle précédente, 

et  alors 


j  .    ('•+0-7 


1  +  etc. 


Faisons  r=o;  nous  aurons,  en  observant  que  jo=it 


1 


1  ■  ' 


1  ■  "' 


,   ,    3, 


,   ,    "1 


1+  etc. 


j,  est  le  coefficient  indépendant  de  f,  dans  le  développement  de 
la  série 

i      (  q  1.3.0*  .    ) 

•  1—  77^^x7  H-  /,     .w  —  etc.  ; 


et  par  conséquent  on  a 

ji=i  —  9 -1-1. 3, 9* — 1.3.5.  ^'-+-etc, 

en  supposant  donc 

I 

9  — ÏTïî 
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on  aura 


fât-c"*' 


-T 

c 


1   '    ^ 


1 


27 


1-4- 


37 


1^^^ 


1+  etc. 


r intégrale  étant  prise  depuis  t=T  jusqu'à  /  infini.  Sous  cette 
forme  on  peut  employer  son  expression  pour  toutes  les  valeurs 
de  T;  mais,  pour  la  simplicité  du  calcul,  il  convient  de  n'en  faire 
usage  que  dans  le  cas  où  q  est  égal  ou  plus  petit  que  -J-  :  dans  les 
autres  cas,  les  deux  premières  séries  donneront  plus  facilement 
l'intégrale.  Pour  employer  la  fraction  continue  précédente,  il 
faudra  la  réduire  en  fractions  ordinaires,  qui  seront  alternati- 
vement plus  grandes  et  plus  petites  que  l'intégrale.  Les  deux  pre- 
mières fractions  sont  -  et .  Les  numérateurs  des  fractions 

1       1  +  7 

suivantes  sont  tels,  que  le  numérateur  de  la  î"^™*  fraction  est  égal 
au  numérateur  de  la  (i — 1)'''°'*  fraction,  plus  au  numérateur  de 
la  [i —  2)'*'°'''  fraction,  multiplié  par  (/ — 1).  q.  Les  dénominateurs 
se  forment  de  la  même  manière.  Ces  fractions  successives  sont 
ainsi , 

1       1       n-27        1+5^  i+g^+S^' 


1'  1  +  9'  1+39'  1+69+39*'  1+109+159^' 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  dO,  donné  par  la 
formule  (5),  et  voyons  quelle  est  son  influence.  Elle  est  la  plus 
grande  dans  le  cas  de  la  réfraction  horizontale,  et  dans  ce  cas 
ce  second  terme  devient 


as  as 


a.-y.a5.c      A^.s  —  2a.  (1  —  c      j 


as 


(1 — a).  2  5  —  2a.(i  —  c    '  )  * 
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La  partie  la  plus  sensible  de  cette  intégrale  correspond  à  s  très- 
petit,  parce  qu'alors  le  dénominateur  est  fort  petit.  On  peut  donc, 


as 


dans  ce  dénominateur  et  dans  le  facteur  -j  s  —  2a,(i — c    '), 


as 


développer  c  en  série,  et  nen  considérer  que  les  premiers 
termes.  Si  l'on  s*en  tient  aux  deux  premiers,  ce  que  Ton  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible,  on  aura 


as 


OL.j.ds.^.c      1 3  —  4  a.  7 

■  '  — — • — 

En  l'intégrant  depuis  s  nul  jusqu'à  s  infini,  on  aura 


a.]  3  —  hoL.j 


8.(1— a).(i— a.jj^' 

quantité  qui  ne  s'élève  qu'à  trois  ou  quatre  secondes,  et  qui  par 
conséquent  est  insensible  à  l'horizon,  où  la  réfraction  éprouve  de 
grandes  variations.  On  peut  donc,  dans  tous  les  cas,  négliger  le 
second  terme  de  la  formule  (5) ,  et  s'en  tenir  au  premier. 

Si  l'on  fait  usage  des  valeurs  de  —j-,  (p),  /  et  a,  données  dans 

le  n®  5,  on  trouve  que  dans  l'hypothèse  que  nous  considérons, 
à  zéro  de  température  et  à  la  hauteur  o"''*^'®,76  du  baromètre,  la 
réfraction  horizontale  est  égale  à  739o'',7i.  Cette  réfraction  sur- 
passe de  près  de  900''  celle  que  l'on  observe,  ce  qui  prouve  l'erreur 
de  l'hypothèse  d'une  température  uniforme  dans  toute  l'étendue 
de  l'atmosphère.  On  sait,  en  eflFet,  que  cette  température  diminue 
à  mesure  que  l'on  s'élève;  et  comme  l'air  se  condense  par  le  froid, 
il  en  résulte  que  la  différence  de  densité  d'une  couche  de  l'at- 
mosphère à  la  densité  de  la  couche  îmmédiaten?  ^ure 
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est  par  là  diminuée.  La  limite  de  cette  diminution  est  celle  d'une 
différence  nulle  ou  d'une  densité  constante,  et  l'on  a  vu,  dans  le 
n^  4,  que  dans  ce  cas  la  réfraction  horizontale  est  trop  petite; 
la  constitution  de  l'atmosphère  et  les  réfractions  sont  donc  entre 
les  deux  limites  que  donnent  les  hypothèses  que  nous  venons  de 
considérer;  mais  on  peut  obtenir  deux  limites  plus  rapprochées, 
de  cette  manière. 

6.  L'équation  diflFérentielle  (3)  du  n?  3  s'intègre  rigoureuse- 
ment, en  y  supposant 

.    àK        \m 

1^^ — r-P 


n 


Si  l'on  fait  alors 


àK        \m^i 


'+!?•(?) 


.sin.0=^, 


elle  devient 


de= — =^ 


(am— i).y/i— -zz 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant  depuis  z=  sin.  0  jusqu'à 

sîn.6 

z  = 


âd= .{0  —  ang.sm< 


•\(.-.^.(P))"-Vi* 

équation  que  l'on  peut  encore  mettre  sous  la  forme 


((-^f-w)'"-^ 
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Relativement  à  la  réfraction  horizontale,  on  a  0=100**;  et  alors 

de  plus,  — .  [p)  étant  une  fraction  extrêmement  petite,  on  a,  à 
fort  peu  près, 


'+-ïr-(p)        '-1-1 


(^)-^-W' 


on  aura  donc,  à  fort  peu  près, 


et  en  prenant  l'arc  lui-même  pour  sa  tangente,  ce  que  l'on  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible,  on  aura 


S0= 

Si  Ton  voulait  ne  considérer  que  les  réfractions,  on  pourrait  dé- 
terminer m  de  manière  que  le  second  membre  de  cette  équation 
représente  la  réfraction  liorizontale  observée,  que  nous  supposons 

de  6500".  Alors  l'expression  générale  de  tang.  ( j.S0  don- 
nera, pour  toutes  les  hauteurs,  la  réfraction  SB.  C'est  le  procédé 
qu'ont  suivi  plusieurs  astronomes  pour  construire  une  table  de 
réfraction,  et  cette  table  satisfait  assez  bien  aux  observations. 
Mais,  pour  représenter  la  nature,  il  faut  que  la  constitution  pré- 
cédente donne  non  -  seulement  les  réfractions  observées,  mais 

TOME  nr.  37 
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encore  la  hauteur  du  baromètre  et  la  diminution  observée  de  la 
chaleur,  à  mesure  que  Von  s'élève  :  considérons  donc  ces  deux 
phénomènes  dans  l'hypothèse  précédente. 
Reprenons  l'équation  du  n"  5, 

dp={g).ap.d^; 


si  l'on  substitue  pour  -,  I j-^ —  I ,  on  aura,  après  l'intégra- 

'^  Li  +  -;ir(p)J 
tion  et  en  observant  que  p  est  nul  avec  p, 

("*+0--;^(p) 

p  =  [g).a.{p).\ 


(-^(p)) 


Cette  expression  donne,  à  très-peu  près, 

;)=(î/).a.(p).m.^.(p).^.. 


a 


[p]  étant  la  pression  à  la  surface  de  la  terre  où  p  =  (p)  et-=  i, 
on  a,  par  le  n^5, 

on  aura  donc 

p  a   iK 


"^'l'ur-ipy^r 


Cette  équation  donne  à  la  surface  de  la  terre 


m 


a 
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et  par  conséquent  la  réfraction  horizontale  Bd  devient 

86=  -       " 


1 K 

Si  Ton  substitue  pour  a,  /,  et  — r-  (p)»  l^^rs  valeurs  données  dans 

le  n"*  4,  on  a 

S0  =  563o^ 

Cette  réfraction  est  moindre  que  la  réfraction  observée,  mais  elle 
est  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  l'hypothèse  d'une  densité 
constante  :  ainsi  la  constitution  réelle  de  l'atmosphère  est  entre 
celles  que  donnent  la  supposition  d'une  température  uniforme  et 
Fhypothèse  que  nous  considérons  ici. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  la  densité  des  couches  atmos- 
phériques diminue  en  progression  arithmétique  quand  leur  hau- 
teur croît  suivant  une  progression  semblable.  En  effet,  sî  Ton 
suppose  r=ia.  { i  -h 5),  on  a,  à  fort  peu  près, 


CLS 


4m.^(p).«.(i-(^)  =  2/.(i-^), 


as  étant  la  hauteur  de  la  couche  atmosphérique.  La  limite  de 
l'atmosphère  a  lieu  au  point  où  p  =  o,  et  alors  as  est  égal  à  2/; 
la  hauteur  de  l'atmosphère  est  donc  ici  double  de  sa  hauteur  dans 
l'hypothèse  d'une  densité  constante. 
L'expression  précédente  de  p  donne 

(p).p-(p)-'      11' 

La  fonction  -^-y^  est  importante  à  considérer  en  ce  qu'elle  exprime 
la  loi  de  la  chaleur  des  couches  de  l'atmosphère.  En  effet,  à  1 


'*i 


1 
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même  température ,  rexpérience  a  prouvé  que  la  pression  de  Tair 
est  proportionnelle  à  sa  densité.  Mais  ce  rapport  croît  avec  la 
chaleur  et  peut  la  représenter  ;  car  les  molécules  d'air  ne  parais- 
sant soumises  qu'à  la  force  répulsive  de  la  chaleur,  il  est  naturel 
de  penser  que  cette  force  croît  en  même  raison  que  la  chaleur. 

Il  résulte  de  l'expression  précédente  de  -pr^  >  que  la  chaleur  des 
couches  atmosphériques  diminue,  comme  leur  densité,  en  pro- 
gression arithmétique. —F- de  diminution  dans  la  valeur  de  -f-p^» 

suppose  —F-  de  diminution  dans  la  valeur  de  i j\  ainsi,  en 

partant  de  la  surface  de  la  terre,  il  faut  s'élever  de  la  hauteur 

1  l  mètre»  •       •  .  1 

—F—,  OU  de  63       ,8,  pour  éprouver  une  diminution  de  7-r-  dans 

la  force  élastique  de  l'air,  à  densités  égales,  ce  qui  répond,  à  fort 
peu  près,  à  une  diminution  d'un  degré  dans  le  thermomètre. 
Toutes  les  observations  concourent  à  faire  voir  que  cette  éléva- 
tion est  trop  petite  et  que  la  diminution  de  la  chaleur  est  moins 
rapide.  L'hypothèse  que  nous  examinons  ne  représente  donc  ni 
les  réfractions  observées,  ni  la  loi  observée  de  la  diminution  de 
la  chaleur. 

Dans  l'hypothèse  d'une  densité  constante,  on  a 

(p).p  i' 

il  faut  donc  s'élever  de  moitié  moins  que  dans  l'hypothèse  pré- 
cédente, pour  éprouver  une  diminution  d'un  degré  dans  le  ther- 
momètre :  cette  hypothèse  est  donc  encore  plus  éloignée  de 
satisfaire  aux  observations  sur  les  réfractions  et  sur  la  chaleur. 
On  voit  en  même  temps  que  plus  on  se  rapproche  de  l'obser- 
vation sur  les  réfractions ,  plus  on  s'en  rapproche  relativement  à 
la  chaleur. 
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7.  La  constitution  de  l'atmosphère  étant  comprise  entre  tes 
deux  limites  d'une  densité  décroissante  en  progression  arithmé- 
tique, et  d'une  densité  décroissante  en  progression  géométrique, 
une  hypothèse  qui  parUciperait  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  pro- 
gressions semble  devoir  représenter  à  la  fois  les  réfractions  et  la 
diminution  observée  dans  la  chaleur  des  couches  atmosphériques. 
I/hypothèse  suivante  réunit  ces  divers  avantages  à  celui  d'un 
calcul  fort  simple. 

Reprenons  l'équation  (3)  du  n"  3,  et  supposons -=:  i  ^ s, 
nous  aurons  à  très-peu  près,  par  le  n°  5, 

—a.d-Âr.sîn.Q 

de= 'p) 


{i— a).i /cos'.0— 3».  Il T^  J4-2S— 2S.  cos*.  0 

s  étant  une  fraction  très-petite,  tant  que  s  a  une  valeur  sensible, 
nous  pouvons  négliger  le  terme — as.  cos'.0,  relativement  à  cos'.0; 
nous  aurons  ainsi 

dp     .     ^ 

dB^ (£^ 


a).Y/cos'.e-3«.(i-j£j)  +  a 
Supposons  maintenant 

a 

p=(p).(.+/^).r^.    ^ 

/et  /'  étant  deux  indéterminées  :  cette  valeur  de  p 
fois  des  deux  progressions  arithmétique  ii 
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minanty  et  r  de  manièi^e  à  représenter  la  hauteur  du  baromètre, 
et  la  réiraction  horizontale,  si  cette  valeur  satisfait  encore  à  la 
diminution  observée  de  la  chaleur  des  couches  atmosphériques, 
on  pourra  la  considérer  comme  représentant  la  vraie  constitution 
de  l'atmosphère,  et  s*en  servir  pour  construire  une  table  des  ré- 
fractions. L*équation  différentielle  précédente  devient  alors 


u 


dd 


du      /  r       f^\  ''        •        r^ 

a. -yr.  (  ^"j+iT  /-c        .sm. 0 

(i— a).\/cos\B  +  îiu 


Soit 


COS*.  0-+-2W=2/'-  t\ 


on  aura 


cos'.e 


de 


2adt. sin.Q   l  -       /". cos'.S        - .)       *'' 


V 


L'intégrale  doit  être  prise  depuis  t=  jusqu'à  t  infini;  sup- 

posons 

j, COS.  6 


et 


V^'' 


fdLc    ''=c    '^\-V{T), 


nous  aurons 


'/ 


2.(1— a).  / 


7.sin.8.cos.  0. 
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Test  nul  à  l'horizon  où  cos.6=o;  alors  on  a,  par  le  n""  5, 
Y  (r)  =  -5-  \/ir  ;  la  réfraction  horizontale  est  donc 

(l-a).\/If  ^ 

en  sorte  que  la  réfraction  serait  nulle  si  f  était  égale  à  2  :  elle 
serait  négative  si  Ion  avaity  >  2. 

Déterminons  maintenant  la  pression  p  de  l'atmosphère.  On  a 
à  très-peu  près,  par  le  n*"  5, 

dp  =  —  [g).a.pds; 
et  par  conséquent,  en  substituant  pour  5  sa  valeur  a+a.i  1— prj, 


on  a 


dp=  —  [g).apdu'-hOL{g).a.    ^  f  . 


En  substituant  pour  p  sa  valeur 


w-(.+4^)- 


C 


T 


et  intégrant;  en  observant,  de  plus,  que  (/>)=  (flf)- (p)-^>  on 
trouvera 

{p)—  i  y^  e)-^     ^j' i  ■''     "^^*-/'(^- 

A  la  surface  de  la  terre,  p=[p)^  n=o  et  p=[p);  on  a  donc 

Si  nous  supposons  la  réfraction  horizontale  de  65oo',  ou,  en 
parties  du  rayon,  de  0,01021018,  nous  aurons 

0,01021018  =  — îiY^ —  ^ — 1  y-j 
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Ces  deux  dernières  équations  donnent 


•^        a" 


(0,0102 1018)-.  (i  —  a)\  8 /''=a*ir.J3/'—^ 

En  substituant  pour  a,  a  et  /,  leurs  valeurs  pércédentes,  on 
trouvera 

r==  0,000741816, 

y  =0,49042. 

On  aura  donc  dans  cette  constitution  de  Tatmosphère 


u 


0,000293876./  1 prî, 


/  \  i     .       aa  )    — ».i348,o4 

p  =  (p).ji-htt.6oi,i07|.c  , 

S0  =  86i  i",6. (0,75479  —  0,49042.  P).sin.0. — W-^  -+-3o93o\3.sin.  20. 

Déterminons  la  loi  correspondante  de  la  diminution  de  la  chaleur, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'expression  de  rr^.  En  substituant 
pour p  et  p,  leurs  valeurs  précédentes,  on  a 

/?.(p)_af         ^'T         ,      a   j^ 
(P).P~    /    ^,.  A  "^^       /•(?)' 

et  par  conséquent 

£fUo,592a3-f-    yif^^    +0,117311.^. 

[PhP  ^  H-U.661,107  '  (p) 

Pour  comparer  ce  résultat  à  Texpérience,  supposons 

u  =  o,ooo92727; 
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on  aura 

d'où  Ton  tire 

f:iP^=:  0,8266. 

On  verra  ci-après  que,  x  étant  le  nombre  des  degrés  du  ther- 
momètre, on  a 

rr^  ==i-ho,oo375.a:. 

En  égalant  cette  quantité  à  0,8266,  on  trouve 

x=^  —  46°,2  4- 

L'expérience  la  plus  concluante  de  ce  genre  est  celle  de  Gay- 
Lussac,  qui,  s'étant  élevé  de  Paris,  dans  un  ballon,  à  la  hauteur 
de  6980™**^**  au-dessus  du  niveau  de  la  Seine,  a  observé  le  ther- 
momètre à  —  9*^,4  à  celte  hauteur,  lorsqu'il  était  à  3o%75  à  l'Ob- 
servatoire. La  difiFérence  — 4o*^,2  5  se  rapproche  autant  qu'on 
peut  le  désirer  du  résultat  précédent,  vu  surtout  les  variétés  que 
les  circonstances  particulières  de  l'atmosphère  doivent  apporter 
dans  ces  résultats.  On  peut  ainsi,  par  les  observations  sur  la 
réfraction  horizontale  moyenne  dans  un  climat,  déterminer  la 
diminution  moyenne  de  la  chaleur  à  mesure  que  Ton  s'élève,  et 
réciproquement. 

Si  l'on  veut,  en  partant  de  la  loi  précédente,  avoir  la  réfrac- 
tion sur  une  montagne,  à  la  hauteur  h  au-dessus  du  niveau  de 
la  mer,  on  déterminera  d'abord  les  valeurs  de  a  et  de  p  corres- 
pondantes à  cette  hauteur,  et  que  nous  désignerons  par  U  ei  (p'), 
au  moyen  des  équations 


(f>')=(p)-(i-^^)- 


v_ 


a 

TOME   IV.  38 
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En  faisant  ensuite  n=U-\-n,  on  aura 


(?•)•(•+ ^4)- 


C 


a 
T 


f  étant  égal  à  jr-fj-f  •  ^^  suffira  donc  de  changer,  dans  les  for- 
mules précédentes,  (p)  en  (p')  etfenf. 

De  là  il  suit  que  les  réfractions  horizontales,  au  niveau  de  la 
mer  et  à  la  hauteur  h,  sont  entre  elles  comme  (i  — \f)f  ^st  à 

(i-|/)./.c      ''• 

Pour  avoir  la  réfraction  au-dessous  de  l'horizon,  on  observera 

quun  rayon  lumineux  qui  part  d'un  astre  sous  l'horizon,  décri- 
vant une  courbe  concave  vers  la  terre,  il  s'en  approche  jusqu'au 
moment  où  il  devient  horizontal,  et  s'en  éloigne  ensuite  en  dé- 
crivant une  courbe  semblable  à  celle  qu'il  avait  d'abord  décrite; 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  sa  réfraction,  plus  celle  d'un 
second  astre  vu  aussi  élevé  au-dessus  de  l'horizon  que  le  premier 
paraît  au-dessous,  est  égale  au  double  de  la  réfraction  horizontale, 
au  point  où  la  direction  du  rayon  est  horizontale;  ce  qui  a  lieu 
quand  iu=z  —  cos"-0.  On  aura  donc  facilement,  par  ce  moyen, 
la  réfraction  de  l'astre  vu  au-dessous  de  l'horizon. 

Les  formules  précédentes  renferment  les  trois  indéterminées 
l',fetcL,  que  nous  avons  déterminées  au  moyen  de  la  réfrac- 
tion horizontale  et  des  hauteurs  observées  du  baromètre  et  du 
thermomètre.  On  pourrait,  au  lieu  de  la  réfraction  horizontale, 
employer  les  observations  sur  la  diminution  de  la  chaleur.  Pour 
construire  une  table  de  réfractions,  il  faudrait  connaître  ou  cette 
diminution,  ou  les  réfractions  horizontales  relatives  à  ces  hau- 
teurs, ce  qui  exigerait  une  longue  suite  d'observations;  mais  il 
en  résulterait  une  table  beaucoup  plus  exacte  que  celle  dont  on 
fait  usage.  Cependant  elle  laisserait  encore  de  l'incertitude;  la 


\ 
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loi  de  la  nature,  sur  les  densités  des  couches  de  Tatmosphère, 
n  étant  pas  exactement  celle  que  nous  avons  supposée,  et  variant 
par  mille  causes  inconnues.  Par  cette  raison  les  astronomes  ne 
comptent  que  sur  des  positions  observées  à  onze  ou  douze  degrés 
au  moins  de  hauteur  apparente.  Heureusement  à  ces  hauteurs 
la  réfraction  devient  indépendante  de  ces  causes,  et  Ton  peut  Tob- 
tenir  avec  beaucoup  de  précision,  par  la  seule  observation  des 
hauteurs  du  baromètre  et  du  thermomètre,  dans  le  lieu  de  l'ob- 
servateur :  c'est  ce  que  nous  allons  développer. 

Théorie  des  réfractions  astronomiques  correspondantes  à  des  hauteurs 

apparentes  plus  grandes  que  douze  degrés. 

8.  Reprenons  l'équation  différentielle  (4)  du  n""  5.  En  rédui- 
sant le  radical  en  série,  elle  devient 

de= — i£L^ ^1        ad- S-)  •      I 

""-V'W    I  +fi''";l,..;^'   -('■-i'')-fa'iig-.ej+eJ 

Si  Ton  néglige  les  produits  de  trois  dimensions  de  a  et  de  5,  on 
aura 

jn  dp  .         ^{  ^  f         p\  (2cos'.0+i) 

dO^=  —  a.  7-V.tanff.0.  1 r-7T-ha.  1  i  —  -tt)*- 7-3 — 

(p)         ^       (         cos*.0  \         (p)/        cos*.0 

En  intégrant  depuis  p  =  (p)  jusqu'à  p=o,  on  aura 

^A  .         ^i         1    a.(2,cos'.04-i)  1         CsAp] 

5d=a.  tang.  e.  ji+i. -43^rë— ^ -^  ^3irê-J  1/1  ■ 

L'intégrale  |  -^^-p  est  égale  à  ^  —  1  ^-4"  ^"  ^^  prenant  depuis 

38. 


1 
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p=  [p]  jusquà  p=Oj  et  observant  qu'à  la  limite  p=o,  répond 
1=1,  ou  r  infini,  on  aura 


/s. dp r  p.ds 


Pour  avoir  cette  dernière  intégrale,  nous  observerons  que,  p  ex- 
primant la  pression  de  l'air,  on  a 

dp=—gp.dr=—g^.pds; 

or  [g)  étant  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre,  on  a  ^=(^).— ; 
donc 

Ainsi  l'intégrale  fpds  est  égale  à  la  pression  entière  [p)  à  la  sur- 
face de  la  terre,  divisée  par  {g). a:  cette  pression,  par  le  n"*  5,  est 
égale  à  (^)'{p)'l;  on  a  donc 

.ds         l 


/p.ds 


(p)     «' 

l'expression  précédente  de  êd  devient  ainsi 

-|-a,(2.cos*.0+i)  — 
Sd=a.\zng.e.\i-^ ^^^-^ -[.  [A) 

Cette  expression  a  l'avantage  d'être  indépendante  de  toute  hypo- 
thèse sur  la  constitution  de  l'atmosphère ,  et  de  ne  dépendre  que 
de  sa  nature  dans  le  lieu  de  l'observateur  ;  car  les  valeurs  de  (p) 
et  de  /  sont  données  par  les  observations  qu'il  peut  faire  du  ba- 
romètre et  du  thermomètre.  Il  importe  donc  de  connaître  jusqu'à 
quelle  hauteur  apparente  on  peut  faire  usage  de  cette  formule. 
En  considérant  l'expression  précédente  de  dd  en  série,  il  est  aisé 
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de  voir  que  le  terme  le  plus  considérable  parmi  ceux  que  nous 
avons  négligés  est  le  suivant  : 

— \a.  1^ .  $\  tang*.  6. 

Il  peut  devenir  sensible  à  de  petites  hauteurs  dans  lesquelles 
tang.  0  est  un  grand  nombre.  Ce  terme  est  diminué  par  ceux  du 
même  ordre  de  la  formule,  en  sorte  que,  relativement  aux  hau- 
teurs apparentes  des  astres,  dans  lesquelles  son  intégrale  est  in- 
sensible, on  peut  sans  crainte  employer  la  formule  [A).  L*intégrale 
de  ce  terme,  prise  depuis  p  =  (p)  jusqu'à  p=o,  se  réduit  à 


3a. tang*.  6.  l  -Ar.sds. 


Si  Ion  suppose  la  température  la  même  dans  toute  Tatmosphère, 
on  a,  par  le  n**  5, 

as 

p={p).c        ; 
et  par  conséquent 

3a. tang*. 0.  l  -^.$(1$= 3a.  tang'. 0.  —^ . 

La  valeur  de  cette  intégrale  est  plus  grande  dans  l'hypothèse  d'une 
température  uniforme  que  dans  la  nature,  où  la  température  des 
couches  de  l'atmosphère  diminue  à  mesure  qu'elles  sont  plus  éle- 
vées; car  si  l'on  conçoit  que  leur  température,  supposée  d'abord 
uniforme,  vienne  à  décroître  suivant  cette  loi,  il  est  clair  que  la 
molécule  de  l'atmosphère  représentée  par  pds  s'abaissera,  et  que 
le  produit  psds,  qui  lui  est  relatif,  deviendra  plus  petit;  l'intégrale 

/^V-N —  deviendra  donc  moindre.  Ainsi  la  formule  lA)  est  exacte 
(p)  /.       . 

pour  toutes  les  hauteurs  dans  lesquelles  3a.  tang*.  0.  —  est  insen- 
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sible.  En  employant  les  valeurs  de  a,  l  et  a,  données  dans  le 
n**  4,  et  supposant  0  =  88'*,  on  trouve  cette  quantité  égale  à 
3\486,  quantité  presque  insensible.  A  de  plus  grandes  hauteurs 
apparentes,  l'erreur  de  la  formule  [A)  devient  tout  à  fait  insen- 
sible; il  importe  donc  de  bien  connaître  les  éléments  de  cette 

formule. 

9.  Ses  éléments  principaux  sont:  i®  les  variations  de  la  densité 
de  Tair  par  les  variations  de  sa  pression  et  de  sa  chaleur;  3°  la 
réfraction  dé  l'air  atmosphérique  à  une  température  et  à  une 
pression  déterminées.  Le  changement  de  la  densité  de  l'air  par  la 
variation  de  la  pression  qu'il  éprouve  est  bien  connu  par  la  loi 
suivant  laquelle ,  à  température  égale ,  sa  densité  est  proportion- 
nelle à  cette  pression  ;  loi  dont  un  grand  nombre  d'expériences 
a  fait  reconnaître  l'extrême  exactitude,  au  moins  dans  les  limites 
des  variations  du  baromètre,  depuis  le  niveau  de  la  mer  jus- 
qu'aux plus  grandes  hauteurs  où  nous  puissions  nous  élever.  La 
dilatation  de  l'air  par  la  chaleur  a  été  l'objet  des  recherches  de 
plusieurs  physiciens  qui  différent  sensiblement  entre  eux  à  cet 
égard.  J'ai  prié  Gay-Lussac  de  répéter  ces  expériences  avec  tout 
le  soin  possible,  en  graduant  exactement  des  thermomètres  à  air 
et  à  mercure,  et  en  mettant  la  plus  grande  attention  à  bien  des- 
sécher l'air  et  les  tubes  dont  il  fait  usage  ;  car  il  me  paraît  que 
c'est  de  leur  humidité  que  dépendent  principalement  les  diffé- 
rences des  résultats  des  physiciens.  Il  a  trouvé,  par  un  milieu 
entre  vingt-cinq  expériences,  en  ayant  égard  à  la  dilatation  du 
verre  et  aux  corrections  des  variations  du  baromètre  pendant  la 
durée  de  chaque  expérience,  qu'un  volume  d'air  exprimé  par 
l'unité  à  zéro  de  température  devient  1,875  à  la  chaleur  de  l'eau 
bouillante,  sous  une  pression  équivalente  à  celle  d'une  colonne 
de  mercure  de  o"*^"',76  de  hauteur.  Il  a  de  plus  observé  que  le 
thermomètre  à  air  marquant  5o**,  le  thermomètre  à  mercure 
marquait  pareillement  50*";  la  différence  donnée  par  le  résultat 
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moyen  des  vingt -«cinq  expériences  citées  étant  insensible.  Ainsi 
la  marche  des  deux  thermomètres  paraît  être  la  même  dans  Tin- 
tervalle  de  o®  à  loo®.  En  nommant  donc  x  le  nombre  des  de- 
grés d'un  thermomètre  à  mercure,  un  volume  d'air  représenté 
par  l'unité  à  zéro  de  température  devient,  à  la  température  de 
X  degrés, 

1-4-0,00375.0?. 

La  densité  de  l'air  est  proportionnelle  à  sa  pression.  Prenons 
pour  unité  sa  densité  à  zéro  degrés  et  à  o°*^^,76  de  hauteur  du 
baromètre.  Exprimons  ensuite  sa  hauteur  corrigée  de  l'effet  de  la 
dilatation  du  mercure  réduit  à  zéro  degrés  de  température,  par 
o°**'",76.  (i-hj).  Cette  correction  sera  facile,  en  observant  que 
pour  chaque  degré  du  thermomètre  le  mercure  se  dilate  de  5^. 
La  densité  de  l'air  à  la  température  de  x  degrés  sera 


1+0,00376.0?' 


Supposons  que  a  soit  relatif  à  la  température  de  zéro  degrés,  et 
à  la  hauteur  o°**^,76  du  baromètre.  Il  paraît  naturel  de  supposer 
la  force  réfractive  de  l'air  proportionnelle  à  sa  densité  ;  c'est  en 
effet  ce  que  les  expériences  de  Hauksbée  confirment.  La  valeur 
de  a  relative  à  la  température  de  x  degrés  et  à  la  hauteur 
(n-j).o"***",76  du  baromètre,  sera  ainsi 


1+0,00375.0:' 


De  plus,  à  la  température  de  zéro  degrés  et  à  o'^*",76  de  hauteur 
du  baromètre,  on  a,  par  ce  qui  précède. 


/=7974 


mètres 
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La  valeur  de  /  ne  varie  point  par  les  hauteurs  du  baromètre;  car 
lequation 

W='fe).(p) 

nous  montre  que  [p)  étant  proportionnel  à  (p),  lorsque  la  tem- 
pérature reste  la  même,  /  est  toujours  le  même.  Mais  si  l$i  tempé- 
rature change,  alors  /  varie  en  raison  inverse  de  (p),  et  l'on  a 

/  =  7974"'^^.ji -4-0,00875. rrj. 


Cela  posé,  la  formule  (il)  devient,  en  observant  que  a=6366i98 


met. 


Sd 


a.(i+y)  tang.8 
1+0,00375.0; 

ja'.(i+7)'       (i+2cos*.9).tang.9( 
(i+OjOoSyô.x)''  cos'.ô 

a.(i+j).o,ooi25a54.^^^. 


(B) 


H  ne  reste  ici  d'autre  indéterminée  que  cl,  et  l'un  des  meilleurs 
moyens  pour  la  connaître  est  l'observation  de  la  hauteur  des  étoiles 
circompolaires  dans  leur  plus  grande  et  leur  plus  petite  hauteur. 
Delambre,  en  comparant  un  grand  nombre  d'observations  astro- 
nomiques, a  trouvé  la  réfraction  égale  à  186^728,  à  5o®  de  hau- 
teur apparente,  la  température  étant  zéro,  et  la  hauteur  du  ba- 
romètre étant  o°**'^,76.  De  là  je  conclus 

a=i87\o87, 
ou,  en  partie  du  rayon, 

a=:o,ooo293876. 

10.  Jusqu'à  présent  on  n'a  point  tenu  compte  de  l'humidité 
de  l'air  dans  les  réfractions.  A-t-elle  sur  ce  phénomène  une  in- 
fluence sensible?  C'est  ce  que  nous  allons  examiner.  Rappelons, 
pour  cela,  quelques  résultats  auxquels  on  est  parvenu  sur  l'éva- 
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poration  des  divers  fluides.  On  a  trouvé,  par  TexpérieDce,  qu'un 
volume  d'iin  gaz  quelconque,  lorsqu'il  est  complètement  saturé 
d'eau,  contient  la  même  quantité  de  vapeurs  qui  s'élèverait  dans 
le  même  espace  vide  à  la  même  température,  en  y  supposant 
assez  d'eau  pour  suffire  à  toute  la  vaporisation. 

On  a,  de  plus,  observé  que,  la  pression  étant  toujours  la  même, 
tous  les  gaz  se  dilatent  de  la  même  quantité  par  la  chaleur,  et 
que  toutes  les  vapeurs  se  dilatent  de  la  même  quantité  que  les 
gaz.  On  a  trouvé  encore  qu'à  la  même  température  la  densité 
des  gaz  et  des  vapeurs  est  proportionnelle  à  leur  pression  ou  à 
leur  force  élastique. 

Si  l'on  place  dans  le  vide  un  vase  rempli  d'eau,  la  force  élas- 
tique de  la  vapeur  qui  s^en  élève  croît  avec  la  température  sui- 
vant une  loi  que  l'on  a  cherchée  par  l'expérience.  On  a  reconnu 
que  cette  force  augmente  à  peu  près  en  progression  géométrique, 
tandis  que  la  température  croît  en  progression  arithmétique,  en 
sorte  que  ses  logarithmes  croissent  à  peu  près  suivant  cette  der- 
nière progression.  Cependant  cela  n'est  pas  entièrement  exact  : 
au  moment  de  rébuUition,  lorsque  la  hauteur  du  baromètre  est 
ç^mèirt^jQ^  cette  hauteur  exprime  la  force  élastique  de  la  vapeur 
aqueuse )  et  je  trouve  que  Ton  satisfait  à  très-peu  près  aux  expé- 
riences de  Dalton  sur  cet  objet,  en  supposant  la  force  élastique 
de  ]a  vapeur  d'eau  à  une  température  quelconque,  égale  à 

^   /     ,  1.0,0164547— i*.o,oooo625826; 
o-^*-,76.{io)  ' 

i  étant  le  nombre  des  degrés  décimaux  du  thermomètre  à  mer- 
cure au-dessus  de  100®,  ce  nombre  devant  être  supposé  négatif 
pour  les  degrés  inférieurs.  Ainsi  l'on  aura  le  logarithme  tabulaire 
de  cette  force  élastique  exprimée  en  décimales  du  mètre,  en 
ajoutant  au  logarithme  de  o'^^j^S  la  quantité 

1.0,0154547  —  i*.  0,0000625826. 

TOME  IV. 
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La  formule  précédente  peut  s'étendre  depuis  i  =  —  oo  jusqu'à 
i  égal  à  5o  ou  60  degrés.  Elle  peut  servir  pour  tous  les  fluides, 
en  observant  seulement  de  compter  les  i  pour  chacun  d'eux,  à 
partir  du  terme  de  leur  ébullition  ;  car  on  a  trouvé  ce  résultat  re- 
marquable, savoir,  qu'en  partant  de  ce  terme,  et  généralement 
d'un  point  quelconque  où  leur  force  élastique  est  la  même,  les 
mêmes  accroissements  de  température  produisent  les  mêmes  ac- 
croissements dans  leur  force  élastique. 

De  quelque  manière  que  la  vapeur  existe  dans  l'atmosphère, 
il  est  visible  que  Faction  de  l'air  humide  sur  la  lumière  est  com- 
posée de  l'action  de  l'air  et  de  celle  de  la  vapeur.  Concevons  qu'à 
forces  élastiques  égales  et  à  la  même  température,  les  actions  de 
la  vapeur  et  de  l'air  sur  la  lumière  soient  dans  le  rapport  de  p 
à  ^,  et  que  q  représente  l'action  de  l'air  sur  la  lumière,  à  zéro 
de  température  et  sous  une  pression  déterminée  par  la  hauteur 
Qinèirc  .yg  du  baromètre.  Nommons  ensuite  2^.0™**",  76  la  force  élas- 
tique qu'aurait,  à  zéro  de  température,  la  vapeur  aqueuse  exis- 
tante  dans  un  volume  donné  d'air,  si  cette  vapeur  existait  seule 
dans  le  même  espace  vide;  il  est  clair  qu'à  cette  température  l'hu- 
midité de  l'air  ajoutera  à  son  action  sur  la  lumière  la  quantité 
z.  [p — q);  et  si  la  température  est  de  x  degrés,  la  densité  de  la 
vapeur  étant  diminuée  d'environ  0,00875  pour  chaque  degré,  la 
correction  de  la  force  réfringente  de  l'air,  due  à  son  humidité, 
sera 

i  +  x. 0,00375* 

Déterminons  ^—^9.  Pour  cela,  je  supposerai  que  la  valeur  de  — 

est  la  même  dans  Tétai  liquide  et  dans  l'état  de  vapeur.  C'est 
en  efiet  l'hypothèse  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  admettre  : 
elle  est  analogue  à  celle  que  Ton  fait  dans  la  théorie  des  ré* 
fractions ,  et  qui  consiste  à  supposer  que  la  densité  de  l'air  ne 
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fait  point  varier  la  valeur  de  — .  Dans  le  passage  du  vide  dans 

l'eau ,  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réfraction  est , 
suivant  Newton,  ^,  ce  qui  donne,  par  le  n°  2,  relativement  à 
l'eau , 

p  étant  ici  la  densité  de  Teau.  11  résulte  des  expériences  de  Dalton, 
Saussure  et  Wath,  qu*à  forces  élastiques  et  à  températures  égales, 
la  densité  de  la  vapeur  d'eau  est  de  ^  de  celle  de  Tair;  et  suivant 
Lavoisier,  à  la  température  de  i2%5,  et  à  la  pression  de  o™**",76, 

la  densité  de  l'air  est  ô4-;  on  a  donc,  en  nommant  z.p  la  den- 

842  ^ 

site  de  la  vapeur  d'eau  à  cette  température, 

/iK 


iK      ,._     10  z      (/529V 
^•^•P—  1 4.842  M\396J 


ce  qui  donne,  en  réduisant  en  arcs  de  cercle, 


2JSl         /  /r  Q, 

— -.p.z  =  2ii  ,04. 2^- 


En  multipliant  cette  quantité  par 


i-f-12, 5. 0,00875, 


on  aura ,  à  zéro  de  température , 


2K     /  t, 

— -.p.Z  =  221  ,77.2. 


A  cette  température ,  (p)  étant  la  densité  de  l'air  sous  une  pres- 
sion égale  à  0*^*^,76  de  hauteur  du  baromètre,  les  observations 
donnent 

39. 
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L*huniidité  de  Fair  ajoute  donc  à  sa  force  réfractive  la  quantité 


1  +05.0,00375  * 

En  multipliant  cette  quantité  par  la  tangente  de  la  hauteur  ap- 
parente ©,  on  aura  à  très-peu  près,  par  ce  qui  précède,  Taccrois- 
sement  de  la  réfraction  dû  à  Thumidité  de  Tair;  cet  accroisse- 
ment est  donc 

5— t .  tang.  ©. 

i  +  x.o, 00076         ^ 

En  supposant  lair  saturé d*eau,  le  logarithme  tabulaire  de  z  sera , 
par  ce  qui  précède, 

—  (1 00 — x).  0,0 1 54547  —  (1 00  —  a?)*.o,oooo62  582  6. 

De  là  j'ai  conclu  les  valeurs  suivantes  de  Taccroissement  de  la 
réfraction,  dû  à  Thumidité  extrême  de  Tair,  depuis  quinze  jus- 
qu'à quarante  degrés  de  température. 

Degrés.  Accroissement  de  la  réfraction. 

i5^ o',563.tang.e; 

20"" o',744-  tang.  ©; 

25^ o',977,  tang.e; 

Se'' i'»2  74.  tang.0; 

35^ r,65i.  tang.e; 

40"^ 2^1 22.  tang. 6. 

Il  résulte  do  cette  tahle  que  leiFet  de  l'humidité  de  l'air  sur  la 
réfraction  est  très-peu  sensible ,  l'excès  de  la  puissance  réfractive 
de  la  vapeur  aqueuse  sur  celle  de  l'air  étant  compensé  en  grande 
partie  par  sa  plus  petite  densité.  On  pourra  cependant  y  avoir 
égard  par  la  table  précédente,  dans  le  cas  de  l'humidité  extrême  : 
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lobservation  de  Thygromètre  pourra  faire  connaître  ensuite  le 
rapport  de  la  quantité  de  vapeur  répandue  dans  un  volume  donné 
d*air,  à  la  quantité  qui  produirait  dans  ce  volume  Textrême  hu- 
midité. On  multipliera  par  ce  rapport  Taccroissement  de  réfrac- 
tion dû  à  cette  humidité  extrême. 

Si  l'on  veut,  dans  la  théorie  des  réfractions,  tenir  compte  de 
la  figure  de  la  terre,  on  doit  observer  que  l'on  peut  toujours  con- 
cevoir, au  point  qu  occupe  l'observateur,  un  cercle  osculateur  à 
la  surface  de  la  terre  et  dont  le  plan  passe  par  l'astre;  or  la  figure 
des  couches  de  l'atmosphère  est  à  très-peu  près  la  même  que  celle 
de  la  terre  ;  les  cercles  concentriques  au  cercle  dont  il  s'agit  se- 
ront donc  également  osculateurs  de  ces  diverses  figures,  et  l'on 
pourra  déterminer  la  réfraction  de  l'astre,  en  supposant  la  terre 
sphérique  et  d'un  rayon  égal  à  celui  de  ce  cercle  osculateur.  On 
voit  ainsi,  i"^  que  les  réfractions  ont  toujours  lieu  dans  le  plan 
vertical;  a*"  quelles  ne  sont  pas  les  mêmes  de  tous  les  côtés  de 
l'horizon,  puisque  les  cercles  osculateurs  ne  sont  pas  les  mêmes 
dans  tous  les  sens  ;  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  cela  est  in- 
sensible pour  peu  que  l'astre  soit  élevé.  Il  peut  en  résulter  à 
l'horizon  des  différences  de  quelques  secondes. 
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CHAPITRE  IL 


DES  REFRACTIONS  TERRESTRES. 


1 1 .  La  réfraction  terrestre  n  est  en  elle-même  que  la  partie 
de  la  réfraction  astronomique  comprise  entre  Torigine  de  la  courbe 
du  rayon  de  lumière  et  le  point  où  cette  courbe  rencontre  Tobjet 
terrestre.  Cette  partie  étant  toujours  peu  considérable  relative- 
ment à  la  réfraction  entière,  cela  donne  lieu  à  des  simplifications 
que  nous  allons  exposer. 

Lorsque  Télévation  de  lobjet  est  très-petite  par  rapport  à  sa 
distance  9  au  lieu  de  donner  l'expression  de  la  réfraction  en  fonc* 
tion  de  cette  élévation ,  il  est  beaucoup  plus  exact  et  plus  simple 
de  Tavoir  en  fonction  de  Tangle  formé  par  les  rayons  terrestres 
menés  du  centre  de  la  terre  à  rdbservateur  et  à  Tobjet,  angle  que 
nous  avons  désigné  par  t;  dans  le  n^  1.  Il  résulte  de  ce  numéro 
et  du  n"^  3  que  Ion  a 


dv 


a»dr      .      ^      /         4Jf    /  \ 

-pp-.sm.e.y/n-— .(p) 


de 


2K  dp     , 
n'    dr 


L'élévation  de  l'objet  étant  supposée  fort  petite,  on  a  à  très-peu 
près 
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I  étant  un  coefficient  constant  qui  dépend  de  ia  diminution  de  la 
chaleur  des  couches  de  Tatmosphère  à  mesure  qu'elles  sont  pins 
élevées.  Cette  valeur  de  p  donne  à  fort  peu  près 

50  est  la  somme  des  réfractions  terrestres  à  l'objet  et  à  l'obser- 
vateur, et  cette  somme  est  le  double  de  la  réfraction  à  l'un  ou 
à  l'autre  de  ces  points ,  parce  que  la  réfraction  y  est  à  très-peu 
près  la  même;  la  réfraction  terrestre,  pour  des  objets  peu  élevés, 
est  donc  à  fort  peu  près 

K    /  \    ia 

Dans  le  cas  d'une  température  uniforme  dans  l'atmosphère,  1=1  ; 
on  aurait  donc  alors,  à  la  température  de  la  glace  fondante  et 
à  o™^'',76  de  hauteur  du  baromètre,  la  réfraction  terrestre  égale  à 


V 


8,5194  • 

Si'l'on  adopte  la  loi  dont  nou*  avons  fait  usage  dans  le  n"  7,  on 
aura  à  très-peu  près ,  à  de  petites  hauteurs , 

p  =  (p).{i— a.686,93j, 
a=s  —  «.0,20187; 

ce  qui  donne 

p=(p).ji— 5.571, 55ij; 

d'où  Ton  tire  la  réfraction  terrestre  égale  à 

V 


1 1,9003  * 


c'est  la  Valeur  qui  me  paraît  devoir  être  adoptée ,  à 
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par  des  observations  directes  on  n'ait  déterminé  la  valeur  de  i. 
Cette  dernière  valeur  est  très-variable  ;  il  peut  même  arriver  que, 
par  des  circonstances  particulières,  la  densité  des  couches  at- 
mosphériques près  de  la  surface  de  la  terre,  loin  d'aller  en  di- 
minuant, aille  au  contraire  en  croissant;  et  alors  la  réfraction, 
au  lieu  d'élever  les  objets,  les  abaisse  :  aussi  les  observateurs  ont 
trouvé  de  très-grandes  variétés  dans  les  réfractions  terrestres. 

On  n'a  besoin  de  connaître  les  réfractions  que  pour  corriger 
les  hauteurs  observées  des  objets;  mais  on  peut  déterminer  direc- 
tement ces  hauteurs  en  intégrant  l'expression  précédente  de  dv. 

En  effet,  si  l'on  y  suppose  p=[p).li p-i,  et  qu'ensuite  on 

l'intègre  depuis  5=0,  on  trouvera 


V 


V /cos*,©-4-25.sin\0 r-ip)*  T'^ — cos,0 


sin.0  .  2K    f  .    ia 

6in\e  — — .(p).-y 


d'où  l'on  tire 


as 


av*    (         2K    f  ^        ia      I  ^  ^ 

1 -.  [p).  j    .  .  ^>"hat;.cpt6, 


as  étant  à  très-peu  près  la  hauteur  de  l'objet  observé  au-dessus 
du  niveau  de  l'observateur.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  ex- 
pression coïncide  avec  celle  que  l'on  aurait  en  corrigeant  la  hau- 
teur au  moyen  de  l'expression  précédente  de  la  réfraction. 

Pour  déterminer  as,  quelle  que  soit  la  hauteur  apparente  0, 
il  faut  intégrer  l'expression  de  dv,  et  cette  intégration  suppose  la 
connaissance  de  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  des  couches  de 
l'atmosphère  diminue.  En  partant  de  celle  que  nous  avons  adoptée 
dans  le  n**  7,  on  pourra  facilement  intégrer  l'expression  de  dv,  par 
l'analyse  exposée  dans  ce  numéro ,  et  en  conclure  la  valeur  de  s 
en  fonction  de  v.  Mais,  à  des  hauteurs  apparentes  un  peu  grandes, 
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on  peut  obtenir  cette  valeur,  indpéendamment  de  toute  hypo- 
thèse sur  la  constitution  de  l'atmosphère,  car  on  a  vu,  dans  le 
n?  8,  que  la  réfraction  astronomique  en  est  alors  indépendante. 

Si  Ton  suppose  -  =  i  —  s,  on  aura 

,  ds. sin.S 

dv= z=::z=i==zzzz:===izz====i=z====i===rzz=ii===irrr.  • 

t /cos\©  —  2a.  (  1 —  •Ar\-h2s.[i — Y5).sin'.0 

En  réduisant  en  série ,  on  aura 

1—5(1 — |5).tang\e-h|5*.tang*.e 
dv 


efc.tang.©!        a.(i — j^j 


ces*.  0 


ce  qui  donne,  en  intégrant  depuis  5=0, 


^  /        1     *       ,  ^  .    5*.(3sm«.e+i)  ^       ,  ^\ 
i;=::5.tang.e.^i— |5.tang\eH e.cos'e      '^^g-^j 

a.tang.  B   (  fp^^ 

ces*.  0    '  I  (p) 

Soit  as'  la  hauteur  calculée  sans  avoir  égard  à  la  réfraction ,  et 
désignons  par  aBs  la  correction  due  à  la  réfraction ,  en  sorte  que 
s=s — §5.  La  réfraction  n  altère  point  la  valeur  de  v,  parce  que, 
élevant  les  objets  dans  le  plan  d'un  vertical,  un  point  vu  des  deux 
extrémités  d'une  base  est  aperçu  sur  la  commune  intersection 
des  deux  verticaux  qui  passent  par  ces  extrémités  et  par  l'objet 
même  :  or,  cette  commune  intersection  est  un  rayon  de  la  terre  ; 
la  valeur  de  v  reste  donc  la  même  que  lorsqu'on  n'a  point  égard 
à  la  réfraction.  Ainsi,  en  substituant  pour  s,  s — 55,  et  négligeant 
les  produits  sh  et  aâs ,  on  aura 

TOMB  IT.  40 


a        \    ,      a.fpds 

.  las '^^—' 
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d*où  Ton  tire 

COS*.©     (  (p) 

ag.fpds  est,  par  le  n"*  5,  la  pression  de  Tatmosphère  à  la  station 
de  l'observateur,  moins  sa  pression  à  l'objet  observé.  Soit  e  la 
différence  des  hauteurs  du  baromètre  à  ces  deux  points,  le  mer- 
cure y  étant  réduit  à  zéro  de  température ,  et  supposons  que  (p) 
réponde  à  cette  température  et  à  o"*^'*,76  de  hauteur  du  baro- 
mètre; on  aura 

a.fpds e.  / 

(p)      ~o-,76" 

Il  faut  faire  varier  cette  valeur  en  raison  du  rapport  de  la  densité 
supposée  pour  (p)  à  sa  densité  véritable;  mais  comme  la  valeur 
de  a  varie  en  raison  inverse,  il  en  résulte  que  e  restant  le  même, 

la  valeur  de       !^.^ —  restera  toujours  la  même.  En  substituant 

pour  a  sa  valeur  donnée  dans  le  n"*  4 ,  on  aura 

_a.?4¥^=— 3,o8338.e. 

[P) 

Pour  avoir  l'inclinaison  de  l'horizon  visuel  avec  l'horizon  vrai , 
lorsqu'on  s'élève  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  il  faut  connaître 

les  valeurs  de  -^  dans  les  diverses  parties  de  la  trajectoire  du 

rayon  lumineux  qui  rase  la  surface  de  la  mer.  L'expression  de 
dv  donne,  lorsque  0=  loo**, 


dr 

rdv  " 

ou  à  très-peu  près 


ÏÏ-0-F— •0-(^)' 


dr 
rdv 


s/''-"-{'-w)- 
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On  doit  observer  que  —r-  est  la  tangente  de  Tan^e  de  dépression 

de  rhorizon  visuel  à  la  hauteur  as,  tangente  que  Ion  peut  con- 
fondre avec  Tangle  lui-même. 

Si  la  hauteur  est  peu  considérable ,  on  aura  pour  l'expression 
de  cet  angle 


^25.  (i -a.  if). 


40. 
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CHAPITRE  III. 

DE  L*EITINCT10N  DE  LA  LUMIÈRE  DES  ASTRES  DANS  L'ATMOSPHÈRE  TERRESTRE , 

ET  DE  L'ATMOSPHÈRE  DU  SOLEIL. 


12.  L*extinction  de  la  lumière  des  astres,  en  traversant  Tat- 
mosphère ,  a  trop  de  rapport  avec  la  théorie  des  réfractions  pour 
ne  pas  nous  occuper  ici.  Nommons  e  l'intensité  de  la  lumière 
d'un  astre  parvenue  à  une  couche  quelconque  de  l'atmosphère 
dont  le  rayon  est  r,  son  intensité  à  son  entrée  dans  l'atmosphère 
étant  prise  pour  unité  ;  on  aura 

Q  étant  un  coefficient  constant.  En  efiFet,  il  est  visible  que  la  dif- 
férentielle de  l'extinction  de  la  lumière  est  proportionnelle  à  son 
intensité ,  à  la  densité  de  la  couche  et  à  l'élément  décrit  par  le 
rayon  de  lumière.  En  substituant  pour  rdv  sa  valeur  donnée  dans 
le  chapitre  précédent,  on  aura 


d,_     -Q-p-^\J  '-^^-p 


de 

On  peut,  dans  cette  expression  de  — ,  supposer  le  facteur 

1 H .  p  égal  à  l'unité.  Si  l'astre  est  sensiblement  élevé  sur 
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rborizon,  le  dénominatear  se  réduit  à  fort  peu  près  à  cos.6.  En 
intégrant,  et  observant  que  fpdr={p).l,  on  a 

Si  Ton  nomme  E  la  valeur  de  e  au  zénith,  où  cos.0  =  i,  on 
aura 

log.  e=~2--^. 

^  COS.  © 

Log.  E  étant  égal  à  — Q.  (p).  l,  et  (p).  l  étant  proportionnel  à  la 
hauteur  observée  du  baromètre,  il  est  clair  que  log.  E,  et  géné- 
ralement les  logarithmes  de  Tintensité  de  la  lumière  des  astres, 
sont  proportionnels  à  cette  hauteur.  H  est  visible  d'ailleurs  que 
les  deux  logarithmes  précédents  peuvent  être  supposés  tabulaires 
dans  la  dernière  équation. 

On  aura  facilement  la  valeur  de  E  en  comparant  les  intensités 
de  la  lumière  du  même  astre,  par  exemple  de  la  lune,  à  deux 
hauteurs  différentes.  Bouguer  a  trouvé,  de  cette  manière,  que  la 
lumière  d*un  astre  vu  au  zénith  se  réduit,  après  avoir  traversé 
l'atmosphère,  à  0,8 12 3.  Le  logarithme  tabulaire  de  ce  nombre 
est  — 0,0902835  ;  en  divisant  donc  ce  logarithme  par  le  sinus  de 
la  hauteur  apparente  d'un  astre,  on  aura  le  logarithme  de  l'in- 
tensité de  sa  lumière. 

Très-près  de  l'horizon,  la  diminution  de  la  lumière  dépend, 
ainsi  que  la  réfraction,  de  la  constitution  de  l'atmosphère.  En 
'  adoptant  l'hypothèse  que  nous  avons  donnée  dans  le  n°  7,  on 
aura  facilement,  par  l'analyse  exposée  dans  ce  numéro,  la  valeur 
correspondante  de  l'intensité  de  la  lumière.  Mais  on  pourra,  sans 
crainte  d'erreur  sensible,  employer  l'hypothèse  d'une  tempéra- 
ture uniforme.  Dans  cette  hypothèse,  on  a  pdr  =  —  Idp;  en 
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nommant  donc  dO^  Télément  de  la  réfraction,  on  aura  à  très-peu 
près 

de  H. de 

e  sin.  0  ' 

H  étant  une  constante.  Les  logarithmes  des  intensités  de  la  lu- 
mière sont  donc  alors  comme  les  réfractions  astronomiques  divi- 
sées par  les  cosinus  des  hauteurs  apparentes  de  Tastre. 

On  a  vu  précédemment  qu'à  la  hauteur  apparente  de  5o**  la 
réfraction  est  de  18 6'', 7 2 8,  et  que  dans  l'hypothèse  d'une  tempé- 
rature uniforme,  elle  est,  à  l'horizon,  de  7390^,71;  d'où  il  est 
facile  de  conclure  que  l'extinction  de  la  lumière  à  l'horizon  est 

-r .  On  pourra,  par  ces  formules,  déterminer  la  quantité  de 

lumière  que  la  lune  reçoit  encore  dans  ses  éclipses,  au  moyen 
des  réfractions  que  les  rayons  du  soleil  éprouvent  en  traversant 
l'atmosphère  terrestre,  et  de  leur  extinction  dans  cette  atmos- 
phère. 

13.  Suivant  les  expériences  de  Bouguer,  la  lumière  du  disque 
solaire  est  moins  intense  vers  ses  bords  qu'à  son  centre.  À  une 
distance  des  bords  égale  au  quart  du  demi-diamètre,  il  a  trouvé 
l'intensité  de  la  lumière  plus  petite  qu'au  centre,  dans  le  rapport 
de  35  à  48.  Cependant  une  portion  du  disque  du  soleil  trans- 
portée, par  la  rotation  de  cet  astre,  du  centre  vers  les  bords  du 
disque,  doit  y  paraître  avec  une  lumière  d'autant  plus  vive  qu'elle 
est  aperçue  sous  un  plus  petit  angle  ;  car  il  est  naturel  de  penser 
que  chaque  point  de  la  surface  du  soleil  renvoie  une  lumière 
égale  dans  tous  les  sens.  Si  l'on  nomme  6  l'arc  de  grand  cercle 
de  la  surface  du  soleil  compris  entre  un  point  lumineux  et  le 
centre  du  disque  apparent,  le  rayon  du  soleil  étant  pris  pour 
unité,  une  portion  très-petite  a  de  la  surface ,  transportée  à  la  dis- 
tance 0  du  centre  du  disque,  y  paraîtra  réduite  à  l'espace  a.cos.fl; 
l'intensité  de  sa  lumière  sera  donc  augmentée  dans  le  rapport  de 
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Tunité  à  cos.0.  Au  contraire,  elle  paraît  diminuée.  Cette  diffé- 
rence s'explique  très  -  simplement  au  moyen  d'une  atmosphère 
qui  enveloppe  le  soleil.  On  a  vu,  dans  le  numéro  précédent,  que 

î_ 

rintensité  de  la  lumière  qui  en  résulte  est  égale  à  c    ^^'  ^,  c  étant 

le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité.  Ainsi  Tin- 
tensité  de  la  lumière  étante""-^ au  centre  du  disque,  celle  qui  sub- 
siste à  la  distance  du  bord ,  égale  au  quart  du  demi-diamètre ,  sera 

^ 

.c       '  ,sin.  0  étant  égale  à  -f  ;  on  aura  donc 


COS.  0 


Cette  équation  détermine/,  et  Ton  trouve 

/=  1,42459; 
ce  qui  donne 

cr-^=o,24o686; 

c'est-à-dire  que  la  lumière  du  centre  du  disque  solaire  est  ré- 
duite, par  son  extinction  dans  son  atmosphère,  à  o,2  4o686.  Une 
colonne  d'air  à  zéro  de  température  et  à  la  pression  de  o,°'76  de 
hauteur  du  baromètre  devrait  avoir  54622°"  de  hauteur  pour 
éteindre  ainsi  la  lumière.  Telle  serait  donc  la  hauteur  de  l'at- 
mosphère solaire,  réduite  à  la  densité  précédente  si,  à  densités 
égales,  elle  éteignait  la  lumière  comme  l'air  de  notre  atmosphère. 
On  voit  ainsi  que  le  soleil  nous  paraîtrait  beaucoup  plus  lu- 
mineux sans  l'atmosphère  qui  l'environne.  Pour  déterminer  de 
combien  sa  lumière  est  affaiblie,  nous  observerons  qu'en  prenant 
pour  unité  son  demi-diamètre  et  faisant  cos.  d=a?,  sa  lumière 

totale  est  2  ti.fdx.  c    *,  l'intégrale  étant  prise  depuis  a^=o  jusqu'à 
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x=i .  A  la  vérité ,  Tintensité  de  la  lumière  n  est  très^sensiblement 

proportionnelle  à  c  *  que  depuis  d=o  jusquà  0=88"^;  au  delà 
elle  suit  une  autre  loi.  Mais  le  cosinus  de  88*"  diffère  si  peu  de 
Tunité ,  que  Ton  peut  négliger  la  portion  du  disque  solaire  qui  ré- 
pond à  cette  différence,  ou  du  moins  y  supposer,  comme  dans  les 
autres  parties  du  disque,  l'intensité  delà  lumière  proportionnelle 

à  c  *.  En  prenant  donc  pour  unité  la  lumière  du  soleil,  dans  le 
cas  où  il  serait  dépouillé  de.  son  atmosphère,  et  où  Ion  aurait 

par  conséquent y*=  G,  on  axmfdx.c  '  pour  sa  lumière  affaiblie 
par  son  atmosphère. 

Pour  avoir  cette  intégrale,  supposons  -^  =q  et  z=  — ,  elle 
devient  alors  —  |  — '—^;  mais  alors  Tintégrale  doit  être  prise  de- 
puis z=oo  jusqu'à  z=-.  On  a 


-/ 


dz.c''      C-*  (        1.2       1.2.3       1.3.3.4        ^    ,  .     . 
r-  =  — 7.  { 1 1 ; ; h  ctc. }+  coustaute. 

qz*  qz*    {  z  z*  z* 


L'intégrale  devant  être  prise  depuis  z=oo  jusqu'à  2;==-,  la  cons- 
tante est  nulle ,  et  par  conséquent  l'intégrale  devient 

q.c^f.  \i — 1,2.^ -h  1.2. 3.^' — 1 .2. 3. 4.7'-+- etc. } 

On  réduira  cette  série  en  fraction  continue  par  la  méthode  ex- 
posée dans  le  n"^  5.  Pour  cela  supposons 

u=  1  — 27.  (1  —  f) -4- 1.2. 3. 7*.  (1 — ty — etc. 
nous  aurons 

(j'-Tf'  (1 — ty  —  2qu.[i — t)  —  Il -h  1=0. 
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Considérons  u  comme  la  fonction  génératrice  de' j^,  en  sorte 
que  Ton  ait 

tt=z=jj-4-^,.f-f-j,.f* -4-j^^,f-f.etc.  : 

ie  coefficient  de  f"'  dans  Téquation  diflFérentielle  précédente. don- 
nera, en  régalant  à  zéro,  Téquation  aux  différences  finies, 

qr.yr^,  —  (  2  qr-h  1  )  -Jr  -f-  qr.y^, = o  ; 
dans  le  cas  de  r=i,  ce  coefficient  donnera 

o  =  qy,—  {2q-hi).y,-{-i; 

ce  qui  rentre  dans  Téquation  précédente,  en  y  supposant  j,=- . 
Maintenant  l'équation  aux  différences  finies  en  y^  donne 


V-,         a^r+i         yr^y 


Supposons 


qr 


i£ 

1 


i+r— 1  »q+z 


r 


nous  aurons 


q*.  r.  r+i 


'  =  q.  r-h  1  ' • ; 


OU 


^r 


y.  r+i 

rq 

1+     ^ 


1+^ 


p^i 


d'où  l'on  tire 


2. 


2q 


l+S. 


3o 


29 


.H-^ 


3a 

1+    ^ 


1+  etc. 

TOMB   IV.  41 
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partant 


y,       i+zx       i+i^ 


i-f^ 


1+^ 


1+      ^ 


I  +  etc. 


mais  la  comparaison   des  deux  expressions  précédentes  de  a 
donne 

j,  =  i  —  i.2.^H-i.2.3.^" — 1.2. 3. 4- 9'"+- etc. 
de  plus  j,=  -;  partant 

(j.c'^.[i — 1.2. 9 -h  1.2. 3. 9* — etc.)=  — 

1+  ^ 


14-^ 


i+— ^ 


29 

1+     ^ 


1 + etc. 


Cest  la  valeur  de  Tintégrale  fdx.  c  ',  prise  depuis  x=o  jusqu'à 
x=i.  Soit 

et  formons  une  suite  de  fractions  dont  les  deux  premières  soient 
-et  — — ,  et  telles  qu'en  nommant  N^''^  le  numérateur  de  la  frac- 
tion  r^^,  et  D^'^^  son  dénominateur,  on  ait 

2)(r)  ^  2)(r_i)  _^  g  (r-0  ^  2){r-.) . 
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alors  la  valeur  de  la  fraction  continue 


aa 
1+-^ 


1+^ 


1 + etc. 


sera  comprise  entre  les  deux  fractions  jr^  et  755;^^  •   On  trouve 

ainsi  fdx.  c  '  égal  à  un  douzième  à  fort  peu  près;  d  où  il  suit 
que  le  soleil  dépouillé  de  son  atmosphère  nous  paraîtrait  douze 
fois  plus  lumineux.  Au  reste,  ces  résultats  sont  subordonnés  à 
Texpérience  de  Bouguer,  qui  mérite  d*être  répétée  plusieurs  fois 
avec  beaucoup  de  soin  sur  divers  points  du  disque  solaire. 


4J. 
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CHAPITRE  IV. 


DE  LA  MESURE  DES  HAUTEURS  PAR  LE  BAROMÈTRE 


14.  La  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre  dépend,  comme 
la  théorie  des  réfractions,  de  la  loi  suivant  laquelle  la  densité 
des  couches  de  l'atmosphère  diminue.  Nommons  p  la  densité  d'une 
molécule  d'air  dont  la  distance  au  centre  de  la  terre  est  a-hr, 
a  étant  la  distance  du  même  centre  à  la  station  inférieure  de 
l'observateur.  Soit  g  la  pesanteur,  et  p  la  pression  de  l'atmos- 
phère dans  le  lieu  de  la  molécule,  on  aura 

dp=: — gp'dr 

m 

La  pression  p  est  proportionnelle  à  la  densité  p  de  la  molécule 
multipliée  par  sa  chaleur,  que  nous  désignerons  par  z,  en  sorte 
que  l'on  a 

p=Kp.z, 
K  étant  un  coefficient  constant.  On  aura  donc 


ce  qui  donne 


/ 


dp. 
P 

-       Kz  ' 

9àr  _ 

z 

K.  log.  ^^^  ; 

(jo)  étant  la  pression  de  l'atmosphère  à  la  station  inférieure,  ori- 
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gine  des  r  et  de  Fintégrale.  Si  Ton  désigne  par  [g)  la  pesanteur  à 
cette  station,  on  aura  à  fort  peu  près 


3='^3)-j^=i9)-{^-T)-^ 


en  faisant  donc  r  =  r.  i  i j ,  on  aura 

Pour  intégrer  ces  fonctions,  il  est  nécessaire  de  connaître  z  en 
fonction  de  r.  Mais  comme  les  intégrales  ne  s'étendent  jamais 
qu'à  un  intervalle  peu  considérable  relativement  à  la  hauteur 
entière  de  l'atmosphère,  toute  fonction  qui  représente  à  la  fois 
les  températures  des  deux  stations  inférieure  et  supérieure,  et 
suivant  laquelle  la  température  diminue  à  peu  près  en  progres- 
sion arithmétique  de  l'une  à  l'autre,  est  admissible,  et  l'on  peut 
choisir  celle  qui  simplifie  le  plus  le  calcul.  Nous  supposerons 
donc 


q  étant  la  température  à  la  station  inférieure ,  et  i  étant  déterminé 
de  manière  que  cette  expression  de  z  représente  la  température 
à  la  station  supérieure.  Nous  aurons 


/ 


dr'  2  r' 


q  +  z 


partant 


tel)     A     W    (^; 


équation  dans  laquelle  nous  emploierons  les  logarithmes  tabu- 
laires au  lieu  des  logarithmes  hyperboliques,  ce  qui  n'influe  que 
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sur  la  constante  K.  Exprimons  par  /  la  température  à  la  glace 
fondante ,  et  supposons 


nous  aurons 


En  comparant  un  grand  nombre  de  mesures  des  montagnes  par  le 
baromètre  avec  leurs  mesures  trigonométriques,  Ramond  a  trouvé 

Kl 
que  sur  le  parallèle  de  5o**,  le  coefficient  j-r  est  égal  à  i8336"^*^. 

Pour  déterminer  le  coefficient  l,  nous  supposerons  que  t  et  { 
expriment  des  degrés  du  thermomètre  centigrade  de  mercure,  en 
partant  de  zéro.  Si  Ton  considère  un  volume  d*air  invariable  à 
zéro  de  température,  chaque  degré  d*accroissement  dans  sa  tem- 
pérature accroît  également  sa  force  élastique  ou  sa  pression  : 
l'accroissement  de  pression  correspondant  à  un  degré  du  ther- 
momètre est  à  fort  peu  près  0,00875 ,  en  sorte  que  si  Ton  nomme 

{p)  la  pression  ou  la  force  élastique  du  volume  d'air  à  zéro  de 
température ,  nous  pouvons  supposer  qu'à  chaque  degré  du  ther- 
momètre cette  pression  s'accroît  de  (p), 0,0087 5;  mais  cette  pres- 
sion est,  par  ce  qui  précède,  égale  à  K.[l-ht).p;  ainsi  l'on  a 

[p)=Klp.  L'accroissement  d'un  degré  dans  la  température  donne 

un  accroissement  de  pression  égal  k  K.p,  on  k  Kl.p.j,  ou  en- 
fin à  {p)'j;  en   égalant  cette  quantité  à  (jo). 0,00876,   on  a 

/=î^.  On  aura  donc,  sur  le  parallèle  de  5o^ 

r  =  18886-**- (1  +i^li^.o,oo875]jog.^ 
Les  pressions  [p]  et  p  sont  déterminées  par  les  hauteurs  du 
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baromètre,  mais  il  faut  réduire  le  mercure  du  baromètre  à  la 
même  température.  J'ai  trouvé,  par  une  expérience  exacte,  que 
le  mercure  se  dilate  de  sa  54 1 2'^°*®  partie  à  chaque  degré  du  ther- 
momètre ;  il  faut  donc ,  dans  la  station  correspondante  à  la  plus 
petite  température,  augmenter  la  hauteur  observée  du  baromètre 
d'autant  de  fois  sa  54 12**™*  partie  qu'il  y  a  de  degrés  de  diffé- 
rence entre  les  températures  du  mercure  du  baromètre  aux  deux 
stations.  La  température  du  mercure  du  baromètre  n'étant  pas 
toujours  exactement  celle  de  l'air  ambiant,  on  fait  usage,  pour 
la  déterminer,  d'un  thermomètre  enchâssé  dans  la  monture  même 
du  baromètre.  Cette  correction  de  température  ne  suffit  pas  en- 
core :  il  faut  de  plus  réduire  les  hauteurs  observées  du  baro- 
mètre, à  la  même  pesanteur  [g]  relative  à  la  station  inférieure. 

La  pesanteur  à  la  station  supérieure  est  (y)..        .  ;  en  nommant 

donc  [h)  et  h  les  hauteurs  observées  du  baromètre  aux  deux  sta- 
tions, et  réduites  à  la  même  température,  ces  hauteurs,  réduites  à 

la  même  pesanteur  du  mercure,  seront  [h)  et-^ ;-;  on  a  ainsi 

log-^  =l«g-l^  -l-a  log.  (i-t-  ^y 

-  étant  une  très -petite  fraction,  le  logarithme  hyperbolique  de 
iH —  est  à  très-peu  près  -,  et  par  conséquent  son  logarithme 
tabulaire  est  -.  o,434a945;  on  a  donc 

.      log.  (el  =  log,  ^  -H  ^ .  0,868589. 

Le  coefficient  18336"**"^  n'est  exact  que  sous  le  parallèle  de  5o''; 
il  varie  avec  la  latitude,  et  réciproquement  comme  la  pesanteur 
{g).  Par  le  n"*  42  du  troisième  livre,  si  l'on  nomme  [7]  la  pe- 
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santeur  à  l'équateur,  et  ***  la  latitude  correspondante  à  (^),  on  a 

/  \       f— 1   (  o,oo42o8      .    ,  ^Ti.) 

(q)  =  \J].\  1  H —ô—p — .sm'.Y  . 

^'       — '  (  0,709002  ) 

Il  est  facile  den  conclure  que  le  coefficient  18336"***^  correspon- 
dant à  5o°  de  latitude  est,  pour  une  latitude  quelconque  ***,  égal  à 
18336"^*''*.  (n-o,oo2845.cos.  2***).  Cela  posé,  on  aura  pour  dé- 
terminer les  hauteurs  par  le  baromètre  la  formule  suivante 

r=i8336".{i+o,oo2845.cos.2*j.j  i  +  il±ii.o,oo375  U  (  i+-yiog.i^+-.o,^ 

Il  suffira  de  substituer  dans  le  second  membre  de  cette  équation, 
au  lieu  de  r,  sa  valeur  que  donne  la  supposition  de  r=o  dans  le 
second  membre.  On  pourra  de  plus  supposer  sans  erreur  sensible 
a=636Gi98"*.  Les  corrections  relatives  à  la  latitude  et  à  la  va- 
riation de  la  pesanteur  sont  très-petites;  mais  comme  elles  sont 
certaines,  il  est  utile  de  les  employer  pour  ne  laisser  subsister 
dans  le  calcul  que  les  erreurs  inévitables  des  observations,  et  celles 
qui  résultent  des  attractions  inconnues  des  montagnes,  de  l'état 
hygrométrique  de  l'air,  auquel  il  serait  nécessaire  d'avoir  égard, 
et  enfin  de  l'hypothèse  adoptée  sur  la  loi  de  la  diminution  de  la 
chaleur.  On  tiendrait  compte  en  partie  de  l'état  hygrométrique 

de  l'air,  en  augmentant  un  peu  le  coefficient  0,00376  de 

dans  la  formule  précédente;  car  la  vapeur  aqueuse  est  plus  légère 
que  l'air,  et  l'accroissement  de  température  en  accroît  la  quan- 
tité, toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Je  trouve  que  l'on  satisfait 
assez  bien  à  l'ensemble  des  observations  en  employant  dans  cette 

formule,  au  lieu  de ^.0,00376,  la  quantité  — ;  ce  qui 

change  la  formule  précédente  dans  celle-ci, 

/-i8336^{i+o,oo2845.cos.2-y}.ji+^i^]^ 
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CHAPITRE  V. 


DE    LA    CHUTE    DES    CORPS    QUI    TOMBENT    D'UNE    GRANDE    HAUTEUR. 


15.  Un  corps  qui,  partant  de  l'état  de  repos,  tombe  d'une 
grande  hauteur,  s'éloigne  sensiblement  de  la  verticale  en  vertu 
du  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ;  cet  écart  bien  observé  est 
donc  propre  à  manifester  ce  mouvement.  Quoique  la  rotation  de 
la  terre  soit  maintenant  établie  avec  toute  la  certitude  que  les 
sciences  physiques  comportent,  cependant  une  preuve  directe 
de  ce  phénomène  doit  intéresser  les  géomètres  et  les  astronomes. 
Afin  que  Ton  puisse  comparer  sur  ce  point  la  théorie  aux  obser- 
vations, je  vais  donner  ici  l'expression  de  la  déviation  du  corps 
à  l'orient  de  la  verticale,  quelles  que  soient  la  figure  de  la  terre 
et  la  résistance  de  l'air;  je  ferai  voir  de  plus  que  sa  déviation  est 
nulle  vers  Féquateur. 

Soient  x,  y,  z,  les  trois  coordonnées  rectangles  du  corps,  l'o- 
rigine de  ces  coordonnées  étant  au  centre  de  la  terre  supposée 
immobile,  et  l'axe  des  x  étant  l'axe  de  rotation  de  cette  planète. 
Soit  r  le  rayon  mené  de  ce  centre  au  point  d'où  le  corps  tombe; 
0  l'ange  que  r  forme  avec  l'axe  de  rotation,  et  ^  l'angle  que  le 
plan  passant  par  r  et  par  l'axe  de  la  terre  forme  avec  le  plan  pas- 
sant par  le  même  axe  et  par  l'un  des  axes  principaux  de  la  terre 
situés  dans  le  plan  de  son  équateur.  En  nommant  X,  Y,  Z,  les 
coordonnées  du  point  d'où  le  corps  tombe,  on  aura 

A=r.  COS.  6, 

Y=  r.  sin.  0.  cos.  {nt-h'&) , 

Z=r.sin.  0.  sin  (nt-h'us)^ 
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nt-h^  étant  Tangle  que  le  plan  passant  par  r  et  par  Taxe  de 
la  terre  forme  avec  le  plan  des  x  et  des  y,  en  sorte  que  nt  est 
le  mouvement  angulaire  de  rotation  de  la  terre,  et  t  exprime  le 
temps. 

Supposons  ensuite  que,  relativement  au  corps  dans  sa  chute, 
r  se  change  en  r — as,  6  dans  O-hctu,  et  «  dans  tsT-hav;  on 
aura 

x=r:^[r — as).  cos.(0H-att), 

j=(r — as).  sin.(0-i~att).cos.(ni-f-«~hav), 

2;=(r — as).sin.[0-+-ocu).  sin.(/if-f-tsTH-at;). 

Nommons  V  la  somme  de  toutes  les  molécules  du  sphéroïde  ter- 
restre, divisées  par  leurs  distancés  au  corps  attiré.  Les  forces 
dont  ce  corps  est  animé  par  l'attraction  de  ces  molécules  sont, 

parallèlement  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  (-5— )>  ("7—)»  ("X")» 

comme  il  résulte  du  n**  1 1  du  second  livre.  Pour  avoir  égard  à  la 

résistance  de  Tair,  nous  pouvons  représenter  par  (^las,  OL.-ypU 

l'expression  de  cette  résistance,  lorsque  le  corps  en  tombant  part 
de  l'état  du  repos;  car  la  vitesse  du  corps,  relative  à  l'air  consi- 
déré comme  immobile,  étant  considérablement  plus  grande  dans 
le  sens  de  r  que  dans  le  sens  perpendiculaire  à  r,  ainsi  qu'on  le 
verra  bientôt,  l'expression  de  cette  vitesse  relative  est  à  très-peu 

près,  OL.-TJ-.  Si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité,  r=:i,  la  vitesse 
relative  du  corps  dans  le  sens  de  0  est  a.^,  et  dans  le  sens  de  «, 
elle  est  égale  k  a.-rr.  sin.0;  la  résistance  de  l'air  sera  donc 
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9  las,  a.  ^j       ^^ 

— ^ — 3 •  *•  jt  »  dans  le  sens  de  r; 

as  dt 

<p  (as,  a. -^\      ^^ 

^ j .«.TT»  dans  le  sens  de  B; 

as  dt 

""'df 

<p  las,  a.  ~\       ^^ 

^ j .a. -j-  •  sin.  6,  dans  le  sens  de  ta. 

ds  dt 

<p  Us,  a.  -^j 
Nommons  S  le  facteur  — ^ — j ^:  on  aura,  par  le  principe 

des  vitesses  virtuelles ,  '  rfT 

^      ddx        ^     ddy        ^      ddz 

^ —  S.  5r.  a.  ^7-  -h  S.  SB.  a.  -7-  H-  5. 5«.  sin*.  0.  a.  -rr , 

ai  ai  ai 

la  caractéristique  diflFérentielle  5  se  rapportant  aux  coordonnées 
r,  B  ettsT,  dont  a:,  J  eiz  sont  fonctions.  En  substituant  pour  a:,  y, 
z,  leurs  valeurs  précédentes,  on  a,  en  négligeant  les  termes  de 
Tordre  a*, 

^     (  dds  dv     .   ,  /J         Q  ds 

0=      ^^- '""*"37ï — 2a.  7ir.-T-.sm*.  0  — ai.^ 


+  r*.  hB.  \  a.  -^-j —  2an.  -j-.  sin.  B.  cos.  0 4-aS. 


du 
(2/ 


.    *      I      ddv     -    .  /i  du     .      ^  g.  ds    sm'.ô  c»  c/i;     .    ,  /^i 

4-r*.  J'O.la.— î~.  sm".  0+  2(xn.-j7.  sm.  0.  cos.  0  —  aa/i. -j- . l-a*^.  jt-  sm*.  G 

(       (/(•  af  a/        r  dt 

-3F--.5.|(r-^a5)\sin\(0+au)|. 

42. 


(•) 
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L'équilibre  de  la  cx)uche  d'air,  dans  laquelle  le  corps  se  trouve, 
donne,  par  le  n°  35  du  premier  livre, 

o  =  5F-f- ^.a.{(r— (X5)\sin\(e-4-aa)};  (2) 

pourvu  que  la  valeur  de  êr  soit  assujettie  à  la  surface  de  la  couche 
de  niveau,  où  la  pression  est  constante  par  le  n^  22  du  troisième 
livre.  Soit  à  cette  surface, 

r  =  a-f.j, 

y  étant  fonction  de  9^  de  tsr  et  de  a,  a  étant  constant  pour  la 
même  couche.  Si  Ton  désigne  par  Q  la  fonction 

l'équation  (  2  )  devient 

en  ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (1),  on  aura 


Sr.l  — a. 


dds  dv     .  ,  /x       o  ds] 

dt*  dt  dt 


.  ^1  j^û  I      ^^^  ^y     *     n         /i        a  du 

-f-r*<ye.  a.-T- — aafi.-T^.sm.  0.cos.0  +  (x5.^ 

+r*.  S^.  sin.O.la.  -y—.  sîn.0+  2  an.  ^.  cos.O  —  2 

(      ar  dt 


.SB 


■  (è)-  ^\ 


du  g.  ds  sin.O        ^  dv     .     ^] 

J-.  cos.O  —  2  on.-T-- hoo.-TT.sm.ô 

dt  dt       r  dt 


Si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  variations  5r,  §9  et  e^^cf, 
et  si  l'on  observe  que  —  (-^  j  exprime,  par  le  n^  36  du  livre  III, 
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la  pesanteur  que  nous  désignerons  par  g;  on  aura,  en  prenant 
pour  unité  le  rayon  r,  ce  que  Ton  peut  faire  ici  sans  erreur  sen- 
sible ,  les  trois  équations  suivantes  : 

dds  dv     .      ^       Cl  ds 

^=^''dë"^^^'dF'^^^*'^'^^'ir~'3> 

o  =  a. -:n; — ^an.-rr.sin.O.cos.  0  +*»5.  ^— ^.(-i^| ,  >  [A) 


o  =a. 


dt^       '^"'  dt 

ddv 

IF 


.  sin.0+  2(xn. -j-. cos.  0—  lan. -rr* sîn.0  +aS.  j-- sin.O — ^^-f -r- )•  I 

dt  dt  dt  sin.fl  \a«r/  / 

L'inspection  de  ces  équations  fait  voir  que  as  est,  relativement 

à  au  et  av,  du  même  ordre  que  Tunité  relativement  à  (-j^)  ou 

(dy\  dv  /dy\         ^  ^ 

^1.  De  plus,  OL.-rr  est  du  même  ordre  que  ^'•(  j^j»  ^t  p^r  con- 

séquent  aaw.-i-.sin'.ô  est  de  Tordre  ^nt. i  ^  i .  Si  Ton  prend  pour 

unité  de  temps,  la  seconde  décimale  ou  la  cent-millième  partie 
du  jour  moyen;  n  exprime  le  petit  angle  décrit  dans  une  seconde, 
par  la  rotation  de  la  terre  :  /it  est  ce  même  angle  multiplié  par 
le  nombre  de  secondes  que  dure  la  chute  du  corps.  Ce  nombre 
est  toujours  assez  petit  pour  que  le  produit  nt  soit  une  très- 
petite  fraction  que  l'on  peut  négliger  relativement  à  Tunité;  on 

peut  donc  supprimer  le  terme  ian.-T-.sm\d,  de  la  première 
des  équations  précédentes,  et  le  terme  —  ^an.-^.sin.  O.cos.  d, 
de  la  seconde  de  ces  équations.  On  peut,  par  une  raison  sem- 
blable ,  supprimer  le  terme  ^an.-rr.  cos.  6,  de  la  troisième  de  ces 
équations  qui  se  réduisent  ainsi  aux  suivantes  : 
dds  a  ds 


dda 
o  =  a. 


du  c  du         (dy\ 

ddv     .     ^  ds     .      ^  ^     ç  dv     .     ^         g       /dy\ 

dl*  dt  dt  sin.6    \d^) 
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S  étant  une  fonction  de  as  et  de  a.;7r,  la  première  de  ces  équa- 
tions donne  as  en  fonction  du  temps  t.  Si  Ton  fait 


att=^a5 


•(^)- 


on  satisfera  à  la  seconde  de  ces  équations;  parce  que  ^  ^t  (  j^) 

peuvent  être  supposés  constants  pendant  la  durée  du  mouvement, 
vu  la  petitesse  de  la  hauteur  d*où  le  corps  tombe,  relativement 
au  rayon  terrestre.  Cette  manière  de  satisfaire  à  la  seconde  équa- 
tion est  la  seule  qui  convienne  à  la  question  présente  dans  la- 
quelle n  et  ^  sont  nuls,  ainsi  que  5  et  ^,  à  Torigine  du  mou- 
vement. Maintenant,  si  Ton  imagine  un  fil  à  plomb  de  la  longueur 
as,  suspendu  au  point  d*où  le  corps  tombe;  il  s'écartera  au  midi 

du  rayon  r,  de  la  quantité  ^^•(-5^)»  ^t  par  conséquent,  de  la 

quantité  au;  le  corps,  en  tombant,  est  donc  toujours  sur  les 
parallèles  des  points  de  la  verticale  qui  sont  à  la  même  hauteur 
que  lui;  il  n'éprouve  ainsi  aucune  déviation  sensible  vers  le  midi 
de  cette  ligne. 

Pour  intégrer  la  troisième  équation,  nous  ferons 


av 


sm.©     yatsr/ 


et  nous  aurons 


ddv  c*  dv  ds     .     ^ 

o=a.-j- — hao. -t: 2an.-y-.sm.  0. 

dt*  dt  dt 

Le  corps  s  écarte  à  Test  du  rayon  r,  de  la  quantité  av.sin.  0,  ou 
sînT '(j^l  "^^^ '  ™^^^  ^^  ^^  ^  plomb  s'écarte  à  Test  de  ce  rayon, 
de  la  quantité  .^  '(^)^  *^  ^^*  ^^^^  Técart  du  corps,  à  lest 
de  la  verticale. 
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Supposons  maintenant  la  résistance  de  Faîr  proportionnelle 

au  carré  de  la  vitesse,  en  sorte  que  5  =  m.a.  ^,  m  étant  un 

coeflBcient  qui  dépend  de  la  figure  du  corps  et  de  la  densité  de 
Tair,  densité  variable  à  raison  de  la  hauteur,  mais  qui  peut  être 
ici  supposée  constante  sans  erreur  sensible  :  on  aura 

dds         ,        ds* 

^=^^''dF^^'^'dr~3' 

Pour  intégrer  cette  équation ,  nous  ferons 

«5  =  —  •  log.  s, 

et  nous  aurons 

dds'  , 

ce  qui  donne  en  intégrant, 


s=A. 


^•V^_^5^-^V^^ 


c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et 
il  et  JB  étant  deux  arbitraires.  Pour  les  déterminer,  nous  obser- 
verons que  as  doit  être  nul,  lorsque  t  =  o,  ce  qui  donne  alors 
5'=i,  et  par  conséquent 

De  plus,  a  -j-  doit  être  nul  avec  t,  et  par  conséquent  aussi  a  -rri 

ce  qui  donne 

A  —  B=oi 

on  a  donc  il  =5=3  i-,  d'où  Ton  tire 


iM-li-c'-^"" 


as  =  — .  loe.  {-t.  C    '     " -h  j.c 


^^   -t.yjmg)^ 
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et  en  réduisant  en  série 

as=  ^ ^ 1 Tt ^te- 

pour  déterminer  av,  nous  observerons  que  Ton  a 

ds 1       ds' 

^'dr~m'Ydr' 

et  qu  ainsi  Téquation  différentielle  en  av  devient 

,    ddv'  ds'    dv'         271    ds'     .     ^ 

dp  dt     dt  m    dt 

d'où  Ton  tire  en  intégrant 

,  dv'         an     ,    .      a  ,    r 
at  m 

C  étant  une  constante.  Pour  la  déterminer,  nous  observerons 

dv' 
que  t  étant  nul,  -t—  =o,  et  qu  alors  s=i;  ce  qui  donne 


an     .     ^ 
— .  sm.  0; 
m 


partant 


dv'       271     .    ^  f         Aan./jl                       a  I 

a.  TT  =^  —  .sm.O.1 1 rl= — .sm.0.{i mu ■ — \ 

En  intégrant  de  manière  que  v'  soit  nul  avec  ^  on  aura 

OLv  =  —  .t.  sm.  tf —  .  ang.  tang./ 

le  +c 


\ 
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et  en  réduisant  en  série 

,        nqt\sin.6    {  mq.V     .61        ,  ,  ^        ^    ) 

*»'=       3 — -P T-^Wo'"^^'^-^^]' 

On  doit  observer  dans  ces  expressions  de  as  et  de  av\  que  t  ex- 
primant un  nombre  d* unités  de  temps  ou  de  secondes  décimales, 
g  est  le  double  de  Tespace  que  la  pesanteur  fait  décrire  dans  la 
première  unité  de  temps;  nt  est  Fangle  de  rotation  de  la  terre 
pendant  le  nombre  t  d'unités,  et  mg  est  un  nombre  dépendant 
de  la  résistance  que  Tair  oppose  au  mouvement  du  corps. 

Pour  avoir  le  temps  t  de  la  chute  du  corps  et  l'écart  vers  Test, 
en  fonction  de  la  hauteur  d'où  le  corps  est  tombé,  nommons  h 
cette  hauteur.  On  aura,  par  ce  qui  précède, 

mh         tS/mq         —t.K/mq 


d'où  l'on  tire 

t  = 
et  ensuite 

,      2n.sin. 9  (i 

at;= ' —  ] 

—       *         Ififr    *     \/r"^    1    i.|    v/r"*^ 

-     1 

\Jmg 

1 

ioe.  T  v/c"* + 1  +  v/c^  -  1  (•-  2 .  ani 

M'; 


m.ylng 

La  hauteur  h  étant  donnée ,  l'observation  du  temps  t  donnera  la 
valeur  de  m,  et  l'on  en  conclura  clv  ou  la  déviation  du  corps  à 
l'est  de  la  verticale.  On  pourra  encore  déterminer  m  par  la  figure 
et  la  densité  du  corps,  et  par  les  expériences  déjà  faites  sur  la 
résistance  de  l'air. 

Dans  le  vide,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  cas  de  m 
infiniment  petit,  on  a 

av  ="  —  .sm.a. 

TOH£  !▼.  43 
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On  a  déjà  fait  en  Italie  et  en  Allemagne  plusieurs  expériences 
sur  la  chute  des  corps ,  qui  s*accordent  avec  les  résultats  précé- 
dents. Mais  ces  expériences,  qui  exigent  des  attentions  très-déli- 
cates, ont  besoin  d'être  répétées  avec  plus  d'exactitude  encore. 

16.  Considérons  présentement  le  cas  où  le  corps  a  un  mou- 
vement quelconque  dans  Tespace.  Reprenons  pour  cela  les  équa- 
tions [A)  du  numéro  précédent,  et  supposons 


OLU  =  M 


(3?) -*-*"■' 

av.  sm.0=  — .    ^^-  H-av  ; 

sm.9 

au  et  av  seront  les  déviations  du  corps  de  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  de  départ,  Tune  dans  le  sens  du  méridien,  Tautre 
dans  le  sens  du  parallèle.  Les  équations  [A)  donneront  ainsi  les 
suivantes,  en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de  Tair, 

dds  dv'     .     ^  ds   /dy\ 

ij/t\  11/  1         /i\  /» 


o 

dd 


o  =  a. 


fdy\         dda'  ds  /dyX   cos.ô  dv'         a        (dy\ 

dds    ydisj  ddv'  ds  (dy\  ^  du^  /> 


ds      .      ^      "  \dm) 

—  2aw.-rr.  sm.  ff A-V  • 

dt  sm.  6 

En  retranchant  des  deux  dernières  équations  la  première  multi- 


pliée  successivement  par  (  j^l  et  A — j^,  et  rejetant  les  produits 
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de  ces  deux  quantités  par  an.  ^ ,  ^^^'TT  et  oui»  ^ ,  on  formera 
les  trois  équations 

ddu!  dv'  ^ 

o=a.-^j; aon.-T-.cos.  ff, 

ddv'    ,  da'  g.  ds     .     f. 

o=a.--7:r  -f-aan.-y-.cos. 0 — 2an.-77.s1n. 0, 

dt*  dt  dl 

dds  dv'     .      ^ 

o^=a.-T—  -h2cui.-7j  .sin.  0 — g. 

Ces  équations  donnent,  en  les  intégrant  et  fixant  au  point  du 
départ,  l'origine  des  coordonnées  ow,  au',  et  ow;',  et  lorigine  du 
temps  t,  à  Tinstant  du  départ, 

att'=jBt.sin.6+-3-.^f'.sin.0.cos.0+C.cos.  0.  jcos.(anf+e)  — cos.ej  ; 

w  =  — — '- C.  jsin.  (ant+e)  — sin.  e|; 

as  =  Bucos.d+\.gt\cos\0-'C.8in.O.  jcos.  (ant+e)— cos.ej. 

By  C,  e  étant  trois  arbitraires  qui  déterminent  les  vitesses  ini- 
tiales du  corps,  dans  le  sens  des  trois  coordonnées. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  corps  soit  lancé  verticalement 
de  bas  en  haut,  avec  une  vitesse  égale  à  K.  Les  valeurs  positives 
de  s  étant  prises  ici  de  haut  en  bas,  on  aura,  à  Forigine  du  temps 

t,--7j  = — K.  On  aura  de  plus,  à  cette  origine,  ^=0;  ^  =0; 

partant 

o=B.  sin. d — anC COS.  9. sin. e, 

o=^-^.sin.6 — anC.  COS.  e^ 

271 

—  K=  B.  COS.  9  -H  2  /i  C.  sin.  0.  sin.  e; 

43. 
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d'où  Ton  tire 


C.  sin.  e 


K.  sin.  0 

271         ' 


ri  9.  sin.  9 

jB= — Jf.  COS.  0; 


ce  qui  donne 


r^*  .    1    ^     0. 8in*.ô    .  ,-  ^i   .  Jf.  sin'.tf  /      .       .  v 

a5  =  -At+igft*+^-7-j— .  ji-27iY-cos.2nt}H (ant— sin.a/it), 

««'=— sin.0.  COS.0.  I  —  .fanf— sin. anO +7^.(1— anT—cos^anf)  [, 

(  an    ^  '     4n*    ^  '  ) 

,      sin.  ô    (          9.sin.2  7if      ^r  /  ^\  ) 

ar  = •  W'—  ^^ A.  (1  —  cos.ant)  >. 

En  réduisant  ces  expressions  en  séries,  et  négligeant  les  quan- 
tités de  Tordre  n*,  on  a 

aa'=  o , 

at?'=  "Y-sin.O.  {^t — 3  Jf). 

Ces  expressions  nous  montrent  que  la  déviation  du  corps,  dans 
le  sens  du  méridien,  est  très-peu  sensible;  elle  ne  Test  que  dans 
celui  du  parallèle.  En  supposant  K  nul,  on  a  la  même  expression 
que  ci -dessus,  pour  cette  déviation.  Si  K  n*étant  pas  nul,  on 
cherche  le  point  où  le  corps  doit  retomber,  on  fera  «5=0,  ce 
qui  donne  gt=2K,  et  par  conséquent 

Pour  réduire  en  nombre  cette  formule,  on  observera  que  n  est 
Tangle  décrit  par  la  rotation  de  la  terre,  dans  une  seconde,  et  cet 

An" 

angle  est  égal  à ,  parce  que  la  durée  du  jour  sidéral  est 


1 
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de  99737'  :  il  faut  le  réduire  en  parties  du  rayon,  ou  le  diviser 
par  Tare  égal  au  rayon,  cest-à-dire,  par  6366i9',8.  g  est  le 
double  de  l'espace  que  la  pesanteur  fait  décrire  aux  graves  dans 
la  première  seconde  de  leur  chute,  et  ce  double  espace  est,  à  la 
latitude  de  Paris,  égal  à  7'"*'™,3aai4.  Supposons,  par  exemple,  la 
vitesse  K  égale  à  5oo°°*^'  par  seconde;  on  aura  pour  Paris,  dont 
la  latitude  est  de  54°,a636,  d  égal  au  complément  de  celte  lati- 
tude, et  par  conséquent  égal  à  45",7364,  ce  qui  donne 

a.'=-^.àoo-^.(^^\. \°.'        .-.sin.45°.7364; 

3  \7'",322i4/    0,99727.636619,8  ' 

d'où  Ton  tire 

atj'= —  ia8'",9: 

c'est  la  quantité  dont  le  corps  retombera  à  l'occident  du  point  du 
déport  ;  car  la  rotation  de  la  terre  ayant  lieu  d'occident  en  orient , 
les  av  négatifs  ont  lieu  dans  le  sens  opposé. 
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CHAPITRE  VI. 

SUR    QUELQUES    CAS    Ot    L'ON   PEOT    RIGOUREUSEMENT    OBTENIR 
LE  MOUVEMENT  D'UN  SYSTÈME  DE  CORPS  QUI  S'ATTIBENT. 


17.  Le  problème  du  mouvement  de  deux  corps  soumis  à  leur 
attraction  mutuelle  peut  être  résolu  exactement,  comme  on  la 
vu  dans  le  second  livre;  mais  lorsque  le  système  est  composé  de 
trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  corps,  le  problème,  dans 
Fétat  actuel  de  l'analyse,  ne  peut  être  résolu  que  par  approxima- 
tion. Voici  cependant  quelques  cas  où  il  est  susceptible  d'une 
solution  rigoureuse. 

Si  Ton  conçoit  les  différents  corps  disposés  dans  un  même  plan, 
de  manière  que  les  résultantes  des  forces  dont  chacun  d'eux  est 
animé  passent  par  le  centre  de  gravité  du  système,  et  que  ces 
diverses  résultantes  soient  proportionnelles  aux  distances  respec- 
tives des  corps  à  ce  centre  ;  alors  il  est  clair  qu'en  imprimant 
au  système  un  mouvement  angulaire  de  rotation  autour  de  son 
centre  de  gravité,  tel  que  la  force  centrifuge  de  chaque  corps 
soit  égale  à  la  force  qui  le  sollicite  vers  ce  centre ,  tous  les  corps 
continueront  de  se  mouvoir  circulairement  autour  de  ce  point, 
en  conservant  entre  eux  la  même  position  respective,  en  sorte 
qu'ils  paraîtront  décrire  des  cercles  les  uns  autour  des  autres. 

Les  corps  étant  dans  la  position  précédente,  si  l'on  imagine 
que  le  polygone  aux  angles  duquel  on  peut  toujours  les  suppo- 
ser varie  d'une  manière  quelconque  en  conservant  toujours  une 
figure  semblable ,  il  est  visible  que  la  loi  de  l'attraction  étant  sup- 
posée proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  de  la  distance , 
les  résultantes  des  forces  dont  les  corps  sont  animés  seront  à 


TT-m»-   --'X    .;  ~— '"^  '-    •.  "~~^.    .-v       ■-«-<%.   --   -    -■■.•  ■-.     .>>       -,-    ■ 
ànrr-i  .ru;  tt^ -ji^  n-^z-r^  a-  .-■    -  ..:.   .  .-:-•.:. i    .■;-^   ■     -^^ 

Jiiiij^.-^.   *  il   lai:..  HT   il   :-■':  r^  :"  c"'-     ■'     *"'  ^■■^*   ■■■•     ^■"-    •"  '  '■•' 
aï  _' m  L'on.   T  r's^  r  iir-:trs- A"r-;i:^    ;>    ..   c^  ^m    i, ..•»■.-    ^mv    -    \ 

r-arra  ninc  j?s  3iifc=^«  s:ii^.::  n.  -n    -n     ,>  ru  '■  ■.  •;  ->'•  ^"  ■  ■•     > 


m. .  V—»      ^  tt,  .     ■■    ■    ■*       ^ 

i  -  -  >  ^ 

Pareillen>eDl,  U  force  don!  «  <>*»  auuuo  (\u\\\loUu»xn\t  à  Va\o  v^^^^ 
X  sera 


»'  étant  U  distance  àe  m  k  m\  \a  IW^h»  v^uî  ,^*Uioil(f  m  (*amU^W 
ment  i  l'axe  des  j  sera 

mM.{y'-y]  ■m/^.[t     y]. 
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Enfin  les  forces  qui  sollicitent  vi  parallèlement  aux  axes  des  x" 
et  des  y  seront  respectivement 

m.  — V^ .  ^:r  — Xj  -f-  ïïi .  — TT^ .  [x  — X  j , 

Maintenant,  pour  que  la  résultante  des  deux  forces  qui  sollicitent 
m  parallèlement  aux  axes  des  x  et  des  y  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  système ,  il  est  nécessaire  que  ces  forces  soient  dans 
le  rapport  de  a?  à  y;  on  aura  donc 

m'.  ^^ .  [x — x')  -+-  m.  ^V .  [x — x")  =  JTrc, 

niM.(y-y')+m:i^.(y-y-)=Ky, 

K  étant  une  quantité  quelconque  :  la  force  qui  sollicite  m  vers 

le  centre  de  gravité  sera  K.sja^-^y*.  On  aura  pareillement,  en 
considérant  les  forces  dont  m'  est  animé , 

m. ^ .  [x'—x)-^m\ ^ .  [x'—x')  =  Kx\ 

"»•  ^  •  iy'-y)  -+-'«'•  ^  •  W-y) = J^'y'> 

ce  qui  donne  K\ ^x^-Hy*  pour  la  force  qui  sollicite  m  vers  le 
centre  de  gravité  du  système.  Pour  que  cette  force  soit  à  celle 
qui  sollicite  le  corps  m,  dans  le  rapport  des  distances  des  deux 
corps  à  ce  centre,  il  faut  que  Ton  ait  K=K\  et  comme  oh  doit 
appliquer  le  même  résultat  aux  forces  dont  1/1'  est  animé,  on  aura 
les  trois  équations  suivantes  : 
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m. 


s      ^  '  s 

(p{s) 


s 


.  [x\ — a;)  -f-m^  ^\^ .[x — x^=zKx, \  (a) 


m.^.{x'—x)^în:.^.{x"—x')=Kx\ 


s       ^  '  s 


En  changeant  dans  ces  équations,  x,  x,  x",  en  y,  y',  y",  on  aura 
celles  qui  sont  relatives  à  ces  trois  dernières  variables. 

Les  équations  précédentes  multipliées  respectivement  par  m, 
m\  m\  et  ajoutées  ensemble,  donnent 


G z=zmx-hm!x' -hrnx  : 


équation  qui  résulte  pareillement  de  la  nature  du  centre  de  gra- 
vité. Cette  équation,  combinée  avec  la  première  des  équations  (a), 
donne 

a?.  <m .— ^-^-f-  m-+-m  ).—^\-hmx.{ — V^ ^-^>=Aa;; 

{  s  ^  ^       s      )  [S  s     ) 

en  supposant  donc  $=$,  on  aura 

Si  Ton  suppose,  de  plus,  s=$\  les  deux  dernières  des  équa- 
tions (a)  donneront  la  même  expression  de  K;  d'où  il  suit  que 
dans  la  supposition  de  $  =  $=$",  cette  expression  satisfait  aux 
équations  (a)  et  aux  équations  semblables  en  y,  y  et  y". 

Si  dans  cette  supposition  on  nomme  r,  r,  /,  les  distances  res- 
pectives des  corps  m,  m,  m\  au  centre  de  gravité  du  système,  les 
forces  qui  sollicitent  ces  corps  vers  ce  point  seront  Kr,  Kr,  Kr; 
ainsi,  en  imprimant  à  ces  trois  corps,  des  vitesses  proportion- 
nelles à  r,  r,  r\  et  dont  les  directions  soient  également  i~»lin4es 
à  ces  rayons,  on  aura,  durant  le  mouvement,  5=5  = 


TOME   lY. 
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supposons,  de  plus,  que  la  loi  d attraction  soit  comme  la  puis- 
sance n  de  la  distance,  en  sorte  que  (p  {$)=^;  les  équations  (a) 
donneront,  en  observant  qu'ici  s=œ.{i-h(i)^  5=a:.(i-hF); 

K=af-\  jm'.(i-hfA)"-hm'.  (H-F)»}  ; 
ft.|m\(i+fi)»+m\{i+F)"|=m.(i+fA)'*— m^(F— fA)«, 

Soit 

V — (x=(n-fi).z, 

nous  aurons 

i-hF=(i-4-fi).{H-2), 

et  par  conséquent 


yL.\ni'^rn.{i'+'zY\=m — mV; 


mais  Téquation 


donne 


d'où  l'on  tire 


o  = 

=  mx -hmx  -\-Tn  X 

o  = 

=  m  —  m'ft —  rnV; 

f*= 

m—m'z 

""  m'+m''(\+zy 

on  aura  donc 

(m  —  m''z).|m'H-m\(i-hz)"|  =  {m'-hm\(i-t-z)}.{m  —  m".^]. 
Dans  le  cas  de  la  nature  où  n= — 2 ,  cette  équation  devient 

o  =  mz\\{i-hzy—i\—m\{i-^z)\{i  —  z')—m'.\{i'^zy—z'\i 

équation  du  cinquième  degré,  et  par  conséquent  susceptible  d'une 
racine  réelle;  et  comme,  dans  la  supposition  de  z  =  o,  le  second 
membre  de  cette  équation  est  négatif,  tandis  qu'il  est  positif  dans 
le  cas  de  z  infini ,  z  a  nécessairement  une  valeur  réelle  et  positive. 
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Si  Ton  suppose  que  m  soit  le  soleil ,  m  la  terre  et  wl  la  lune , 
on  aura  à  très-peu  près 


ce  qui  donne  z=z^hi  peu  près.  Donc  si,  à  l'origine,  la  terre  et 
la  lune  avaient  été  placées  sur  une  même  droite,  à  des  distances 
respectives  de  cet  astre,  proportionnelles  à  i  et  i-hiJç;  si,  de 
plus,  on  leur  avait  imprimé  des  vitesses  parallèles  et  proportion- 
nelles à  ces  distances;  la  lune  eût  été  sans  cesse  en  opposition  au 
soleil  :  ces  deux  astres  se  seraient  succédé  Tun  à  Tautre  sur  l'ho- 
rizon ;  et  comme  à  cette  distance  la  lune  n'eût  point  été  éclipsée , 
sa  lumière,  pendant  la  nuit,  eût  remplacé  la  lumière  du  soleil. 
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CHAPITRE  VIL 

SUR  LES  ALTÉRATIONS  QUE  LE  MOUVEMENT  DES  PLANETES  ET  BBS  COMÈTES 
PEUT  iPROUVEA  PAR  LA  RÉSISTANCE  DES  MILIEUX  QU'ELLES  TRAVERSENT 
ET    PAR    LA    TRANSMISSION   SUGCESISVE  DE    LA    PESANTEUR. 


18.  Imaginons  un  fluide  répandu  autour  du  soleil,  et  déter- 
minons Tefi'et  de  sa  résistance  sur  le  mouvement  des  planètes  et 
des  comètes.  Nous  nous  sommes  déjà  occupés  de  cet  objet  dans 
le  chapitre  vi  du  septième  livre,  mais  nous  allons  le  reprendre 
ici  avec  plus  d'étendue,  et  déterminer  les  altérations  des  orbites 
pour  un  temps  quelconque. 

Soit  9  (  ~  )  ^^  densité  du  fluide  à  la  distance  r  du  centre  du 

soleil.  Si  Ton  nomme  ds  Télément  de  la  courbe  planétaire,  décrit 

(i\    ds* 
-  J .  ^  pour  l'expression  de 

la  résistance  que  la  planète  éprouve  dans  le  sens  de  son  mouve- 
ment ,  K  étant  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  figure  et 
de  la  densité  de  la  planète.  Cette  résistance,  décomposée  parallè- 
lement aux  coordonnées  a;  et  y  du  corps,  prises  dans  le  plan  de 
l'orbite,  donne  les  résistances  partielles 

Ayant  donc  représenté  dans  le  n*"  64  du  second  livre,  par  — ("j~) 
et —  (-j-)ï  les  forces  qui  sollicitent  la  planète  dans  le  sens  des  x 
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et  de»y,  on  aura  ici 

On  a  ensuite,  par  le  même  numéro,  et  en  prenant  pour  l'unité 
la  somme  des  masses  du  soleil  et  de  la  planète, 


a 


{^)''^''-^''{^)''^y' 


partant 

e  étant  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe ,  et  ©  étant 
la  longitude  du  périhélie,  on  a,  par  le  même  numéro, 

d.  {e. sin.  'a)  =  dx.\^x (^)  -y  (^)  j -+-  [xdy -ydx). {^ , 
d.  (e.  COS.  'O)  =  dy.  \y  (^)  -x  (^)  [  -  [xdy-yd£).  (^) . 


partant 


rf.(^.sin.«)=      2^.ip^iV  J^.  [xdy— ydx), 
d.  (e.cos.  ©)  =^  —  2K.  ^  (  -  I .    ^'     .  [xdy — ydx). 

Enfin  on  a,  par  le  numéro* cité  du  second  livre, 

dn  =  ian.AR=^ZK.an.  ^  (  "  )-^- 
Au  moyen  de  ces  équations,  on  aura  les  variatic  ents 
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de  Forbite  dues  à  la  résistance  du  milieu,  car  cette  résistance 
n  altère  point  la  position  du  plan  de  Torbite. 
On  a,  par  le  n®  16  du  second  livre, 

xdy  — ydx  =  r^dv  =  dt.^a.[\ — e*), 

a.(i— eM 


de  plus,  on  a 


d'où  Ton  tire 


\+e.cos.[v-^a)  ' 


à==y/(/r*-hr*.rfv'; 


ds 


_  r*(ft;.\/i+2e.cos.(v— g)+g* 

a.(i— c*) 

ds^ r*dv.\  1+2 e. COS.  [v-^+e*\* 


partant 


d.i 


2 


K.  9  (  -  j.  r*dv .\\+2e.çjos.[v'-^)+é'\  « 


Supposons  qu  en  développant  la  fonction 

iT. ^  (- |.  r».  { 1+26.  COS. (i;—«) +  e*  j"^ 

dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de  t; — izr  et  de 
ses  multiples,  on  ait 

A  H-  eB.  COS.  [v  —  izr)  -+- e*.C. cos.  (2 v  —  2izr)  -hetc. 

A,  B,  C^  etc.  étant  fonctions  de  e^;  on  aura,  en  négligeant  les 
quantités  périodiques, 

j   i^ \2A.{i+e^)+2e\B\.dv 
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On  a  ensuite 

x  =  r.  COS.  V,         y  =  ^-  sin.  v; 
d  où  Ton  tire 

dx= 7 r^.{sm.v-f-e.  sm.iaf), 

a(i— c*)   ^  ^ 

ay  =      —, ;r .  (cos.  ir-t-  e. cos.  «) . 

De  là  il  est  facile  de  conclure 

1/  V  (2i4  +  -B).  cdv.  COS.  «r 

a.  (e.  COS.  izr)  = —  ^ ^ ;7 ; 

^  '  a.{i— e*) 

et  par  conséquent 

^——     a.(i-6*)      ' 
d'à  =  o  : 

ainsi  le  périhélie  est  immobile  et  il  n  y  a  d'altération  que  dans  le 
grand  axe  et  l'excentricité  de  l'orbite. 

Les  deux  expressions  précédentes  de  de  et  de  d.  -  donnent 

,  [^A+B).e.[\—e^).da 

a.\2A.[\+e')+'xe\B\  * 

En  intégrant  cette  équation  différentielle,  on  aura  e  en  fonction 
de  a;  en  substituant  ensuite  cette  fonction  dans  Téquation 


da 


dv.\2A.[\+e')+2e^B\ 


on  aura  en  l'intégrant,  t;  en  fonction  de  a,  et  réciproquement,  a 
en  fonction  de  v. 

TOME   IV.  45 


354  MÉGANIQUE  CÉLESTE. 

Pour  avoir  la  valeur  de  v  en  fonction  du  temps  t,  on  obser- 
vera que  si  Ton  rejette  les  quantités  périodiques,  on  a  dv=^ndt; 

de  plus,  11=  --7;  partant 

dt=:a^  .dv. 

Substituant  pour  a  sa  valeur  en  fonction  de  v,  et  intégrant,  on 
aura  t  en  fonction  de  v,  et  réciproquement  v  en  fonction  de  t. 

Dans  le  cas  des  orbites  peu  excentriques,  on  a,  en  négligeant 
le  carré  de  e, 

B=-i:<.-.^(i)+jf«.^'.(i). 

(p'  ( -|  étant  la  différence  de  ip  (  -  J  divisée  par  la  différence  de- . 
On  aura  donc  alors 


rfa=rrr  — aiTa 


••*•?(;). 


T=-^*-i«-?(j)-?'(î)!- 

^  (  -  I  est  toujours  positif,  et  ^'  (  -  |  est  aussi  positif  si,  comme 

il  est  naturel  de  le  supposer,  <^  (  -  )  augmente  quand  la  distance 

r  au  soleil  diminue;  ainsi,  en  même  temps  que  la  planète  se  rap- 
proche de  plus  en  plus  du  soleil,  par  Teffet  de  la  résistance  du 
milieu ,  l'orbite  devient  de  plus  en  plus  circulaire.  Les  deux  équa- 
tions précédentes  donnent 
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(j  étant  une  constante  arbitraire.  On  voit  clairement  que  a  dimi^ 

nuant  et  <^  (  -)  augmentant  sans  cesse,  la  valeur  de  e  diminue 

sans  cesse. 

19.  Si  la  lumière  consiste  dans  les  vibrations  d'un  fluide  élas- 
tique, l'analyse  précédente  donnera  TelFet  de  sa  résistance  sur  le 
mouvement  des  planètes  et  des  comètes.  Si  elle  est  une  émana- 
tion du  soleil,  la  même  analyse  donnera  encore,  avec  quelques 
modifications  légères,  Teflet  de  sa  résistance*  En  efîet,  on  peut 
transporter  en  sens  contraire  à  la  lumière  le  mouvement  réel  de 
la  planète,  et  considérer  celle-ci  comme  immobile,  ce  qui  ne 
change  rien  à  leur  action  réciproque.  Alors  la  lumière  agit  sur 
la  planète  suivant  une  direction  un  peu  inclinée  à  sa  direction 
primitive  :  elle  communique  à  son  centre  de  gravité,  suivant  cette 
direction  nouvelle,  une  force  que  Ton  peut  ensuite  décomposer 
en  deux,  Tune  suivant  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  l'autre  en 
sens  contraire  de  la  direction  de  l'élément  de  la  courbe  qu'elle 

décrit.  Si  Ton  nomme  6  la  vitesse  de  la  lumière ,  ces  deux  forces 

ds        . 
sont  entre  elles  comme  0  est  à  -7-.  Soit  0  la  densité  de  la  lumière 

dt  » 

à  la  distance  r  du  soleil,  et  (p)  sa  densité  à  la  distance  1,  on  aura 

p  =  ^  ;  les  deux  forces  dont  il  s'agit  pourront  donc  être  repré- 

^/  H.6       H   ds    .  ..         ^  »    •      j 

sentées  par  — 5-  6*^  —  •  jt  •  ^^  première  est  en  sens  contraire  de 

la  gravitation  vers  le  soleil;  et  comme  elle  suit  la  même  loi,  elle 
se  confond  avec  elle  en  la  diminuant  un  peu.  La  seconde  force 
est  en  sens  contraire  du  mouvement  de  la  planète,  et  produit 
une  résistance  à  ce  mouvement.  En  la  comparant  à  la  résistance 

^•j]!-^  (7)»  on  aura 


^•^(^)-3i 


dt 


45. 
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Ce  qui  donne ,  par  le  numéro  précédent ,  les  trois  équations 


^.i 


nH  rfi» 


a~        r*    dt' 


off    doit 

d.  {e.cos.^)  =  — ^.^.{xdy—ydx). 

Ces  trois  équations  deviennent,  en  négligeant  les  quantités  pé- 
riodiques , 


5  » 


,  1 2H.dv.{i+e^) 

1  i      •         \             2Hdv.  e.sin.  «r 
a.  le.  sm.  ©)  = _  — , 

'  Va.(i-c*) 


d.  (e.  COS.©) 


aHdv.  e.cos.  «r 


\/a.(i  — c«) 


d  où  Ton  tire 


Partant 


JtiT=0, 

,    iHe,dv    eda.[\—e*) 

rfa (  !  +  «')■  «i« 

a  e.(i  — «*) 


En  intégrant,  on  a 


737î  =  «? 


9  étant  une  constante  arbitraire.  En  substituant  pour  a  cette 
valeur  dans  l'expression  de  de,  on  aura 

rfe  =:  —  3  Hdv.  y/^e 
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ce  qui  donne 

h  étant  une  arbitraire  égale  à  la  racine  carrée  de  e,  lorsque  t;=o. 

On  a  dv.a^  =  dt;  substituant  pour  a  et  dv  leurs  valeurs  en  e et 
de,  on  aura 

—  ede 


dt 


3    î 


2Hq\{i—e')' 


d'où  Ton  tire  en  intégrant 


t 


iH.qWj  l'-e* 


e  étant  une  arbitraire.  Substituant  pour  e  sa  valeur  en  v,  on  aura 


t 


2Hq\\/i-{h-Hv.\/qY 

En  réduisant  en  série  et  déterminant  e  de  manière  que  t;  com- 
mence avec  le  temps  f ,  on  aura  à  très-peu  près 

2.(1  — e*)V\/a 

■ 

n,  e  ei  a  étant  relatifs  à  l'origine  du  temps.  Le  second  terme  de 
l'expression  de  v  est  l'équation  séculaire  de  la  planète  due  à  l'ac- 
tion de  la  lumière. 

20.  Déterminons  maintenant  l'inégalité  séculaire  correspon- 
dante de  la  lune.  Si  l'on  marque  d'un  trait  pour  ce  satellite  les 
quantités  que  nous  avons  désignées  par  H,  aet  n  pour  la  planète 
que  nous  supposerons  être  ici  la  terre,  et  si  l'on  nomme  x,  y,  z 
ses  coordonnées  rapportées  au  centre  de  la  terre;  ses  coordon- 
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nées  rapportées  au  centre  du  soleil  seront  x-\-x',  y-+-y ,  z-\-z; 
ainsi,  en  nommant/ la  distance  de  la  lune  à  cet  astre,  on  aura 

/^  (a;H-a;')'-f-(^-+-y)*-h(z-h2')*. 

Il  est  aisé  de  voir,  par  le  numéro  précédent,  que  l'action  de  la 
lumière  solaire  produit  sur  le  centre  de  la  lune,  et  en  sens  con- 
traire de  ses  coordonnées,  les  forces 

H^  {isl+ix)       H^  {dy'+dy)       H^  (dz'+dz) 
f        dt        '      /'•        dt        '      /•■        dt        • 

Il  faut  en  retrancher  les  forces  dont  le  centre  de  la  terre  est  animé 
par  la  même  action,  pour  avoir  son  mouvement  relatif  autour 
de  ce  centre,  et  ces  forces  sont,  par  le  numéro  précédent, 


H  dx      H  dy_      H   d^ 
r'd/'     r^'dt'     r*'  dt' 


on  a  donc  ici 


[dx')—  f  dt  ~^\f        r'J'  dt' 

\dy)-  fdt^\f'      r^y  dV 

\dz')—  f  dt  -^[f         r')-dt'' 

ce  qui  donne  a 

,p_^    {dx*+dy'-\-dz'')        (H'_li\  {dxdx'+dydy'+dzdz') 
^-/-  5^  ^\J^         r^j'  dt  ' 

la  caractéristique  d  ne  se  rapportant  qu'aux  coordonnées  de  l'or- 
bite relative  de  la  lune.  L'équation  séculaire  de  ce  satellite  est, 
par  le  n°  65  du  second  livre, 

^./(à./dR). 
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Ici  (X  est  k  somme  des  masses  de  la  terre  et  de  la  lune.  Si  Ion 
néglige  les  quantités  périodiques,  on  a,  à  très-peu  près, 

f^y        dt        —   a^  '^  ^'• 

De  plus ,  on  a ,  à  fort  peu  près , 

H^_H^   \  2{xx'+yy+zz') 

f~    r*  '  r  r^ 

En  prenant  ensuite  pour  plan  fixe  celui  de  Téclip tique,  on  a,  à 
fort  peu  près , 

X  -^a.cos.nt,    y  =a.sm.nt,     z=^Oj 
X  =  a. COS. nt,    y  =  a!. sin.  nt; 

en  négligeant  donc  les  termes  périodiques,  on  aura 

fH'        H'\  jdxdx'+dydf+dzdz')  _       H\a''       ,, 

V7^~7^;-  dt  —      a»  •'^'^^^• 


De  là  on  conclut 


dfl  =  — '-— .  ndt.  In —  n). 


Ainsi  Féquation  séculaire  de  la  lune,  due  à  l'action  de  la  lumière, 
sera 

mais  on  a  n'=:  4^  et  7i'=  —  ;  cette  équation  devient  ainsi 

3    H\n.{n'-n).V 
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L'équation  séculaire  de  la  terre  est,  parle  numéro  précédent,  en 
négligeant  le  carré  de  l'excentricité,  • 


i\Ja 

ainsi  Téquation  séculaire  de  la  terre  est  à  celle  de  la  lune  comme 
l'unité  est  à .  -rr  • 

71  ïi 

Pour  avoir  le  rapport -77-,  nous  supposerons  que  les  actions  de 

la  lumière  du  soleil  sur  la  terre  et  la  lune  sont  proportionnelles 
aux  surfaces  de  ces  corps,  ce  qui  est  Thypothèse  la  plus  naturelle 
que  Ton  puisse  faire.  On  aura  les  forces  qui  en  résultent  sur  les 
centres  de  ces  deux  derniers  corps,  en  divisant  respectivement 
ces  actions  par  les  masses  de  la  terre  et  de  la  lune:  on  a  ainsi,  à 
fort  peu  près, 

R'  surface  lanaire  x  masse  de  la  terre  masse  de  la  terre  X  carré  du  demi-diamëtre  apparent  de  la  lune 

H  surface  terrestre  x  masse  de  la  lune  masse  de  la  lune  X  carré  de  la  parallaxe  lunaire 

On  a  VU,  dans  le  chapitre  vi  du  livre  VII,  que  cette  quantité 

est  égale  à >^      .  De  plus,  on  a— =0,074801 3  ;  d'où  il  suit 

que  l'équation  séculaire  de  la  terre  est  à  celle  de  la  lune  comme 
1:63,169. 

21.  Ces  équations  séculaires  dépendent  de  l'impulsion  de  la 
lumière  du  soleil.  Mais  si  cette  lumière  est  une  émanation  du 
soleil,  la  masse  de  cet  astre  doit  diminuer  sans  cesse,  et  il  doit 
en  résulter  dans  le  moyen  mouvement  de  la  terre  une  équation 
séculaire  d'un  signe  contraire  à  celle  que  produit  l'impulsion 
de  la  lumière,  et  qui  est  incomparablement  plus  grande.  Il  est 
facile  de  la  déterminer  par  les  considérations  suivantes.  Si  l'on 
n'a  égard  qu'à  la  diminution  de  la  masse  solaire,  la  terre  sera 
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constamment  sollicitée  vers  son  centre  ;  le  principe  des  aires  don- 
nera donc 

T*dv = cdt, 

c  restant  toujours  le  même;  or,  si  Ton  néglige  le  carré  de  Tex- 
centricité,  on  a  r*dv=^a^ndt;  ainsi  a*n  est  une  constante,  quoique 
la  masse  du  soleil  diminue  sans  cesse.  Soient  ai  et  n,  les  valeurs 
de  a  et  de  71  à  Torigine  du  temps  t,  on  aura 

a*/i  =  ai*/ii. 

Nous  observerons  ensuite  que  la  force  centrifuge  est  égale  au  carré 
de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  ;  en  négligeant  donc  l'excentri- 
cité de  l'orbite,  cette  force  sera  an*;  mais  elle  est  égale  et  con- 
traire à  la  force  attractive  du  soleil,  c'est-à-dire  à  sa  masse  divisée 
par  le  carré  de  la  distance.  Soit  i  cette  masse  à  l'origine  de  t,  et 
1  — af  sa  valeur  après  le  temps  t,  a  étant  un  très-petit  coefficient 
constant;  on  aura 

l—at 


an* 


a« 


Cette  équation,  combinée  avec  la  précédente,  donne,  en  obser- 
vant que  a^\ n*=  i , 

a= -, 

l  —  at 

n=ni.(i — oay. 

La  longitude  moyenne  de  la  terre  étant  fndi,  on  aura ,  en  négli- 
geant le  carré  de  a, 

nj — a/i, .  V 

pour  son  expression,  ^'équation  séculaire  du  moyen  mouvement, 
due  à  la  diminution  de  la  masse'  du  soleil ,  est  donc 

— OUI, .  f. 

TOME  IV.  46 
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Comparons  son  expression  à  l'expression ^-—-  de  Téquation 

i\]a 

séculaire  due  à  Timpulsion  de  la  lumière.  Si  Ton  nomme  i  le 
rapport  de  la  vitesse  de  la  lumière  à  celle  de  la  terre  dans  son 
orbite,  ian  sera  la  première  de  ces  vitesses,  p  étant  la  densité  de 
la  lumière  au  point  de  l'espace  qu'occupe  la  terre,  la  perle  de  la 
lumière  du  soleil  dans  l'instant  àl  sera  p.ian.dt  multiplié  par  la 
surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  àd^it.i.p.ndt, 
TT  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  On  aura 
ainsi 

a^^a'it.i.pn; 

et  par  conséquent  l'équation  séculaire  due  à  la  diminution  de  la 
masse  du  soleil  sera 

Si  l'on  nomme  e  la  parallaxe  du  soleil  en  parties  du  rayon,  la 
surface  d'un  grand  cercle  de  la  terre  sera  e'ir.a".  La  lumière 
reçue  par  ce  grand  cercle  dans  l'instant  dt  sera  e^iv.a^.p.idndt,  et 
comme  cette  lumière  est  animée  de  la  vitesse  ian,  son  impulsion 
sera,  en  la  supposant  absorbée  par  la  terre, 

e"7r.a*iV.p.cîf; 

ce  qui  produit  dans  le  centre  de  la  terre  la  force 


Tétant  la  masse  de  la  terre.  Cette  force,  par  le  n**  19,  est  égale  à 


— .  ian;  on  a  donc 


rj        e*ir.a^in,p 
Jti  = 7p ^. 
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L'équation  séculaire  — '——-  devient  ainsi,  en    observant  que 

1  \Ja 


a^n*=r7 1 , 


3e*7r.  i.p 

Les  deux  équations  séculaires  dues  à  la  diminution  du  soleil  et 
à  l'impulsion  de  sa  lumière  seront  donc  entre  elles  dans  le  rap- 
port de  — 4  à  — ^,  ou  de  — i  à^y . 

Si  Ton  suppose  la  parallaxe  solaire  de  i&\k'xob^  et  la  masse 
de  la  terre  égale  à  ^ssm^  ^^  trouve  ces  deux  équations  dans  le  rap- 
port de  —  là  o,ooo2 139.  L'équation  séculaire  de  la  terre,  due  à 
la  diminution  de  la  masse  du  soleil,  est  à  l'équation  séculaire  de 
la  lune  due  à  l'impulsion  de  sa  lumière,  comme  —  1 :  0,01 3^5. 
Ainsi  une  seconde  dans  l'équation  séculaire  de  la  lune,  produite 
par  cette  cause,  correspond  à  qk\^^  dans  l'équation  séculaire  de 
la  terre  ;  et  comme  on  est  certain  par  les  observations  que  l'équa- 
tion séculaire  de  la  terre  n'est  pas  de  1 8"",  il  en  résulte  que  l'im- 
pulsion de  la  lumière  du  soleil  sur  la  lune  n'influe  pas  d'un 
quart  de  seconde  sur  son  équation  séculaire. 

Il  résulte  de  l'analyse  précédente  que  depuis  deux  mille  ans 
la  masse  du  soleil  n'a  point  éprouvé  un  deux-millionième  de  di- 
minution ni  d'accroissement;  car  — cU.n^t  étant  l'équation  sécu- 
laire de  k  terre  due  à  cette  cause,  si  l'on  suppose  que  t  représente 
un  nombre  d'années  sidérales,  n,  sera  égal  à  ^oo"*,  et  — at  sera 
la  diminution  de  la  masse  solaire.  Soit  donc  t=30oo,  et  repré- 
sentons par  9  degrés  l'équation  séculaire  de  la  terre  correspon- 
dante à  deux  mille  ans  ;  on  aura 


800000  ' 


Les  observations  ne  permettent  pas  de  supposer  q  égal  ou  plus 
grand  que  \\  ainsi  at  est  au-dessous  de  ^Josot- 


46. 


364  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

22.  Si  la  gravitation  était  produite  par  Timpulsion  d*un  fluide 
vers  le  centre  du  corps  attirant,  Fanalyse  précédente,  relative  à 
Timpulsion  de  la  lumière  solaire,  donnerait  Téquation  séculaire 
due  à  la  transmission  successive  de  la  force  attractive.  En  effet, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  nomme  g  l'attraction  du 
corps  attirant,  par  exemple,  du  soleil,  Téquation  séculaire  du 
corps  attiré,  de  la  terre,  par  exemple,  sera 

3  gr. 

2    ai 

car  alors  on  a,  par  le  n*"  19,  ^=  — ^  =  — ^ — ,  ce  qui  change 

dans  la  précédente  Téquation  séculaire  — ^r-  ;  niais  g  est  égal  à 

2\/a 

la  force  centrifuge,  et  cette  force  est  égale  à  an*;  Téquation  sécu- 
laire du  corps  attiré  est  donc  - .  — r- ,  i  étant  ici  le  rapport  de  la 

vitesse  du  fluide  gravifique  à  celle  du  corps  attiré. 

Si  Ion  applique  ce  résultat  à  la  lune,  et  que  Ton  nomme  Ntie 
moyen  mouvement  sidéral  de  la  terre,  t  exprimant  un  nombre 
d'années  juliennes,  on  aura Téquation  séculaire  de  la  lune  égale  à 


3 

2 


r.{i)'.N-e. 


Soit  a  la  moyenne  distance  du  soleil  à  la  terre,  a  celle  de  la  lune, 
i  le  rapport  de  la  vitesse  du  fluide  gravifique  à  celle  de  la  lu- 
mière, et  supposons  l'aberration  égale  à  6  2 ',5  ;  l'équation  sécu- 
laire de  la  lune  deviendra 


3   a_    /nV    N\V.sm.62\5 


On  a  vu,  dans  le  n**  23  du  second  livre,  que  l'équation  séculaire 
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de  la  lune  est  de  Si^^a^y^y  lorsque  l'on  suppose  t=ioo;  en 
Fattribuant  donc  à  la  cause  précédente ,  on  aura 


3   a     ( ^\   Afi  ioooo.sin.62',5 
2  V-^TV/  •^^•"TTÛâTôT""- 


En  appliquant  les  nombres  à  cette  expression  de  i,  on  trouve  la 
vitesse  du  fluide  gravifique  environ  sept  millions  de  fois  plus 
grande  que  celle  de  la  lumière;  et  comme  il  est  certain  que  Té- 
quation  séculaire  de  la  lune  est  due  presque  en  entier  à  la  cause 
que  nous  lui  avons  assignée  dans  le  sixième  livre,  on  doit  sup- 
poser au  fluide  gravifique  une  vitesse  au  moins  cent  millions  de 
fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière,  c'est- à -dire  qu'il  fau- 
drait supposer  une  semblable  vitesse  au  moins  à  la  lune ,  pour  la 
soustraire  à  l'action  de  sa  pesanteur  vers  la  terre.  Les  géomètres 
peuvent  donc,  comme  ils  l'ont  fait  jusqu'ici,  supposer  cette 
vitesse  infinie. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  séculaire  de  la  terre  due  à  la 
transmission  successive  de  la  gravité  n'est  qu'un  sixième  environ 
de  l'équation  correspondante  de  la  lune,  et  par  conséquent  elle 
est  nulle  ou  insensible. 
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CHAPITRE  VIIL 

SUPPLÉMENT    AUX    THEORIES    DES    PLANÈTES    ET    DES    SATELLITES. 


23.  J'ai  donné,  dans  le  sixième  livre,  les  expressions  numé- 
riques des  inégalités  planétaires.  Les  soins  que  j'ai  pris  pour  n'o- 
mettre aucune  inégalité  sensible  m'autorisaient  à  penser  que  les 
tables  astronomiques  seraient  améliorées  par  l'emploi  de  ces  for- 
mules, et  me  faisaient  désirer  que  les  astronomes  les  appliquassent 
à  cet  objet.  Mes  vœux  ont  été  remplis  par  les  travaux  de  Delambre, 
Bouvard,  Lefrançais-Lalande  et  Burckhardt.  Ils  ont  comparé  à 
ma  théorie  un  très-grand  nombre  d'observations  pour  en  conclure 
les  éléments  elliptiques  des  orbes  des  planètes:  de  mon  côté,  j'ai 
revu  avec  une  attention  particulière  la  théorie  de  leurs  pertur- 
bations ;  et  de  la  réunion  de  toutes  ces  recherches  sont  résultées 
des  tables  très-exactes  de  leurs  mouvements.  Le  nouvel  examen 
que  j'ai  fait  de  cette  théorie  ne  m'a  indiqué  d'inégalités  sensibles 
à  ajouter  à  celles  que  j'ai  précédemment  déterminées,  que  dans 
les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Le  rapport  presque 
commensurable  de  ces  mouvements  donne  lieu,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  second  et  le  sixième  livre,  à  des  variations  considérables 
dans  les  éléments  des  orbites  de  ces  deux  planètes,  et  dont  la  pé- 
riode embrasse  plus  de  neuf  siècles.  Les  variations  de  l'excentri- 
cité et  du  périhélie  de  l'orbite  de  Jupiter  dépendantes  de  ce  rap- 
port produisent  dans  son  mouvement  une  inégalité  très-sensible, 
dont  l'argument  est  trois  fois  le  moyen  mouvement  de  Jupiter, 
moins  cinq  fois  celui  de  Saturne.  Les  variations  analogues  de 
l'excentricité  et  du  périhélie  de  Saturne  produisent  dans  le  mou- 
vement de  cette  dernière  planète  une  grande  inégalité  dont  l'ar- 
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gument  est  deux  fois  le  moyen  mouvement  de  Jupiter,  moins 
quatre  fois  celui  de  Saturne.  Ces  deux  inégalités  peuvent  être 
considérées  comme  de  véritables  équations  du  centre,  dont  l'ex- 
centricité et  le  périhélie  varient  avec  beaucoup  de  lenteur;  or  les 
deux  grandes  équations  du  centre  de  ces  deux  planètes  donnent 
lieu  à  des  inégalités  très-sensibles  :  en  substituant  donc  dans  les 
expressions  de  ces  inégalités,  au  lieu  de  ces  grandes  équations  du 
centre,  celles  dont  je  viens  de  parler,  ii  en  résultera  de  petites 
inégalités  analogues  et  qui  peuvent  être  assez  sensibles  pour  y 
avoir  égard.  Je  vais  considérer  sous  ce  point  de  vue  les  princi- 
pales inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépendantes  des  excen- 
tricités. 

On  a  trouvé,  dans  le  n*"  33  du  livre  VI,  que  l'expression  de 
S v^  renferme  les  inégalités 

—  427  ,070. sm.  (271 1 —  n  f-f-2e —    e  — tsr  j 
-H  174  »ooo.sm.  (271 1 —  71  t-i-2e —    e  — ^m  Jf^    ,  .^ 

—  i37\2  2  5.sin.(37i''f — 27i"'f-4-3e'^ —  2e"^ — tsj"^)  '      ^    ^ 
-+-2  62'',i68.sin.  (37i'^f — 2n"^t-f-3e'^ — 2e"^ — 'Ui  ) 

elles  sont  les  plus  considérables  de  celles  qui  dépendent  des 
simples  excentricités.  La  première  et  la  troisième  sont  dues  à 
Téquation  du  cenlre  de  Jupiter,  -f-2e'\sin.  (7i"^f-he"^ — isr"^).  Par 
le  numéro  cité  du  sixième  livre,  le  mouvement  de  Jupiter  est 
assujetti  à  l'inégalité 

-4-522',A26.sin.  (7i"f-+-e  V6i°,8669— 57i'f-t-27i"f— 5eV2e'^) 

Cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  seconde  équa- 
tion du  centre  de  Jupiter,  dont  Texcentricité  et  le  périhélie  va- 
rient avec  une  extrême  lenteur,  leurs  variations  dépendant  de 
celles  de  l'angle  ^nt — 271"^^.  Cela  posé,  donnons  à  l'inégalité 

27  ,o7o.sm. (271  f — 71  f-h2e — e  — isr  ) 
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la  forme  suivante  : 


En  y  substituant,  au  lieu  de  2e".5in.(ii"(-f-e" — tj"),  l'inégalité 

-4- 52  2',426.  sin.  (3ii"'«— ô/i^ïH-Se"— 5e'H- 6i°,8669)  ; 
on  aura  l'inégalité 

—  ^^i4^.522',426.sin.(n"f— 3n'«-he"— 3e'-4-6i»,8669). 

En  mettant  pareillement  l'inégalité 

— 137^225.  sin.  (371*^1 — 27i"^f-4-3e' — 2e"^ — tsj") 
sous  cette  forme, 

1«57»220  /r      •        /   ir.    ,       tr         ir    .or.  o    /r.    .or         9    ''\ 

i-^Tv^ — .26  .sm.  (71  t-f-e  — isy  -t-on  f — o/i  fH-oe — 3e  ); 

OD  aura  par  la  même  substitution  l'inégalité  suivante  : 

La  seconde  et  la  quatrième  des  équations  (il)  sont  dues  à  Téqua- 
tion  du  centre  de  Saturne,  -4-2/.  sin.(7i'f-he'^ — ts").  Etonnons 
à  la  seconde  inégalité  la  forme  suivante  : 

_Hi2^!i?££.2e'.sin.(n't-l-e'— '©''-f-ii'f— «"t-f-e— e"). 

26  ^  / 

Par  le  n°  35  du  livre  VI ,  le  mouvement  de  Saturne  est  assujetti 
à  rinégalité 

—  2o66\92i.sin.{7i''t-he''-h62%425o— 5n''f-f-2n''f — 5e'^-+-2e''). 
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Cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  seconde  équation 
du  centre  de  Saturne,  dont  Texcentricité  et  le  périhélie  varient 
avec  une  extrême  lenteur,  leurs  variations  dépendant  de  celle 
de  Tangle  but — iri^'L  En  la  substituant  donc  au  lieu  de 
2  e\  sin .  [nt  -he'' —  ^rs^),  dans  l'inégalité  précédente ,  on  aura 
celle-ci  : 

— ^ — .  2o66\92 1 .  sin.  [n"^t —  3nt -+- e"^ —  3e*^-i- 62%425o). 

Si  Ton  met  pareillement  la  quatrième  des  équations  [A)  sous 
cette  forme, 

2  02  ,lDO     ^    y      •        f   y^    ,        y        y   .  y,  tr.    ,  r  ir\ 

F .  2e  .Sm.  (/l  f-hfî 'CT-h27lf  —  271    f-4-2fî 26    ), 

on  aura  par  la  même  substitution  Tinégalité  suivante, 
262\i68 


26 


V — .  2066^92 1. sin.  ( — int — 26*^-4- 62%425o). 


En  substituant  dans  ces  diverses  inégalités  leurs  valeurs  en  1 760, 
données  dans  le  n"*  22  du  livre  VI,  les  quatre  inégalités  [A]  don- 
neront les  suivantes  : 

3",6449.sin.(3ii^«— 7i"/-+-3e'^— e"— 6iS8669) 
1",  1 7 1 1 .  sin.  (27i''(-+-  2  6*^ —  6i%8669) 
5",o469.sin.(3/i''£ — /i"'fH-3e'^ — e"^ — 62%42  5o) 
7\5695-sin.(2n''f-f-2e'' — 62%42  5o). 

Ces  inégalités  sont  très-petites;  mais  comme  elles  peuvent  être 
réunies  à  des  inégalités  semblables  qui  existent  dans  les  tables , 
elles  n*y  apportent  point  de  complication,  et  elles  doivent  leur 
donner  plus  d'exactitude. 

On  a  vu,  dans  le  n"*  12  du  livre  VI,  que  l'inégalité  de  Jupiter 

522^426.sin.(3n"f— ôn'^f-f-Se'"— 5e'-f.6i%8669) 

TOME   IT.  47 


370  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

est  le  résultat  des  variations  dans  Téquation  du  centre  et  dans  le 
périgée,  dépendantes  de  l'angle  bnt — 2n^t  Soient  Se'^  et  5«"', 
ces  variations  :  l'inégalité  précédente  sera  égale  à 

2 Be\ sin. [n'^t-he'—^')  —  ie\ S«". cos.  [ni^ e"— ©"). 

L  expression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter,  en  fonction  de  sa 
longitude  moyenne,  renferme,  par  le  n"*  22  du  second  livre,  les 
deux  termes 

i^'\sin.(2n"f-+-2e"— 2t!T")-4-i|e'^sin.(3/l'"f-4-3e"— 3t!T"^^ 


ce  qui  donne  les  suivants 


2   ^ 


e  .sm.  (2n  t-h2e  — 2©  j 

if  % ,iw       _       /       ir.     ,  tr  iw\ 

—  e  d©  .COS.  (2n  £-h2B  — 2©  J 

13  ,r,  I  5e'^sin.  (37i"'f-f-3e"^ — 3©"^) 

"^^^   '^  -e"^5tîr''.cos.(3/i"f-+-3e"— 3©") 


[Q) 


Les  deux  premiers  de  ces  termes  donnent  l'inégalité  dépendante 
de  kii^t  —  bnt'\-ke'' — 5e'-h5o%4o2  5,  que  nous  avons  déter- 
minée dans  le  n"*  33  du  sixième  livre.  Si  Ion  représente  par 
p.sin.  (ii"^f-he"^ — '^^  "+^/)  l'inégalité  de  Jupiter,  dépendante  de 
3/i"'f  —  bnt,  on  aura 

f=z  2n"'t—  ôn^f-j-  2e"^— 5e'^-h©"H-  6i%8669 
2  8e"^=^p.  COS./,       —  2e'^5'cr"^==p.  sin./. 

Les  deux  derniers  termes  de  la  fonction  (Q)  deviennent  ainsi 

'ie\p.sm.  (3n'''t-F3e''  — 3«"-+./), 
et  par  conséquent 
'ie\  522',4a6.sin.(5n'(—  5n'f-+-5e"— 5e'— 2«''-t-6i%8669). 
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En  réduisant  en  nombres  le  coefficient  de  cette  inégalité  on  a 
la  suivante  : 

i\9622.sin-(5/i"^f— 5nt^5e"  — 5e'-h38%8645). 

L'inégalité 

i2",4^3.sin,(57i"^f —  lont'+'Se"' — ioe'^H-57%0725) 

déterminée  dans  le  n"*  33  du  livre  VI,  doit  être  aflFectée  du  signe 
— ,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  n®  13  du  même 
livre. 

On  a  vu  dans  le  n*"  17  du  livre  VI,  que  dans  tous  les  argu- 
ments de  Jupiter  et  de  Saturne,  dans  lesquels  le  coefficient  de  t 
n'est  pas  bn — 2n\  ou  n'en  diffère  pas,  de  n"  pour  Jupiter  et 
de  n  pour  Saturne,  il  faut  augmenter  les  longitudes  moyennes 
/i"^f-h  e"^  et  nt-i-  e^  comptées  de  l'équînoxe  fixe  de  1 760,  de  leurs 
grandes  inégalités  dépendantes  de  but — 2n"^t.  Si  l'on  veut  em- 
ployer les  longitudes  moyennes  ainsi  augmentées  dans  l'inégalité 
de  Jupiter 

en  nommant  cj"^  et  cj"^  ces  longitudes  ainsi  augmentées,  on  mettra 
l'inégalité  précédente  sous  cette  forme, 

522'U26.sin.(39"— 59'— (3p'^-+-5/)-h6i%8669), 

p"^  étant  la  grande  inégalité  de  Jupiter,  et  — p"^  étant  celle  de  Sa- 
turne. En  développant  la  fonction  précédente,  on  aura 

522^426.sin.(3^''^ — 5^*^-1- 61°,  8669) 
—  (3p'-4-5/).522^426•cos.(37'^— 5(/'-f-6i%8669); 

on  a,  à  très-peu  près, 

3p"^5p=57079'',736.sin.(5/î'f— 2n"f-h5e'— 2«"-f-4^8396); 

47. 
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ce  qui  donne 

-  (3p '+5p').  52  2\42  6-  COS.  (3(/' -57^+6 1%8669) 

On  peut  substituer  sans  erreur  sensible,  dans  ces  deux  derniers 
termes,  (j"^  et  ^^  au  lieu  de  n^t-he"^  et  de  nt-hc^*  Le  premier 
terme  se  confond  alors  avec  Téquation  du  centre  de  Jupiter  ;  le 
second  devient,  à  très-peu  près,  égal  à 

Q3\42o5.sin.  [bq"" — 10^*^-1- 57%0725). 
En  le  réunissant  au  terme 

—  ia\42  2i.sin.  (5^"^ —  io^''H-57%o7a5) , 


on  aura 


io',9984-sin-  (5^"^ — lo^'^-^-57^0725). 

On  pourra  ainsi  employer  q""  et  9',  au  lieu  de  n't-f-c"  et  de 
nt-he^,  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter,  à  l'exception  de  sa 
grande  inégalité. 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  mouvement  de  Sa- 
turne, analogues  aux  précédentes.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  celles  de  Jupiter.  Pour  les  déterminer,  nous  observerons 
que  par  le  n""  35  du  sixième  livre,  le  mouvement  vrai  de  Saturne 
renferme  les  deux  grandes  inégalités  dépendantes  des  simples 
excentricités 

—  56i',9ilo.sin.(2ii'f — «"^f-r-ae'^ — e^ — "cs"))^     (n\ 
— 1207  ,ai5.sm.(2n  t — ^  f-hae — e  — «  )\ 

la  première  de  ces  inégalités  est  due  à  Téquation  du  centre  de 
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Saturne,  -f-a/^sin.  [nt-^e'' — t»*^).  En  lui  donnant  cette  forme 

rinégalité  de  Saturne 

—  2o66',92i.sin.  (2n'f— 4/i'fH-2e"— 4e'-f-62%4'25o) 

qui,  comme  nous  Tavons  dit,  peut  être  regardée  comme  une  se- 
conde équation  du  centre,  produira  donc  par  sa  substitution  dans 
l'inégalité  précédente,  celle-ci  : 

— ^    y      .  2o66'',92i.sin.(n'^f — S/i'^f-he"^ — 3fî''+62%425o). 

La  seconde  des  inégalités  (£)  est  due  à  Téquation  du  centre  de 
Jupiter.  En  lui  donnant  cette  forme, 

^7 — .26  •sm.fn  t-he  — "cs  -h27i  t — 271  f-he — 2e  )^ 

26  ^  ' 

rinégalité  de  Jupiter 

-4-522U26-sin-(3n'ï— 5/i'f-+~3e''— 5eV6i%8669) 

qui,  comme  on  Ta  vu,  est  une  seconde  équation  du  centre  de 
Jupiter,  produira  donc,  par  sa  substitution  dans  l'inégalité  précé- 
dente, celle-ci  : 

Les  inégalités  (£)  donneront  ainsi  les  deux  suivantes  : 

—  i6\2  2  47.»sin.(37i'^f — n^t-\-Z^ — e"^ — 62%42  5o) 

—  io\9858.sin.(3n'(—/i''fH-3e—e'— 6^,8669). 
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L'expression  de  la  longitude  vraie  de  Saturne,  en  fonction  de 
sa  longitude  moyenne,  renferme  l'inégalité 

ije*^'.  sin-  (Sn'^f-hSe'^ — 3'Ct'^). 

En  nommant  donc  5/  et  5t5^  les  variations  de  Texcentricité  et 
du  périhélie,  dépendantes  de  Snt — nn^t,  on  aura  la  fonction 

13  r,  (  S/.  sin.(3ii'^t-h3e'^ — 3'^'^))  /n\ 

T^  •j_./.3^^cos.(3/i'^t-f-3e'^— 3t5'')i'  ^    ' 

pour  avoir  Be"^  et  S'cr^  nous  considérerons  f  inégalité  de  Saturne 

—  2  066^92 1 .  sin.  (2  n'^t —  lint-+-  2  e"^  —  4^*^  -h  62%4  2  5o)  : 

en  la  supposant  produite  par  la  variation  de  l'équation  du  centre 
et  du  périhélie,  dans  le  terme  2/-sin.(ii''t-He'^ — «''),  nous  au- 
rons pour  l'expression  de  cette  inégalité, 

2  5/.sin.(7i'^f-he'^ — t»'')  — 2e\  è^\  cos.{nt-^  e"" — «^); 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  fonction  (0)  devient 

—  y/\  2o66\92i.sin.(2n"^f— 27i''f+2e"^— 2e'^— 2t5'^+62%425o). 

Cette  inégalité  réduite  en  nombres  est  égale  à 

—  io",6i77.sin.(2  7i"^f — 271*^^-1- 2e"' — 2e'' — 133%4682). 
L'inégalité 

—  2  5",5o777.sin,(4/i"^£ — gnt-h^e"^  —  9e'  —  67%35o8), 

donnée  dans  le  n°  34  du  sixième  livre,  doit  être  remplacée  par 
celle-ci  : 

25",5o777.sin.(4n"'f— 9ii'fH-4e"— 9e'-i-57%5886), 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  n"*  13  du  même  livre. 
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Il  faut,  comme  on  Ta  va  précédemment,  changer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Saturne,  n'^t-j-e"'  et  nt-^e\  dans  cj'^  et  q\  ex- 
cepté dans  la  grande  inégalité,  et  dans  celle-ci, 

—  2066^,92 1-  sin.(Q7i"'£  —  ^nt-^-2e"' — 4e'^-H62%425o)- 

Si  Ton  veut  cependant  employer  q""  et  (j''  dans  cette  dernière 
inégalité,  on  lui  donnera  la  forme  suivante  : 

—  2  o66\92 1 .  sin-(2^"' —  49*^  —  ^p"" —  àp'-h  62^42  5o) , 

p"^  et  — p*"  étant  les  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne-  Cette  inégalité  donne  par  son  développement 

—  2o66"',92i.sin.(29''^ —  49'^-h62%42  5o) 
-h2o66',92i.{2p"^-h4p').cos,(29''' — 47'^-h62%42  5o). 

On  a ,  à  très-peu  près , 

2066^921-  [2p"'+  ^p^.  C0S.{2q"'—  29''+62%42  5o) 

_     „r     ni    sin.(29"'— 49'^+5n''f-~2n''f+5e''— 2e'^+67%2  645) 

On  peut,  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  changer  n^t-he"^ 
et  nt-h  e",  dans  q""  et  9",  et  alors  la  première  se  confond  avec 
Téquation  du  centre  de  Saturne.  La  seconde  devient 

—  7i',5928.sin.(49'  — 99'-h57^5855)• 
En  la  réunissant  à  celle-ci, 

25',5o78.sin.(4R't— 9ii'f-f-4c"— 9c'-h67%5856), 
on  aura  l'inégalité 

—  46',o85o.  sin.(49"—  99'-f-  57%5855). 

On  pourra  ainsi  employer  q^  et  (f\  au  lieu  de  n'''  le 
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7^7^-e^  dans  toutes  les  inégalités  de  Saturne,  à  lexception  de  la 
grande  inégalité. 

Il  faut,  pour  plus  d'exactitude,  augmenter  (\  de  Tinégalité 

95",757.sin.(3/i''(  — n'^f-t-Se"' — e'— 95%0779), 

qui,  par  le  n"*  35  du  livre  VI,  dépend  de  Faction  d'Uranus,  et 
qui,  comme  on  Ta  vu  dans  le  même  numéro,  doit  être  appliquée 
au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

En  réunissant  les  inégalités  précédentes  à  celles  qui  ont  été 
déterminées  dans  le  sixième  livre ,  j'ai  obtenu  les  formules  des 
longitudes  vraies  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Pour  les  comparer 
aux  observations,  Bouvard  a  fait  usage  des  oppositions  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  déduites  principalement  des  observations  de  Bra- 
dley  et  de  Maskeline,  et  de  celles  de  l'Observatoire  de  Paris,  dans 
ces  dernières  années.  Ces  observations  ayant  été  faites  avec  d'ex- 
cellentes lunettes  méridiennes  et  les  meilleurs  quarts  de  cercle, 
et  embrassant  un  intervalle  de  plus  d'un  demi-siècle,  elles  offrent, 
par  leur  précision  et  leur  grand  nombre,  le  moyen  le  plus  exact 
pour  corriger  les  éléments  du  mouvement  elliptique.  On  a  ainsi 
obtenu,  depuis  17^7  jusqu'en  i8o4  inclusivement,  cinquante 
oppositions  de  Jupiter,  et  cinquante-quatre  oppositions  de  Sa- 
turne. Elles  ont  donné  autant  d'équations  de  condition,  entre  les 
corrections  des  éléments  elliptiques  du  mouvement  des  deux  pla- 
nètes; mais  comme  la  valeur  de  la  masse  de  Saturne  présentait 
encore  de  l'incertitude,  on  a  fait  entrer  sa  correction  dans  ces 
équations.  Il  a  été  facile  de  reconnaître  qu'il  fallait  diminuer  la 

valeur  donnée  dans  le  sixième  livre,  de 0— 1  et  la  réduire  à 

20, 202 

^^,^1 — ^ ,  celle  du  soleil  étant  prise  pour  unité.  Cette  correction 

essentielle,  évidemment  indiquée  par  les  observations  précé- 
dentes, et  encore  par  celles  de  Flamsteed,  est  un  des  principaux 
avantages  de  nos  formules.  Leur  exactitude,  jointe  à  la  précision 
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et  au  grand  nombre  d'oppositions  employées,  doit  faire  préférer 
ce  résultat  à  celui  que  donnent  les  élongations  observées  de  Ta- 
vant-demîer  satellite  de  Saturne,  vu  l'extrême  difficulté  d'obser- 
ver ces  élongations,  et  l'ignorance  où  nous  sommes  de  Tellipticité 
de  son  orbite.  La  comparaison  de  nos  formules  avec  les  oppo- 
sitions de  Jupiter,  n'a  indiqué  aucune  correction  à  la  valeur  de 
sa  masse.  Si  l'on  considère  en  eflFet  les  observations  de  Pound, 
que  Newton  a  rapportées  dans  le  troisième  livre  des  Principes 
mathématiques  de  la  philosophie  naturelle,  on  voit  qu'elles 
donnent  avec  exactitude  la  masse  de  Jupiter,  tandis  qu'elles 
laissent  un  peu  d'incertitude  sur  celle  de  Saturne.  Nos  formules 
conduisent  donc  à  la  même  masse  de  Jupiter  que  les  élongations 
observées  de  ses  satellites,  et  il  est  curieux  de  voir  le  même 
résultat  conclu  par  deux  moyens  aussi  difiFérents.  J'ai  cherché  à 
déterminer  de  la  même  manière  la  correction  de  la  masse  d'Ura- 
nus,  sur  laquelle  il  y  a  plus  d'incertitude  qu'à  l'égard  de  la 
masse  de  Saturne.  Les  observations  n'ont  point  indiqué  de  cor- 
rection sensible  dans  la  valeur  de  cette  masse;  mais  son  influence 
sur  le  mouvement  de  Saturne  est  trop  peu  considérable  pour 
pouvoir  compter  sur  ce  résultat.  Les  oppositions  dont  je  viens 
de  parler  sont  très-propres  à  déterminer  les  moyens  mouvements 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  parce  que  les  deux  grandes  inégalités 
ayant  été  à  leur  maximum  dans  l'intervalle  que  ces  oppositions 
embrassent,  et  par  conséquent  ayant  peu  varié  dans  cet  inter- 
valle ,  l'incertitude  qui  peut  rester  encore  sur  la  grandeur  de  ces 
inégalités  n'a  point  d'influence  sensible  sur  la  détermination  des 
moyens  mouvements  par  ces  observations;  aussi  ai-je  eu  la  satis- 
faction de  voir  que  mes  formules  représentent  aussi  exactement 
qu*on  peut  le  désirer  les  anciennes  observations  rapportées  par 
Ptolémée  et  les  observations  arabes.  Voici  maintenant  ces  formules, 
dans  lesquelles  j'ai  introduit  les  corrections  que  les  équations 
de  condition  ont  données  pour  ^  ^s  elliptiques  des  deux 
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planètes  et  pour  la  masse  de  Saturne.  Dans  ces  formules,  t  repré- 
sente un  nombre  quelconque  d'années  juliennes,  ou  de  SôôJ*"*"-!-, 
écoulées  depuis  le  minuit  commençant  le  premier  janvier  de  i  ySo. 

Formules  du  mouvement  héliocen trique  de  Jupiter. 
Soit 

n"f~f-e"=  4^l8l33-4-^33^72l^lo, 
nt  -h  e"^  =257°,o72i9-+-t.  i3%579357, 
n*^'f"}-e"  =  353%96753H-t.    4%76o7io- 

Ces  trois  quantités  sont  les  longitudes  moyennes  de  Jupiter,  de 
Saturne  et  d'Uranus,  comptées  de  Téquinoxe  fixe  de  1760,  et 
réduites  au  minuit  commençant  le  premier  janvier  1760. 
Soit  encore 

^'"=  ii%48862-+-f.  2o\427788-f-f.o>oo6i76, 
©"  =  97%96i70H-f.  59",7364i8 -4- r.  0^,0004963, 
r  =io8°,82367-f-t.io5\939595, 
6'^  z=i23%8834i-+-t.  94\6775oo, 

®"^  et  ©'^  étant  les  longitudes  des  périhélies,  et  0""  et  0'  étant 
celles  des  nœuds  ascendants ,  comptées  du  même  équinoxe  et  de 
la  même  épocpie;  on  aura  * 

on  t— 271  t  +  oe  —2e  i 
+5^oo93  — f.  242\25 
+f.o\o3789 
—  4o",66.sin.2.|5w'^ï~27i"'(+5e'^--2e"+5",oo93  — f.  2  4îi\2  5  +  f'.  o%o3789}; 

+5^o5lo— f.237\84 
+f.o',o3635  ' 

+  (94\72-^o'^oo53).sin,2i5/i'f-2ii''f+5e'---2e''+5%o5io---f.237\84+^o',o3635! 
+  95',76.sin.(3/i"«-n'f+3e'''-e'-95%o779). 

Voyez  la  correctiou  indiquée  par  Tauteur,  page  38 1  du  III*  volume. 
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La  précession  annuelle  des  équinoxes  étant  supposée  de  i54'',63, 
la  longitude  vraie  v""  de  Jupiter  dans  son  orbite,  et  comptée  de 
Téquinoxe  moyen,  sera 

(6l2l5^28  +  ^  i'',9349). sin.  (9"—'©' 
+  (  i838\54  +  f.  o",i  162).  sin.  2(^"^  — 'cy' 
v'^zn q'  + 1.  1 54\63  +  {  +  {        76",57 -f- 1.  o\oo7 2). sin.  5{q"^  -ts 

4  (    3\65  +  f.  o\ooo5).sin.  4(9'*^— 'CJ 
^+  G  fiQ.sm.  0[q   —^ 

;  —  247',35.sin.(  9"^—  (j"^  —   l^28) 
+  6i3',6i,sin.  (29"^ -29'—  i°,3o) 
+  5o^  1  o.  sin.  (3^"^  —  3^*^  ) 
+  {+  1  l^52•sin.  (47'*^— 47*^) 

+   5 ',20.  sin,  (ô^'*^—  5^'  +  1 3^,28  ) 
+   i",2  5.sin.  (69"^  — 67*) 
+  o\5i.sin.(79'*^  — 79'  ) 

(406^06  +  ^.0^0203).  sin. (9"'—  ^(f""  —  l4^78  +  ^  47\io)j 
+  53>4.sin.(27"-   47'^~63%56) 
-h    io'',45.sin,(59''^— 109''  +  57%07)  1 

{255",75-f.o\oi38).sin.(2(y"-37^-68%82  +  f.8i\23) 

-  4^84.sin.(47"-69''+6o^48) 
4-{496\7i~ï.o>i3i).sin.(3(/'-57'  +  6i%87  +  M55\89) 

-  46^84.sin.(3f-47^-69^79) 
+  37",59.sin.(37''-27'~  9^79) 
+    2  9^07.  sin. (39*^—    9'+75%78) 

33^8l.sin.(  7'^+49%94) 

—  1 5",9 1  .sin.(2(j['^+ 5o%78) 
+  33",78.sin.(47"-57'  +  64%46) 

-  lb\^3.sïn.{2f-   9''+i7M3) 
+     3^73•sin.(47"-39''-   7\gS) 

-  2^70.sin.(59"'  — 69'^+73%5o) 
+     3",o8.sin.(  f+  q'  +  So^^^^^ 


+ 


+ 
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[  — 3',2  5.sin.(  q^—  (f') 

+  <  +  l  ,32.Sin.(2^    —2^    )|, 

q""  étant  égal  à  n'^'f-h  ^'  dans  la  formule  précédente.  J*ai  compris 
sous  une  même  parenthèse  tous  les  arguments  qui  peuvent  être 
réduits  dans  une  même  table.  La  réduction  à  Técliptique  vraie 
se  fait  suivant  les  méthodes  connues;  elle  est  ici  égale  à 

—  83\8o.  sin.(2r"^ — iB'^). 

Le  rayon  vecteur  r '^  de  Jupiter  est  donné  par  la  formule  sui- 
vante : 

r^  =  5,2  08  73  5  +  f.  o,oooooo3  718 

(0,249994  +  f.  0,00000789).  C0S.(9"^—t5"') 
J  +  (o,oo6oo4-+-f.  0,00000037 18).  C0S.2  (9"'— «''^j 
+  (0,0002 1 7  +  f. 0,0000000206). cos.3(9"^  -'©"') 
+  0,0000 1  o.  cos.4(7"^  — 'Ct"^) 

o,ooo652.cos.(  q""  —   ^'^— i%5o) 

—  0,002  783.  COS.  (29"^—  2^*^—  1%  1 5) 

—  0,000287.  COS.  (3^"^— 3^*^) 

—  0,000074.  cos.(47"^— 49*^) 

—  0,00002  6.  cos.(59"^—  5^'  ) 

—  0,0000 1  o.  cos.(69'^— 6ç'  ) 

-0,0002 64. cos.(  9''-29'-24%88  +  «.58',o) 

—  0,000096.  cos.(29"'~47'^+ 56%74  ) 

-  0,000879.  cos.(29'^-37'-69%82+f.8r,o) 

—  (0,002008- 1. 0,0000000602). cos.{39"^—59'^4-6i%77-hf.i55',6) 
+  0,0002  36.  COS.  (3^"^—  k(f—  69%o6  ) 

0,0001 26.  cos.(39"'— 29^—  8%42) 
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(  —  0,000068.  COS. (  ^'  +  32°,47) 

(  +  0,000077.008.(2^  +12%l3) 

+  0,000095- COS.  (47"^— 5(y'^  — 15%99) 

—  0,000264.005.(59'^  —29"'—  i3°,5o). 

Enfin ,  la  latitude  héliocen trique  de  Jupiter  au-dessus  de  Té- 
cliptique  vraie  est  donnée  par  la  formule 

(i%46383-f.o',69773).sin.(î;''^-r) 
+  i"',95.sin.(  ^"'--29'^— 6o%2  9) 
+  3',2  8.sin.(29"^  — 39*^— 60^29) 
+1 1',56. sin.(39"^  —  59''4- 66% 1 2  ) 

—  i',65.sin.(  ^'^ +6o%29). 


Formules  du  mouyement  hëliocentrique  de  Saturne. 

La  longitude  v  de  Saturne  dans  son  orbite,  comptée  de  Téqui- 
noxe  moyen ,  est  donnée  par  la  formule 


(7i665',i7  —  t- 3^,9673). sin.    [q 

+  [  2  52o',o2— f. o',2  793).sin. 2(9 

t'''=9^+M54',63  +  {  +  (     i2  2',87  — (.o',02o4).sin.3(9 

+  (         6',85— (.o',ooi5).sîn.4(9 


—  lar'')  '1 

— -©    j 

»    V 


4-  o',4 1 .  sin.  5  [cf  —  tar^  ) 


I 


I    89^,40.  sin.  (  f^   9'+86%73) 

—  92',33.  sin.  [iq'^  —  nq'  —    6%34  ) 

—  20^,27.  sin.  (39""— 39*^) 

+  /—  6',o7.8in.  (4^"^  — 49*^) 

—  2',  1 5.  sin.  (5^"^  —  5ijf''  ) 

—  o',  8  4 .  «n .  {ôff^  ~  6/  ) 
'  o',36.5in.^  ^^ 


382  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

(i29i\i4  +  t. o^o682).sin.(  9'^— 2^'' — 16^474-^    4i\67) 

—  (2066^92  —  t.  o",o477).sîn.(2^"'  — 49*^  +62^43  +  ^  l52^77) 
-(  i49\o5— f.o^ooi  1). 510.(39*^  —  9"^+86%49— f-  io6\64) 
-(  75\84-f.o",oi36).sm.(29"-37'  +l6^45~f.  38',23) 
-r-34^8l.sin.(  9'^ +  96%  11) 

—  46\o8.sin.(47"^  — 97'^+57°,59) 
-f  i5\i2.  sin.(39"^  — 47*^— 69^76) 

f    9\2  8.sin.(29''—   9*^  +  35^2  3) 

+    9^,06.  sin.[3q"'  —  b(j''+63'',bo  ) 

^    4\38.sin.(47'*^—59'^— 69^93) 

—  2  8',54-sin.(  (j^-    (f') 
+  44\6o.  sin.(29'  —  iq"') 
+  {+   5^9i.sin.(39*  — 39*^'— 75^o6) 

+    o\97.sin,(47 -47'') 
+    o",28.sin.(57'^—  ^cf) 

+  84",47.sin.(27'-37"  +  26%59) 

}  3o",43.  sin.(  9*^  — 27'^'-f  8o%2  2  ) 

f    4",70-sin.(3(]f'-2(]f''-97%95) 
+    4^20.sin.(  7*^'— 46^26). 

La  réduction  à  récliplique  est  ici 

—  3oi\93.sin.(2t;'  —  20*^). 

Le  rayon  vecteur  r  de  Saturne  est  donné  par  la  formule  sui 
vante  : 

r' 1=9, 557833  — (,0,00000167 

(0,536467  — f. 0,00002963).  COS. (  q—   tzr*)\ 
+  (o,oi5o90—f.  0,00000167).  cos.  (27*  — 2©*^) 

—  1+  (0,000639  — f.  0,0000001 1).  COS.  (39*^—  Z'o) 

i+  o,oooo32.cos.(47'^--4tîy'^) 
+  o,ooo34o.cos.(  7*^— ii%5o) 
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0,0081  l.COS.(  (f 

+  0,001 3  8- COS.  (2^ 

+  {  +  o,ooo32.cos.(39 

4-0,00010.  COS.  (47 
4-0,00004.  COS.  (5^ 


h') 


27*^-1 3^3o+^  45\5) 

47'4-62^23+M5^^4) 


4-  (o,oo535 4-f.  0,0000002 7).  cos.(  7"^ 
4-(o,oi52o  — f.  o,oooooo34).cos.(27"^ 
4-0,001 17.005.(3^'^  —   7"^— loo^23) 

—  0,001 38.  cos.(27"^—37'^  —  2  5°,9i) 

—  0,0002  2.  COS. (3^"^— 47*^  —  68^l7) 
4-o,oo352.cos.(57'^  —  27"^4-  i4%48) 

0,0001 5.  COS. (  (f  —  (f') 

4-  {—  o,ooo4o.  COS. (2 7*^  —  27*^') 

-  o,oooo5.cos.(37''  — 3^*^') 

—  0,0006 i.cos.(27'^—37'^' 4- 26^37  ). 

La  latitude  héliocentrique  de  Saturne  au-dessus  de  Técliptique 
vraie  est 


+ 


(2^77482-^o^47882).sin.(/-0'') 
—  2^,19.  sin.(3v'^— 30*^) 


9'',7o.sin.(  7""— 27*^  — 60^,29) 
4-28",28.  sin.(27''^—  47*^4-  66^1 2  ) 

4-  l^6l.  sin.(27"^— 37*^— 6o°,29) 
4-  5'',52.sin.(  7''^4-6o%29) 
2'',o5. 510.(27''  —  37"^— 6o%i6). 
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Les  cent  quatre  oppositions  citées  précédemment  sont  repré- 
sentées par  ces  formules  avec  une  précision  remarquable.  La 
plus  grande  erreur  n  a  jamais  atteint  87',  et  il  n'y  a  pas  vingt 
ans  que  les  erreurs  des  meilleures  tables  de  Saturne  surpassaient 
quelquefois  quatre  mille  secondes.  Ces  formules  représentent 
encore  avec  l'exactitude  des  observations  elles-mêmes  les  obser- 
vations de  Flamsteed ,  celles  des  Arabes ,  et  les  observations  rap- 
portées par  Ptolémée  :  cet  accord  prouve  la  stabilité  du  système 
planétaire,  puisque  Saturne,  dont  l'attraction  vers  le  soleil  est 
environ  cent  fois  moindre  que  Tattraction  de  la  terre  vers  le 
même  astre,  n'a  cependant  éprouvé,  depuis  Hipparque  jusqu'à 
nous,  aucune  altération  sensible  de  la  part  des  corps  étrangers 
à  ce  système. 

24.  Le  principe  qui  nous  a  conduits,  dans  le  numéro  précé- 
dent, à  plusieurs  inégalités  sensibles  dans  les  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  donne  pareillement  dans  le  mouvement 
de  la  lune  une  petite  inégalité  que  nous  allons  développer.  Re- 
prenons pour  cela  les  dénominations  et  les  formules  du  septième 
livre.  On  a  trouvé  dans  le  n°  16  de  ce  livre,  l'inégalité  lunaire, 

—  58",o53.  sin.(î;  —  mv-hcmv — ist')  : 

cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  véritable  équa- 
tion du  centre  de  la  lune,  qui  se  rapporte  au  périgée  du  soleil 
et  qui  est  analogue  à  l'équation  du  centre  du  troisième  satellite 
de  Jupiter,  qui  se  rapporte  au  périjove  du  quatrième  satellite  ; 
elle  doit  donc  produire  dans  le  mouvement  lunaire  une  inégalité 
semblable  à  l'évection ,  et  qui  par  conséquent  sera  de  la  forme 

K.  sin.  \2v  —  2mv  —  [v  —  mv-h  cmv  — 'OJ'  )  |  > 
ou 

ir.sin.(!; — mv — cmv-h'vs'). 
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Pour  déterminer  K,  on  observera  que  le  coefficient  —  58",o53 , 
de  la  petite  équation  du  centre,  est  à  K  comme  —  69992",  coeffi- 
cient de  la  grande  équation  du  centre,  est  à  — 14449'\  coefficient 
de  rinégalité  de  Tévection;  ce  qui  donne 

15:= —  11^98. 

Suivant  Burg,  ce  coefficient  est  —  9^o8,  comme  on  peut  le 
voir  dans  le  n^  24  du  livre  VII,  ce  qui  diffère  peu  du  résultat 
précédent.  Si  Ton  adoptait,  avec  Burg,  —  4l^52  pour  le  coeffi- 
cient de  la  petite  équation  du  centre,  la  différence  serait  plus 
petite  encore,  et  Ton  aurait 

li:=  — 8",57. 


TOME   IT. 
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CHAPITRE  IX. 


SUR  LES  MASSES  DES  PLANÂTES  ET  DES  SATELLITES. 


25.  Dans  Tétat  actuel  de  rastronomie,  les  observations  et  ia 
théorie,  ayant  été  portées  à  un  haut  degré  de  précision ,  l'un  des 
meilleurs  moyens  pour  déterminer  les  masses  des  planètes  est  de 
comparer  aux  formules  analytiques  des  perturbations,  un  très- 
grand  nombre  d'observations  choisies,  pour  cet  objet,  de  la  ma- 
nière la  plus  avantageuse.  C'est  ainsi  que  les  masses  de  Vénus,  de 
Mars,  de  Saturne,  de  la  lune  et  des  quatre  satellites  de  Jupiter 
ont  été  déterminées.  On  peut  y  joindre  la  masse  de  Jupiter; 
car,  en  comparant  les  meilleures  observations  de  cette  planète  aux 
grandes  inégalités  que  son  action  produit  dans  le  mouvement  de 
Saturne,  je  n'ai  point  trouvé  de  correction  sensible  à  faire  à  la 
valeur  de  sa  masse  donnée  par  les  élongations  de  ses  satellites. 
Il  est  visible  que  ces  masses  sont  d'autant  mieux  connues  que 
leurs  efiPets  sont  plus  considérables.  Je  vais  rassembler  ici  dans 
un  même  tableau  les  valeurs  de  ces  masses,  déterminées  par  le 
moyen  dont  je  viens  de  parler. 

Valeurs  des  masses  de  Venus ,  Mars ,  Jupiter  et  Saturne ,  celle  du  soleil 

étant  prise  pour  unité. 

^^°"s 356630 

^^^^^•^'  }.  (Livre  VI,  n»  44.) 

Ivlars  — ^— — — — — 

2546320 

Jupiter — 7 , 

•°^7.o9[.  (Livre  X,n- 23.) 


/ 

i 
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En  divisant  ces  valeurs  respectivement  par  celles  des  masses 
de  Vénus,  Mars,  Jupiter  et  Saturne,  données  dans  le  n**  21  du 
livre  VI,  on  aura  les  valeurs  des  coefficients  i+jx',  i+jx'',  i+jx'^ 
1  +  fi'',  qui  entrent  dans  les  formules  du  livre  cité. 

Valeur  de  la  masse  de  la  lune,  celle  de  la  terre  étant  prise  pour  unité. 


'^.  (LivreVI,n°44.) 
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Valeurs  des  masses  des-  satellites  de  Jupiter,  celle  de  Jupiter  étant  prise 

pour  unité. 

V'  satellite 0,0000173281, 

II*  satellite o,oooo232355, ,  ,, .       -,.„        ^„  . 

me    .11*  ûQ/  Livre  VIU,n^  27. 

IlPsateilite 0,0000884972,  [  ^  ' 

IV*"  satellite 0,0000426691. 

Toutes  ces  valeurs,  que  Ton  peut  déjà  considérer  comme  étant 
fort  approchées,  seront  rectifiées  quand  la  suite  des  temps  aura 
développé  les  variations  séculaires  des  orbes  des  planètes  et  des 
satellites. 

Nous  avons  déterminé  dans  le  n"*  21  du  livre  VI  la  masse  de 
la  terre,  au  moyen  de  la  parallaxe  du  soleil.  Nous  avons  en  même 
temps  observé  que  la  valeur  de  cette  masse  devait  varier  comme 
le  cube  de  cette  parallaxe,  comparé  au  cube  de  la  parallaxe  sup- 
posée de  2  7^2.  Il  suit  de  là  qu  une  petite  erreur  sur  la  parallaxe 
solaire  a  trois  fois  plus  d'influence  sur  la  valeur  de  la  niasse  de 
la  terre;  il  y  a  donc  de  l'avantage  à  déterminer  cette  masse  di- 
rectement par  ses  eflets.  Ceux  qu  elle  produit  sur  les  mouvements 
de  Vénus  et  de  Mars  sont  assez  sensibles  pour  en  conclure  sa 
valeur  au  moyen  d*un  grand  nombre  d'observations  choisies  dans 

les  circonstances  les  plus  favorables.  On  aurait  ensuite  la  parai- 

49. 
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iaxe  du  soleil  avec  d'autant  plus  d'exactitude,  qu'une  erreur  sur 
la  masse  influe  trois  fois  moins  sur  la  parallaxe. 

Sur  les  tables  astronomiques. 

26.  Chaque  observation  d'une  planète  déterminant  sa  longi- 
tude et  sa  latitude  géocentriques ,  les  dîffîérences  entre  la  longi- 
tude et  la  latitude  observées,  et  calculées  d'après  nos  formules, 
donneront  deux  équations  de  condition  entre  les  corrections  des 
éléments  du  mouvement  elliptique  et  des  masses  perturbatrices. 
En  formant  ainsi  un  grand  nombre  d'équations  de  condition,  on 
en  conclura  les  valeurs  de  ces  corrections,  et  l'on  construira,  au 
moyen  des  formules  corrigées,  des  tables  exactes  du  mouvement 
de  la  planète.  Les  observations  suivantes,  comparées  aux  formules 
primitives,  fourniront  de  nouvelles  équations  de  condition  que 
l'on  ajoutera  aux  premières;  et,  après  un  intervalle  de  temps  assez 
long  pour  avoir  un  grand  nombre  de  ces  nouvelles  équations, 
on  déterminera  de  nouveau,  par  l'ensemble  des  équations  de 
condition  tant  anciennes  que  nouvelles,  les  corrections  des  élé- 
ments elliptiques  et  des  masses,  et  l'on  pourra  former  de  nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  continuant  de 
cette  manière,  on  perfectionnera  de  plus  en  plus  ces  tables.  Le 
même  procédé  pourra  servir  à  perfectionner  les  tables  des  satel- 
lites. Ainsi  les  travaux  des  astronomes,  en  s'ajoutant  sans  cesse 
à  ceux  des  astronomes  précédents,  donneront  enfin  le  plus  haut 
degré  de  précision  aux  tables  astronomiques  et  aux  valeurs  des 
éléments  dont  elles  dépendent. 
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SUPPLÉMENT 


AU  DIXIEME  LIVRE 


DU  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE 


SUR  L'ACTION  CAPILLAIRE. 


J'ai  considéré,  dans  le  dixième  livre  de  cet  ouvrage,  les  phéno- 
mènes dus  à  Faction  réfringente  des  corps  sur  la  lumière.  Cette 
force  est  le  résultat  de  l'attraction  de  leurs  molécules;  mais  la  loi 
de  cette  attraction  ne  peut  pas  être  déterminée  par  ces  phéno- 
mènes, qui  ne  Tassujettissent  qu  à  la  condition  d'être  insensible 
à  des  distances  sensibles.  Toutes  les  lois  d'attraction  dans  les- 
quelles cette  condition  est  remplie  satisfont  également  aux  divers 
phénomènes  de  réfraction  indiqués  par  l'expérience,  et  dont  le 
principal  est  le  rapport  constant  du  sinus  de  réfraction  au  sinus 
d'incidence,  dans  le  passage  de  la  lumière  à  travers  les  corps 
diaphanes.  On  n'a  réussi  que  dans  ce  cas  à  soumettre  ce  genre 
d'attractions  à  une  analyse  exacte.  Je  vais  offrir  ici  aux  géomètres 
un  second  cas  plus  remarquable  encore  que  le  précédent  par  la 
variété  et  par  la  singularité  des  phénomènes  qui  en  dépendent, 
et  dont  l'analyse  est  susceptible  de  la  même  exactitude  :  c'est  le 
cas  de  l'action  capillaire.  Les  effets  du  pouvoir  r  "*  '       ^t  se  rap- 
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portent  à  la  dynamique  et  à  la  théorie  des  projectiles;  ceux  de 
l'action  capillaire  se  rapportent  à  Thydrostatique  ou  à  Téquilibre 
des  fluides,  qu'elle  soulève  ou  qu'elle  déprime  suivant  des  lois 
que  je  me  propose  d'expliquer. 

Clairaut  est  le  premier,  et  jusqu'à  présent  le  seul,  qui  ait  sou- 
mis à  un  calcul  rigoureux  les  phénomènes  des  tubes  capillaires, 
dans  son  Traité  sur  la  figure  de  la  terre.  Après  avoir  fait  sentir, 
par  des  raisonnements  qui  s'appliquent  également  à  tous  les  sys- 
tèmes connus,  le  vague  et  l'insuffisance  de  celui  de  Jurin,  il 
analyse  avec  exactitude  toutes  les  forces  qui  peuvent  concourir  à 
élever  l'eau  dans  un  tube  de  verre.  Mais  sa  théorie,  exposée  avec 
l'élégance  qui  caractérise  son  bel  ouvrage,  laisse  à  désirer  l'ex- 
plication de  la  loi  de  cette  ascension  qui,  d'après  Texpérience, 
est  en  raison  inverse  du  diamètre  du  tube.  Ce  grand  géomètre 
se  contente  d'obseiTcr  qu'il  doit  y  avoir  une  infinité  de  lois 
d'attraction  qui,  substituées  dans  ses  formules,  donnent  ce  ré- 
sultat. La  connaissance  de  ces  lois  est  cependant  le  point  le 
plus  délicat  et  le  plus  important  de  cette  théorie;  elle  est  indis- 
pensable pour  lier  entre  eux  les  divers  phénomènes  capillaires, 
et  Clairaut  en  eût  lui-même  reconnu  la  nécessité  s'il  eût  voulu, 
par  exemple,  passer  des  tubes  aux  espaces  capillaires  renfermés 
entre  des  plans  parallèles,  et  déduire  de  l'analyse  le  rapport  d'é- 
galité que  l'expérience  indique  entre  l'ascension  du  fluide  dans 
un  tube  cylindrique,  et  son  ascension  entre  deux  plans  parallèles 
dont  la  distance  mutuelle  est  égale  au  demi-diamètre  du  tube;  ce 
que  personne  n'a  encore  tenté  d'expliquer.  J'ai  cherché,  il  y  a 
longtemps,  à  déterminer  les  lois  d'attraction  qui  représentent  ces 
phénomènes;  de  nouvelles  recherches  m'ont  enfin  conduit  à  faire 
voir  qu'ils  sont  tous  représentés  par  les  mêmes  lois  qui  satisfont 
aux  phénomènes  de  la  réfraction,  c'est-à-dire  par  les  lois  dans 
lesquelles  l'attraction  n'est  sensible  qu'à  des  distances  insensibles, 
et  il  en  résulte  une  théorie  complète  de  l'action  capillaire. 
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Ciairaut  suppose  que  Taction  d'un  tube  capillaire  peut  être 
sensible  sur  la  colonne  infiniment  étroite  de  fluide  qui  passe  par 
Taxe  du  tube.  Je  m'écarte  en  cela  de  son  opinion,  et  je  pense, 
avec  Hauksbée  et  beaucoup  d'autres  physiciens,  que  l'action  ca- 
pillaire, comme  la  force  réfringente,  et  toutes  les  affinités  chi- 
miques, n'est  sensible  qu'à  des  distances  imperceptibles.  Hauksbée 
a  observé  que  dans  les  tubes  de  verre  ou  très-minces,  ou  très- 
épais,  l'eau  s'élevait  à  la  même  hauteur  toutes  les  fois  que  les 
diamètres  intérieurs  étaient  les  mêmes.  Les  couches  cylindriques 
du  verre,  qui  sont  à  une  distance  sensible  de  la  surface  inté- 
rieure, ne  contribuent  donc  point  à  l'ascension  de  l'eau,  quoique 
dans  chacune  d'elles  prise  séparément  ce  fluide  doive  s'élever 
au-dessus  du  niveau.  Ce  n'est  point  l'interposition  des  couches 
qu'elles  embrassent  qui  arrête  leur  action  sur  l'eau;  car  il  est 
naturel  de  penser  que  les  attractions  capillaires  se  transmettent 
à  travers  les  corps,  ainsi  que  la  pesanteur:  cette  action  ne  dis- 
paraît donc  qu'à  raison  de  la  distance  du  fluide  à  ces  couches; 
d'où  il  suit  que  l'attraction  du  verre  sur  l'eau  n'est  sensible  qu'à 
des  distances  insensibles. 

En  partant  de  ce  principe,  je  détermine  l'action  d'une  masse 
fluide,  terminée  par  une  portion  de  surface  sphérique  concave 
ou  convexe,  sur  une  colonne  fluide  intérieure  renfermée  dans  un 
canal  infiniment  étroit,  dirigé  vers  le  centre  de  cette  surface.  Par 
cette  action  j'entends  la  pression  que  le  fluide  renfermé  dans  le 
canal  exercerait,  en  vertu  de  l'attraction  de  la  masse  entière,  sur 
une  base  plane  située  dans  l'intérieur  du  canal ,  perpendiculaire- 
ment à  ses  côtés,  à  une  distance  quelconque  sensible  de  la  sur- 
face, cette  base  étant  prise  pour  unité.  Je  fais  voir  que  cette 
action  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  si  la  surface  était  plane; 
plus  petite,  si  la  surface  est  concave;  plus  grande,  si  la  surface 
est  convexe.  Son  expression  analytique  est  composée  de  deux 
termes:  le  premier,  beaucoup  plus  grand  que  le  second,  exprime 
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raclion  de  la  masse  terminée  par  une  surface  plane;  et  je  pense 
que  de  ce  terme  dépendent,  la  suspension  du  mercure  dans  un 
tube  de  baromètre  à  une  hauteur  deux  ou  trois  fois  plus  grande 
que  celle  qui  est  due  à  la  pression  de  l'atmosphère,  le  pouvoir 
réfringent  des  corps  diaphanes,  la  cohésion,  et  généralement  les 
affinités  chimiques  ;  le  second  terme  exprime  la  partie  de  l'action 
due  à  la  sphéricité  de  la  surface,  c est-à-dire  l'action  du  ménisque 
compris  entre  cette  surface  et  le  plan  qui  la  touche.  Cette  action 
s'ajoute  à  la  précédente,  ou  s'en  retranche,  suivant  que  la  sur- 
face est  convexe  ou  concave.  Elle  est  réciproque  au  rayon  de  la 
surface  sphérique  :  il  est  visible  en  effet  que  plus  ce  rayon  est 
petit,  plus  le  ménisque  est  considérable  près  du  point  de  con- 
tingence. C'est  à  ce  second  terme  qu'est  due  l'action  capillaire, 
qui  diffère  ainsi  des  affinités  chimiques  représentées  par  le  pre- 
mier terme. 

De  ces  résultats  relatifs  aux  corps  terminés  par  des  segments 
sensibles  de  surface  sphérîque,  je  conclus  ce  théorème  général  : 
«  Dans  toutes  les  lois  qui  rendent  l'attraction  insensible  à  des 
distances  sensibles,  l'action  d'un  corps  terminé  par  une  surface 
courbe  sur  un  canal  intérieur  infiniment  étroit,  perpendiculaire 
à  cette  surface  dans  un  point  quelconque,  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  actions  sur  le  même  canal,  de  deux  sphères  qui  au- 
raient pour  rayons  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons 
osculateurs  de  la  surface  à  ce  point.  »  Au  moyen  de  ce  théorème 
et  des  lois  de  l'équilibre  des  fluides,  on  peut  déterminer  la  figure 
que  doit  prendre  une  masse  fluide  et  animée  par  la  pesanteur,  et 
renfermée  dans  un  vase  d'une  figure  donnée.  On  est  conduit  à 
une  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  dont 
l'intégrale  se  refuse  à  toutes  les  méthodes  connues.  Si  la  figure 
est  de  révolution ,  cette  équation  se  réduit  aux  différences  ordi- 
naires, et  l'on  peut  l'intégrer  d'une  manière  fort  approchée, 
lorsque  la  surface  est  très -petite.  Je  fais  voir  ainsi  que,  dans  les 
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tubes  très-étroits,  la  surface  du  fluide  approche  d'autant  plus 
de  celle  d*un  segment  sphérique ,  que  le  diamètre  du  tube  est 
plus  petit.  Si  ces  segments  sont  semblables  dans  divers  tubes 
de  même  matière,  les  rayons  de  leurs  surfaces  seront  en  raison 
inverse  du  diamètre  des  tubes.  Or  cette  similitude  des  segments 
sphériques  paraîtra  évidente,  si  l'on  considère  que  la  distance  où 
l'action  du  tube  cesse  d'être  sensible  est  imperceptible  ;  en  sorte 
que,  si  par  le  moyen  d'un  très -fort  microscope  on  parvenait 
à  la  faire  paraître  égale  à  un  millimètre ,  il  est  vraisemblable  que 
le  même  pouvoir  amplifiant  donnerait  au  diamètre  du  tube  une 
grandeur  apparente  de  plusieurs  mètres.  La  surface  du  tube  peut 
donc  être  considérée  comme  étant  plane,  à  très-peu  près,  dans 
un  rayon  égal  à  celui  de  sa  sphère  d'activité  sensible  :  le  fluide , 
dans  cet  intervalle,  s'abaissera  donc  ou  s'élèvera,  depuis  cette 
surface,  à  très-peu  près  comme  si  elle  était  plane.  Au  delà,  ce 
fluide  n'étant  plus  soumis  sensiblement  qu'à  la  pesanteur  et  à 
son  action  sur  lui-même ,  sa  surface  sera  à  peu  près  celle  d'un 
segment  sphérique  dont  les  plans  extrêmes,  étant  ceux  de 
la  surface  fluide  aux  limites  de  la  sphère  d'activité  sensible  du 
tube ,  seront  à  très-peu  près ,  dans  les  divers  tubes ,  également 
inclinés  à  leurs  parois  ;  d'où  il  suit  que  tous  ces  segments  seront 
semblables. 

Le  rapprochement  de  ces  résultats  donne  la  vraie  cause  de 
l'ascension  ou  de  l'abaissement  des  fluides  dans  les  tubes  capil- 
laires en  raison  inverse  de  leurs  diamètres.  Si,  par  l'axe  d'un  tube 
de  verre,  on  conçoit  un  canal  infiniment  étroit  qui,  se  recour- 
bant un  peu  au-dessous  du  tube,  aille  aboutir  à  la  surface  plane 
et  horizontale  de  l'eau  d'un  vase  dans  lequel  l'extrémité  inférieure 
du  tube  est  plongée  ;  l'action  de  l'eau  du  tube  sur  ce  canal  sera 
moindre,  à  raison  de  la  concavité  de  sa  surface,  que  l'action  de 
l'eau  du  vase  sur  le  même  canal  ;  le  fluide  doit  donc  s'élever  dans 
le  tube ,  pour  compenser  cette  difiérence  ;  et  comme  elle  est ,  par 
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ce  qui  précède,  en  raison  inverse  du  diamètre  du  tube,  Télé- 
vation  du  fluide  au-dessus  de  son  niveau  doit  suivre  le  même 
rapport. 

Si  la  surface  du  fluide  intérieur  est  convexe,  ce  qui  a  lieu  pour 
le  mercure  dans  un  tube  de  verre,  Taction  de  ce  fluide  sur  le 
canal  sera  plus  grande  que  celle  du  fluide  du  vase  ;  le  fluide  doit 
donc  s'abaisser  dans  le  tube,  en  raison  de  cette  difi^érence,  et  par 
conséquent  en  raison  inverse  du  diamètre  du  tube. 

Ainsi  l'attraction  des  tubes  capillaires  n  a  d'influence  sur  l'élé- 
vation ou  sur  l'abaissement  des  fluides  qu'ils  renferment ,  qu'en 
déterminant  l'inclinaison  des  premiers  plans  de  la  surface  du 
fluide  intérieur,  extrêmement  voisins  des  parois  «du  tube;  incli- 
naison dont  dépend  là  concavité  ou  la  conveuté  de  cette  surface, 
et  la  grandeur  de  son  rayon.  Le  frottement  du  fluide  contre  ces 
parois  peut  augmenter  ou  diminuer  un  peu  la  courbure  de  sa 
surface  :  le  baromètre  en  ofire  des  exemples  journaliers;  alors  les 
efiets  capillaires  augmentent  ou  diminuent  dans  le  même  rap- 
port. Ces  eflets  s'accroissent  d'une  manière  très -sensible  parle 
concours  des  forces  dues  à  la  concavité  et  à  la  convexité  des  sur- 
faces. On  verra,  dans  la  suite,  que  l'on  peut  ainsi  élever  l'eau 
dans  les  tubes  capillaires  à  une  plus  grande  hauteur  au-dessus 
de  son  niveau  que  lorsqu'on  les  plonge  dans  un  vase  rempli  de 
ce  fluide. 

L'équation  difiiérentielle  de  la  surface  des  fluides  renfermés 
dans  des  espaces  capillaires  de  révolution  conduit  à  ce  résultat 
général,  savoir,  que  si  dans  un  tube  cylindrique  on  introduit  un 
cylindre  qui  ait  le  même  axe  que  le  tube,  et  qui  soit  tel  que  l'es*^ 
pace  compris  entre  sa  surface  et  la  surface  intérieure  du  tube  ait 
très-peu  de  largeur,  le  fluide  s'élèvera,  dans  cet  espace,  à  la  même 
hauteur  que  dans  un  tube  dont  le  rayon  est  égal  à  cette  largeur. 
Si  l'on  suppose  les  rayons  dU  tube  et  du  cylindre  infinis ,  on  a  le 
cas  du  fluide  renfermé  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles 
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très^proches  Tun  de  Tautre^  Le.  résultat  précédent  est  vérifié  à 
cette  limite  par  des  expériences  faites  autrefois  en  présence  de  la 
Société  royale  de  Londres,  et  sous  les  yeux  de  Newton,  qui  les 
a  citées  dans  son  Optique  :  ouvrage  admirable,  dans  lequel  ce 
profond  génie  a  jeté  en  avant  de  son  siècle  un  grand  nombre  de 
vues  originales,  que  la  chimie  moderne  a  confirmées.  M.  Haûy  a 
bien  voulu  faire ,  à  ma  prière ,  quelques  expériences  vers  l'autre 
limite ,  c  est-à-dire  en  employant  des  tubes  et  des  cylindres  d*un 
très-^petit  diamètre ,  et  il  a  trouvé  le  résultat  précédent  aussi  exact 
à  cette  limite  qu'à  la  première. 

Les  phénomènes  que  présente  une  goutte  fluide  en  mouve- 
ment ou  suspendue  en  équilibre,  soit  dans  un  tube  capillaire 
conique,  soit  entre  deux  plans  très -peu  inclinés  l'un  à  l'autre, 
sont  très-propres  à  vérifier  notre  théorie.  Une  petite  colonne  d'eau 
dans  un  tube  conique  ouvert  par  ses  deux  extrémités  et  main- 
tenu horizontalement ,  se  porte  vers  le  sommet  du  tube  ;  et  l'on 
voit  que  cela  doit  être.  En  efiet,  la  surface  de  la  colonne  fluide 
est  concave  à  ses  deux  extrémités  ;  mais  le  rayon  de  cette  surface 
est  plus  petit  du  côté  du  sommet  que  du  côté  de  la  base  ;  l'action 
du  fluide  sur  lui-même  est  donc  moindre  du  côté  du  sommet,  et 
par  conséquent  la  colonne  doit  tendre  vers  ce  côté.  Si  la  colonne 
fluide  est  de  mercure,  alors  sa  surface  est  convexe,  et  son  rayon 
est  moindre  encore  vers  le  sommet  que  vers  la  base;  mais,  à  rai- 
son de  sa  convexité.  Faction  du  fluide  sur  lui-même  est  plus 
grande  vers  le  sommet ,  et  la  colonne  doit  se  porter  vers  la  base 
du  tube. 

On  peut  balancer  cette  action  par  le  propre  poids  de  la  co- 
lonne, et  la  tenir  suspendue  en  équilibre,  en  inclinant  l'axe  du 
tube  à  l'horizon.  Un  calcul  fort  simple  fait  voir  que  si  la  longueur 
de  la  colonne  est  peu  considérable ,  le  sinus  de  l'inclinaison  de 
Taxe  est  alors  à  peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance du  milieu  de  la  colonne  au  sommet  du  cône;  ce  *  u 
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semblabiement  si  Ton  place  une  goutte  fluide  entre  deux  plans 
qui  forment  entre  eux  un  très  -  petit  angle ,  en  se  touchant  par 
leurs  bords  horizontaux.  Ces  résultats  sont  entièrement  conformes 
à  l'expérience ,  comme  on  peut  le  voir  dans  l'Optique  de  Newton 
(question  3i).  Ce  grand  géomètre  a  essayé  de  les  expliquer;  son 
explication ,  comparée  à  celle  que  nous  venons  de  donner,  fait 
ressortir  les  avantages  d'une  théorie  mathématique  et  précise. 

Le  calcul  nous  apprend  encore  que  le  sinus  de  l'inclinaison  de 
l'axe  du  cône  à  l'horizon  est  alors  à  peu  près  égal  à  une  fraction 
dont  le  dénominateur  est  la  distance  du  milieu  de  la  goutte  au 
sommet  du  cône,  et  dont  le  numérateur  est  la  hauteur  à  laquelle 
le  fluide  s'élèverait  dans  un  tube  cylindrique  dont  le  diamètre 
serait  celui  du  cône  au  milieu  de  la  colonne.  Si  les  deux  plans 
qui  renferment  une  goutte  du  même  fluide  forment  entre  eux  un 
angle  égal  à  l'angle  formé  par  l'axe  du  cône  et  ses  côtés ,  l'incli- 
naison à  l'horizon  du  plan  qui  divise  également  l'angle  formé  par 
les  plans  doit  être  la  même  que  celle  de  l'axe  du  cône,  pour  que 
la  goutte  reste  en  équilibre.  Hauksbée  a  fait  avec  un  très-grand 
soin  une  expérience  de  ce  genre,  que  je  rapporte  ici  en  la  com- 
parant au  théorème  précédent;  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  les  résultats  de  cette  expérience  et  ce  théorème  en  est  une 
preuve  incontestable. 

La  théorie  donne  l'explication  et  la  mesure  d'un  phénomène 
singulier  qu'ofire  l'expérience  :  soit  que  le  fluide  s'élève  ou  s'a- 
baisse entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  plongeant  dans  ce 
fluide  par  leurs  extrémités  inférieures,  ces  plans  tendent  à  se  rap- 
procher. L'analyse  nous  montre  que  si  le  fluide  s'élève  entre  eux, 
chaque  plan  éprouve  du  dehors  en  dedans  une  pression  égale  à 
celle  d'une  colonne  du  même  fluide ,  dont  la  hauteur  serait  la 
moitié  de  la  somme  des  élévations  au-dessus  du  niveau,  des  points 
de  contact  des  surfaces  intérieures  et  extérieures  du  fluide  avec 
le  plan ,  et  dont  la  base  serait  la  partie  du  plan  comprise  entre 
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les  deux  lignes  horizontales  menées  par  ces  points.  Si  le  fluide 
s'abaisse  entre  les  plans ,  chacun  d'eux  éprouve  pareillement  du 
dehors  en  dedans  une  pression  égale  à  celle  d'une  colonne  du 
même  fluide,  dont  la  hauteur  serait  la  moitié  de  la  somme  des 
abaissements  au  -  dessous  du  niveau ,  des  points  de  contact  des 
surfaces  intérieures  et  extérieures  du  fluide  avec  le  plan,  et  dont 
la  base  serait  la  partie  du  plan  comprise  entre  les  deux  lignes 
horizontales  menées  par  ces  points. 

Les  physiciens  n'ayant  considéré  jusqu'ici  la  concavité  et  la 
convexité  des  surfaces  des  fluides  dans  les  espaces  capillaires  que 
comme  un  effet  secondaire  de  la  capillarité,  et  non  comme  la 
principale  cause  de  ce  genre  de  phénomènes,  ils  ont  mis  peu 
d'importance  à  déterminer  la  courbure  de  ces  surfaces.  Mais  la 
théorie  précédente  faisant  dépendre  principalement  de  cette  cour- 
bure tous  ces  phénomènes,  il  devient  intéressant  de  la  détermi- 
ner. Plusieurs  expériences  faites  avec  beaucoup  de  précision  par 
M.  Haûy  indiquent  que  dans  les  tubes  de  verre,  capillaires  et 
d'un  très-petit  diamètre,  la  surface  concave  de  l'eau  et  des  huiles, 
et  la  surface  convexe  du  mercure,  difierent  très-peu  de  celle  d'une 
demi- sphère. 

Glairaut  a  fait  cette  singulière  remarque ,  savoir,  que  si  la  loi 
de  l'attraction  de  la  matière  du  tube  sur  le  fluide  ne  diffère  que 
par  son  intensité  de  la  loi  de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même, 
le  fluide  s'élèvera  au-dessus  du  niveau  tant  que  l'intensité  de  la 
première  de  ces  attractions  surpassera  la  moitié  de  l'intensité  de 
la  seconde.  Si  elle  en  est  exactement  la  moitié ,  il  est  facile  de 
s'assurer  que  la  surface  du  fluide  dans  le  tube  sera  horizontale , 
et  qu'il  ne  s'élèvera  pas  au-dessus  du  niveau.  Si  ces  deux  inten- 
sités sont  égales ,  la  surface  du  fluide  dans  le  tube  sera  concave 
et  celle  d'une  demi -sphère,  et  il  y  aura  élévation  du  fluide.  Si 
l'intensité  de  l'attraction  du  tube  est  nulle  ou  insensible ,  la  sur- 
face du  fluide  dans  le  tube  sera  co'^'*'"*'*  -^^  celle  d'une  demi- 
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sphère  :  il  y  aura  dépression  du  fluide.  Entre  ces  deux  limites , 
la  surface  du  fluide  sera  celle  d'un  segment  sphérique,  et  elle 
sera  concave  ou  convexe,  suivant  que  Tintensité  de  Tattrac^ 
tion  de  la  matière  du  tube  sur  le  fluide  sera  plus  grande  ou 
plus  petite  que  la  moitié  de  celle  de  lattraction  du  fluide  sur 
lui-même. 

Si  l'intensité  de  lattraction  du  tube  sur  le  fluide  surpasse  celle 
de  lattraction  du  fluide  sur  lui-même,  il  me  parait  vraisemblable 
qu  alors  le  fluide,  en  s'attachant  au  tube,  forme  un  tube  intérieur 
qui  seul  élève  le  fluide  dont  la  surface  est  concave  et  celle  d'une 
demi-iSphère.  On  peut  conjecturer  avec  vraisemblance  que  ce  cas 
est  celui  de  l'eau  et  des  huiles,  dans  les  tubes  de  verre. 

Les  fluides  qui  s'élèvent  entre  des  plans  verticaux  formant 
entre  eux  de  très-petits  angles,  ou  qui  s'écoulent  par  des  siphons 
capillaires,  présentent  divers  phénomènes  qui  sont  autant  de  co- 
rollaires de  ma  théorie.  En  général ,  si  Ton  se  donne  la  peine  de 
la  comparer  aux  nombreuses  expériences  des  physiciens  sur  l'ac- 
tion capillaire,  on  verra  que  les  résultats  obtenus  dans  ces  ex- 
périences, lorsqu'elles  ont  été  faites  avec  les  précautions  con- 
venables, s'en  déduisent,  non  par  des  considérations  vagues  et 
toujours  incertaines ,  mais  par  une  suite  de  raisonnements  géor> 
métriques  qui  me  paraissent  ne  laisser  aucun  doute  sur  la  vérité 
de  cette  théorie.  Je  désire  que  cette  application  de  l'analyse  à 
l'un  des  objets  les  plus  curieux  de  la  physique  puisse  intéresser 
les  géomètres,  et  les  exciter  à  multiplier  de  plus  en  plus  ces  ap- 
plications, qui  joignent  à  l'avantage  d'assurer  les  théories  phy- 
siques, celui  de  perfectionner  l'analyse  elle-même,  en  exigeant 
souvent  de  nouveaux  artifices  de  calcul. 


SUPPLEMENT  AU  LIVRE  DIXIÈME.  399 


PREMIÈRE  SECTION. 

THEORIE  DE  L'ACTION  CAPILLAIRE. 

1.  Considérons  un  vase  ÂBCD  [Jig.  i),  plein  d'eau  jusqu en 
AB,  et  concevons  un  tube  capillaire  de  verre,  NMEF,  ouvert  par 
ses  deux  extrémités ,  et  plongeant  dans  le  vase  par  son  extrémité 
inférieure  :  l'eau  s'élèvera  dans  le  tube  jusqu'en  0,  et  sa  surface 
prendra  la  figure  concave  NOM,  0  étant  le  point  le  plus  bas  de 
cette  surface,  Imaginons  par  ce  point  et  par  l'axe  du  tube,  un 
filet  d'eau  renfermé  dans  un  canal  infiniment  étroit  OZRV;  il  est 
clair,  d'après  le  principe  que  nous  venons  d'exposer  sur  le  peu 
d'étendue  des  attractions  capillaires,  que  l'action  de  l'eau  infé- 
rieure à  l'horizontale  lOK  sera  la  même  sur  la  colonne  OZ  que 
l'action  du  vase  sur  la  colonne  VR.  Mais  le  ménisque  MIOKN 
agira  sur  la  colonne  OZ  de  bas  en  haut ,  et  tendra  par  consé- 
quent à  soulever  le  fluide.  Ainsi,  dans  l'état  d'équilibre,  l'eau  du 
canal  OZilK devra  être  plus  élevée  dans  le  tube  que  dans  le  vase, 
pour  compenser  par  son  poids  cette  action  du  ménisque. 

La  loi  de  cette  ascension  dans  les  tubes  de  différents  diamètres 
dépend  de  l'attraction  du  ménisque;  et  ici,  comme  dans  la  théo- 
rie de  la  figure  des  planètes ,  il  y  a  une  dépendance  réciproque  de 
la  figure  et  de  l'attraction  du  corps ,  qui  rend  leur  détermination 
difficile.  Pour  y  parvenir,  nous  allons  considérer  l'action  d'un 
corps  de  figure  quelconque  sur  une  colonne  fluide  renfermée 
dans  un  canal  infiniment  étroit  perpendiculaire  à  sa  surface ,  et 
dont  nous  prendrons  la  base  pour  unité. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  soit  une  sphère ,  et  détermi- 
nons son  action  sur  le  fluide  renfermé  dans  un  canal  extérieur 
perpendiculaire  à  sa  surface.  Reprenons  pour  cela  l'analyse  que 
nous  avons  donnée  dans  le  n®  1 2  du  second  liv»^  f^t  r  la  dis- 
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tance  du  point  attiré ,  au  centre  d'une  couche  sphérique  dont  u 
est  le  rayon  et  du  l'épaisseur.  Soit  encore  0  l'angle  que  le  rayon  s 
fait  avec  la  droite  r,  et  «  l'angle  que  le  plan  qui  passe  par  les  deux 
droites  r  et  n  fait  avec  un  plan  fixe  passant  par  la  droite  r  :  l'élé- 
ment de  la  couche  sphérique  sera  u^dn.dTS.dB.  sin.0.  Si  l'on  nomme 
ensuite  y*  la  distance  de  cet  élément  au  point  attiré  que  nous  sup- 
poserons extérieur  à  la  couche,  nous  aurons 

f*=r* — 2  ru. COS. 0 H- tt". 

Représentons  par  (p  (/)  la  loi  de  l'attraction  à  la  distance  y,  attrac- 
tion qui,  dans  le  cas  présent,  est  insensible  lorsque/  a  une 
valeur  sensible;  l'action  de  l'élément  de  la  couche  sur  le  point 
attiré,  décomposée  parallèlement  à  r,  et  dirigée  vers  le  centre 
de  la  couche,  sera 


u^du . d^ . dd .  sin.O .^ — o^cos^   ^  ^j^ 


f 


On  a 


ce  qui  donne  à  la  quantité  précédente  cette  forme 

u^du . d^ . dd . sin. 0 .( -J'Y  <p  [f).  (a) 

Désignons  par  c — H  (y),  l'intégrale  fdf.  (p  [f)  prise  depuis/=o, 
c  étant  la  valeur  de  cette  intégrale,  lorsque/ est  infini  :  H  [f)  sera 
une  quantité  positive  qui  décroît  avec  une  extrême  rapidité,  de 
manière  à  devenir  insensible,  lorsque /a  une  valeur  sensible.  La 
quantité  précédente  (a)  sera  le  coefficient  de  dr  dans  la  diflFéren- 
tielle  prise  par  rapport  à  r,  de  la  fonction 

u* du . d^ . d 0 . sm.O .\c  —  Il  (/)}; 
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et  par  conséquent  elle  sera  le  coefficient  de  dr,  dans  la  différen- 
tielle de  la  fonction 

—  u^du.d^.dd.sin.O.U  [f). 

Pour  étendre  cette  fonction  à  la  couche  entière,  il  faut  d'abord 
l'intégrer  relativement  à  «,  depuis  «=o  jusqu'à  «=2ir,  ir 
étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon;  et  alors  elle 
devient 

—  2ir.u*du.dd.s\n.0.U[f). 

11  faut  ensuite  intégrer  cette  dernière  fonction,  depuis  0=o  jus- 
qu'à 0=Tr.  On  a,  en  di£Pérentiant  la  valeur  précédente  de/*  par 
rapport  à  6, 


dO.sin.S 


fàf. 


ru 

et  par  conséquent 

—  a^,tf(/a./(/e.sin.e.n{/)  =  — 2ir.^.//rf/.n(/). 

Représentons  encore  l'intégrale  ffdf.  H  [f)  par  c — '¥{f)yC  étant 
la  valeur  de  cette  intégrale,  lorsque /est  infini;  '*'(/)  sera  encore 
une  quantité  positive  qui  décroît  avec  une  extrême  rapidité.  On 
aura,  en  observant  que  l'intégrale  doit  être  prise  depub  0=0  jus- 
qu'à 0=Tt,  et  qu'à  ces  deux  points, y=r — u,  et/=r-+-a, 

—  2it.ifduJde.sm.e.U{fj=  —  ^^^^.\^ 

En  différentiant  cette  fonction  par  rapport  à  r,  le  coefficient  de 
dr  donnera  l'attraction  de  la  couche  sur  le  point  attiré;  mais  si 
l'on  veut  avoir  l'action  de  la  couche  sur  une  colonne  fluide  diri- 
gée suivant  r,  et  dont  l'extrémité  la  plus  voisine  du  centre  de  la 
couche  soit  à  la  distance  6  de  ce  centre,  il  faut  multiplier  ce  coef- 
ficient par  dr,  et  prendre  l'intégrale  du  produit;  ce  qui  redonne 
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la  fonction  précédente  elle-même,  à  laquelle  il  ùmi  ajouter  une 
constante  que  Ton  doit  déterminer  de  manière  que  Tintégrsde 
commence  lorsque  r=b.  On  aura  ainsi  pour  cette  intégrale, 

j-^.ji|r(r— «)— Y(r+a)(. 

Maintenant '♦'(è-j-n)  est  une  quantité  toujours  insensible,  lorsque 
h  a  une  valeur  sensible;  et  si,  comme  nous  le  supposerons,  r,  à 
l'extrémité  de  la  colonne  la  plus  éloignée  du  centre  de  la  couche , 
surpasse  h  d^une  quantité  sensible,  'V[r — u)  sera  insensible,  et 
à  plus  forte  raison  '♦'(r-hu);  la  fonction  précédente  se  réduira 
donc  à  celle-ci  : 

qui,  par  conséquent,  exprimera  l'action  de  la  couche  sur  le  fluide 
renfermé  dans  un  canal  infiniment  étroit»  dirigé  suivant  r,  et 
dont  l'extrémité  la  plus  voisine  du  centre  de  la  couche  en  est 
distante  de  la  quantité  6.  Cette  action  est  évidemment  la  pression 
que  ce  fluide  exercerait,  en  vertu  de  l'attraction  de  la  couche,  sur 
une  base  plane  placée  à  cette  extrémité  dans  l'intérieur  du  ca- 
nal, perpendiculairement  à  sa  direction,  cette  base  étant  prise 
pour  unité. 

Pour  avoir  l'action  de  la  sphère  entière  dont  le  rayon  est  h , 
supposons  h — o=z;  cette  action  sera  égale  à  l'intégrale 


ff.jfcfi.i^.  ■*.(,), 


prise  depuis  2  =  0  jusqu'à  zr=.h.   Soit   donc  K  f intégrale 
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2ir.fdT.'¥{z)  prise  dans  ces  limites,  et  H  l'intégrale  7tt.fzdz.'¥{zj 
prise  dans  les  mêmes  limites;  l'action  précédente  deviendra 

On  doit  observer  ici  que  K  et  H  peuvent  être  considérés  comme 
étant  indépendants  de  b;  car  "*"  (2)  n'étant  sensible  qu'à  des  dis- 
tances insensibles,  il  est  indlETérent  de  prendre  les  intégrales 
précédentes,  depuis z=o  jusqu'à  z:^b,  ou  depuis  z=o  jusqu'à 
z  infini;  en  sorte  qu'on  peut  supposer  que  K  el  H  répondent  à 
ces  dernières  limites. 

On  doit  observer  encore  que  -r-  est  considérablement  plus  petit 
que  K,  parce  que  la  différentielle  de  son  expression  est  la  diffé- 
rentielle de  l'expression  de  K,  multipliée  par  t^;  ainsi  le  facteur 
T(z)  de  ces  différentielles  n'étant  sensible  que  pour  des  valeurs 
insensibles  de  t.  l'intégrale  y  doit  être  considérablement  plus 
petite  que  l'intégrale  K. 

L'action  de  la  spbère  entière  sur  la  colonne  fluide  qui  la  touche 

étant  K —  -r-,  cette  quantité  exprimera  encore  l'action  d'un  seg- 
ment sphérique  sensible  que  forme  la  section  de  la  spbère  par 
un  plan  auquel  la  direction  de  la  colonne  est  perpendiculaire, 
car  la  partie  de  la  sphère  située  au  delà  de  ce  plan  étant  à  une 
distance  sensible  de  la  colonne,  son  action  sur  cette  colonne  est 
insensible;  K —  -r-  exprimera  donc,  parcelle  raison,  l'action  iVun 
corps  quelconque  terminé  par  la  surface  ''un  segmenl 

spbérique  dont  le  rayon  es!  b,  sur  une  c(  :  extt^rifTiri! 

et  perpendiculaire  à  cette  surfp 
Dans  l'expression  K j-,  i 


i 


\ 


h 
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miné  par  une  surface  plane,  car  alors  h  étant  infini  le  terme  -r- 

disparait;  ce  dernier  terme  exprime  donc  Faction  du  ménisque 
MIOKN  (fig.  i),  diflFérence  du  segment  sphérique  au  solide  ter- 
miné par  un  plan  tangent,  pour  soulever  la  colonne  OZ ;  ainsi 
cette  action  est  réciproque  au  rayon  h  de  la  surface  MON  sup- 
posée sphérique. 

On  peut  observer  ici  que  la  fonction  K  est  analogue  à  celle 
que  j*ai  désignée  par  la  même  lettre,  dans  la  théorie  des  réfrac- 
tions astronomiques  exposée  dans  le  dixième  livre. 

2.  11  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède  l'action  d'une 
sphère  sur  une  colonne  fluide  intérieure  infiniment  étroite  et  per- 
pendiculaire à  sa  surface.  Concevons  deux  sphères  égales,  MON 
ei  POQ  (fig.  2),  en  contact  au  point  0.  Soit  lOK  un  plan  tan- 
gent à  ces  deux  sphères,  et  05  la  colonne  fluide.  Le  point  q  du 
ménisque  inférieur  lOQPK  agira  sur  la  colonne  OS  pour  la  sou- 
lever. En  efiet,  si  l'on  forme  le  triangle  isocèle  Oqr,  il  est  visible 
que  les  actions  du  point  (j  sur  la  partie  Or  de  la  colonne  se  dé- 
truisent mutuellement;  mais,  par  son  action  sur  rS,  il  tend  à 
soulever  le  fluide,  de  la  même  manière  qu'un  point  q'  semblable- 
ment  placé  dans  le  ménisque  supérieur  lOMNK.  Les  deux  mé- 
nisques agissent  donc  avec  la  même  force  pour  soulever  le  fluide 
de  la  colonne  :  or,  on  a  vu  dans  le  numéro  précédent  que  l'action 

H 
du  ménisque  supérieur,  pour  cet  objet,  est  -r-;  cette  quantité  ex- 
prime donc  pareillement  l'action  du  ménisque  inférieur. 

Maintenant,  l'action  d'une  masse  indéfinie  supérieure  à  OS, 
et  terminée  par  le  plan  lOK,  est  la  même  sur  la  colonne  OS  que 
celle  d*une  masse  inférieure  terminée  par  le  même  plan  ;  car  un 
point  quelconque  r  de  cette  colonne  est  également  attiré  par  les 
deux  masses,  mais  dans  des  directions  contraires,  puisqu'il  est 
en  équilibre  au  milieu  de  ces  attractions.  Ainsi  iT  exprimant,  par 
le  numéro  précédent,  l'action  de  la  masse  supérieure  sur  la  co- 
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ionne  OS,  il  exprimera  aussi  Taction  de  la  masse  inférieure  sur 
cette  colonne,  de  haut  en  bas;  or  cette  action  est  composée  de 
deux  parties,  savoir,  de  celle  de  la  sphère  QOP,  et  de  l'action  du 
ménisque  lOQPK;  en  nommant  donc  5  l'action  de  la  sphère,  et 
en  observant  que  le  ménisque  attire  la  colonne  de  bas  en  haut, 

et  que  son  action  sur  elle  est  -^,  on  aura 


partant 


S=K^j; 


d'où  il  suit  que  l'action  d'un  corps  terminé  par  une  portion  sen- 
sible de  surface  sphérique,  sur  une  colonne  fluide  placée  dans 
son  intérieur  et  perpendiculaire  au  milieu  de  cette  surface ,  est 

représentée  par  K-h  j--. 

Si  la  surface  du  corps,  au  lieu  d'être  convexe,  est  concave, 
comme  dans  la  figure  1 ,  alors  l'action  de  la  masse  MEFN  sur  le 

canal  OZ  sera,  comme  on  vient  de  le  voir,  égale  k  K —  y;  ainsi 

l'action  d'un  corps  terminé  par  une  portion  sensible  de  surface 

sphérique  sera  iSTi  y,  le  signe  -h  ayant  lieu  si  la  surface  est 

convexe,  et  le  signe  — ,  si  elle  est  concave. 

3.  On  peut  maintenant  déterminer  généralement  l'action  d'un 
corps  terminé  par  une  surface  courbe,  sur  une  colonne  fluide 
intérieure  renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit  perpendicu- 
laire à  un  point  quelconque  de  cette  surface.  Si  l'on  conçoit  par 
ce  point  un  ellipsoïde  osculateur,  l'action  de  cet  ellipsoïde  sera 
la  même,  à  très-peu  près,  que  celle  du  solide ,  puisque  cette  action 
étant  supposée  ne  s'étendre  sensiblement  qu'à  des  distances  inr 
sibles,  le  ménisque  difilérence  du  solide  et  de  l'ellipsoïde  n'a 
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d action  sensible  sur  la  colonne,  aux  points  où  ces  deux  corps 
s  écartent  sensiblement  Tun  de  Fautre.  On  a  vu  dans  le  n''  1,  que 

Faction  du  ménisque  qui  fait  la  différence  de  la  sphère  au  solide 

H 
terminé  par  un  plan  tangent  est-r-,  et  qu*el!e  est,  relativement  à 

l'action  K  de  ce  solide ,  de  l'ordre  -r- ,  z  étant  égal  ou  moindre  que  le 

rayon  de  la  sphère  d'action  sensible  du  corps.  Il  est  aisé  de  voir  que, 
par  la  même  raison,  Faction  du  ménisque  qui  fait  la  différence 

de  Fellipsoïde  osculateur  au  corps  sera,  par  rapport  à  Faction  y, 

de  FordreT^,  et  par  conséquent,  qu'elle  peut  être  négligée  re- 

FF 

lativement  à  -r-.  Déterminons  donc  Faction  de  Fellipsoïde  oscu- 
lateur sur  la  colonne.  Un  des  axes  de  cet  ellipsoïde  est  dans  la 
direction  même  de  la  colonne  :  nommons  cet  axe  aa.  Si  Fon  fait 
passer  deux  plans  par  cet  axe  et  par  les  deux  autres  axes  de 
Fellipsoïde,  leurs  sections  donneront  deux  ellipses  qui  auront 
chacune  ia  pour  un  de  leurs  axes.  Nommons  2a  et  id  les  deux 

autres  axes.  Le  rayon  osculateur  de  la  première  ellipse,  au  point 

a'* 
de  contact  du  corps  et  de  Fellipsoïde,  sera  —  ,  et  celui  de  la  se- 

conde,  au  même  point,  sera  —  .  Nommons  &  et  6' ces  deux  rayons 

osculateurs.  Si  par  le  même  point  de  contact  et  par  Faxe  2a,  on 
fait  passer  un  plan  qui  forme  Fangle  0  avec  le  plan  qui  passe  par 
les  deux  axes  2a  et  2  a,  la  section  de  Fellipsoïde  par  ce  nouveau 
plan  sera  une  ellipse  dont  2  a  sera  un  des  axes,  et  dont  Fautre 
axe,  que  nous  désignerons  par  iA,  sera  tel  que 

a».sin*.  e4-a'*.cos*.ô' 

Le  rayon  osculateur  de  cette  ellipse,  au  point  de  contact,  est  — ; 
en  nommant  donc  B  ce  rayon ,  on  aura 


"D  =^- 1  "^  •  sin*.  0  H — ^ .  cos*.  0  }  =  n •  sin*.  ô  -f-  r  cos'.  0. 
D  (  a  ■  a  *  \        b  0 
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L'action  d'une  portion  infiniment  petite  de  l'ellipsoïde  formée 
par  le  plan  qui  passe  par  les  axes  2a  et  2 il,  et  par  un  autre  plan 
faisant  avec  le  premier  l'angle  dS,  et  passant  par  l'axe  2a,  cette 
action,  dis-je,  est  à  très-peu  près  la  même  que  celle  d'une  portion 

semblable  d'une  sphère  dont  le  rayon  serait  B;  ainsi  l'action  de 

H 
cette  sphère  étant,  par  ce  qui  précède,  K'+-  -^,  celle  de  la  por- 

1  (  H  ) 

tion  infiniment  petite  dont  il  s'agit  sera  — .d6.\  jfiTH — ^r  1;  l'action 

^  ^  2n         {  B  ) 

entière  de  l'ellipsoïde  sur  le  canal  sera  donc 

— .  (rfô.l-Sr-+-n-.cos*. 0-+- TT.sin'.  OL 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  0  =  o  jusqu'à  0=  2  tt;  ce  qui 
donne  pour  cette  action 

y-  ■    1    rj  )  *  _i     *  ( 

il.        I  Q    •  XJ«  \      ,  I         "77    [m 

Si  la  surface  est  concave,  il  faut  supposer  h  et  V  négatifs.  Si  elle 
est  en  partie  concave  et  en  partie  convexe,  comme  la  gorge 
d'une  poulie,  il  faut  supposer  positif  le  rayon  osculateur  relatif 
à  la  partie  convexe,  et  négatif  celui  qui  appartient  à  la  partie 
concave. 

En  nommant  B  el  B  les  rayons  osculateurs  des  sections  de  la 
surface  du  corps  par  deux  plans  qui  forment  entre  eux  un  angle 
droit,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

-^  =  -T7 .  sin*.  Q-^  T' cos*.  6; 


d'où  l'on  conclut,  en  changeant  0  en  -  -+-  ^,  ce  qui  change  B  en  F, 

mm 

-H7  =  T7  •  cos".  0  "h  T  •  sin'.  d; 
B         b  b 
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partant, 


1  1  1         1 


L'action  précédente  peut  donc  encore  être  mise  sous  cette  forme, 


c  est-à-dire  que  l'action  d'un  corps  de  figure  quelconque,  sur  le 
fluide  renfermé  dans  un  canal  infiniment  étroit,  perpendiculaire 
à  un  point  quelconque  de  sa  surface,  est  égale  à  la  demi-somme 
des  actions  de  deux  sphères  qui  auraient  pour  rayons,  le  rayon 
osculateur  d'une  section  quelconque  de  la  surface  par  un  plan 
mené  perpendiculairement  à  la  surface  par  ce  point,  et  le  rayon 
osculateur  de  la  section  formée  par  un  plan  perpendiculaire  au 
premier. 

4.  Déterminons  présentement  la  surface  de  l'eau  renfermée  dans 
un  tube  de  figure  quelconque.  On  peut,  comme  on  sait,  employer 
dans  cette  recherche,  ou  le  principe  de  l'équilibre  d'un  canal 
curviligne  aboutissant  par  ses  extrémités  à  deux  points  de  la  sur- 
face ,  ou  le  principe  de  la  perpendicularité  de  la  force  à  la  sur- 
face. Dans  la  question  présente,  le  premier  de  ces  principes  a  un 
grand  avantage  sur  le  second,  en  ce  qu'il  n'exige  que  la  déter- 
mination des  deux  actions  K  et  — ,  l  -r  -i-  -rf) ,  et  même  la  seule 

détermination  de  la  seconde  action ,  la  première  K  disparaissant 
de  l'équation  à  la  surface,  comme  on  le  verra  bientôt.  Quoique 
la  force  qui  produit  cette  seconde  action  soit,  à  la  surface,  in- 
comparablement plus  puissante  que  la  pesanteur;  cependant,  cette 
force  n'agissant  que  dans  un  intervalle  insensible ,  son  action  sur 
une  colonne  fluide  d'une  longueur  sensible  est  comparable  à 
l'action  de  la  pesanteur  sur  cette  colonne.  Mais  si  Ton  voulait 
faire  usage  du  principe  de  la  perpendicularité  de  la  résultante 
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de  toutes  les  forces,  à  la  surface,  il  faudrait  considérer,  non-seu- 
lement les  forces  qui  produisent  les  actions  K  ^t— .(j-H--^), 

forces  qui  doivent  être  perpendiculaires  à  cette  surface,  mais 
encore  la  pesanteur,  et  la  force  qui  résulte  de  l'attraction  du  mé- 
nisque différence  de  l'ellipsoïde  osculateur  et  du  corps;  car  quoi- 
qu'il n'en  résulte  qu'une  action  insensible  sur  une  colonne  fluide , 
parce  que  cette  force  n'agit  sensiblement  que  dans  un  intervalle 
insensible,  cependant  elle  est  du  même  ordre  que  la  pesanteur. 
La  difficulté  d'évaluer  toutes  ces  forces  et  leurs  directions  rend 
donc  ici  le  principe  de  l'équilibre  des  canaux  beaucoup  plus 
commode. 

Soit  donc  0  (fig.  3  )  le  point  le  plus  bas  de  la  surface  AOB  de 
.  l'eau  renfermée  dans  un  tube.  Nommons  z  la  coordonnée  verticale 
OM;  X  et  y,  les  deux  coordonnées  horizontales  d'un  point  quel- 
conque N  de  la  surface.  Soient  R  et  R  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  des  rayons  osculateurs  de  la  surface  à  ce  point. 

R  et  B!  seront  les  deux  racines  de  l'équation 

R\{H-s')-R.yJT^^f+q^ 
équation  dans  laquelle 


(ddz\         _(ddz\       ,  _  {ddz\ 
\dx')'     ^~\dxdy)'  [dy'J 


On  aura  donc 


1,1    {i+q*Y  r—^pq.s  +(i+p*).t 


R'^    H' 


Cela  posé,  si  l'on  conçoit  un  canal  quelconque  infiniment  étroit 
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NSO,  on  doit  avoir,  par  la  loi  de  Téquilibre  du  fluide  renfermé 
dans  ce  canal, 

h  et  V  étant  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs 
de  la  surface  au  point  0,  et  g  étant  la  pesanteur.  En  effet,  fac- 
tion du  fluide  sur  le  canal,  au  point  N,  est,  par  ce  qui  précède, 

K .  Îtt  -+-  Trr};  et  de  plus,  la  hauteur  du  point  N  au-dessus 

du  point  0  est  z.  L'équation  précédente  donne,  en  y  substituant 
pour  77  ^~  -/P  »  s^  valeur. 

Cette  équation  est  aux  diff(érences  partielles  du  second  ordre  :  en 
Tintégrant,  on  aura  deux  fonctions  arbitraires  que  Ton  détermi- 
nera par  féquation  de  la  surface  des  parois  du  tube  dans  lequel 
le  fluide  est  renfermé ,  et  par  Tinclinaison  des  plans  extrêmes  de 
la  surface  du  fluide;  inclinaison  qui,  comme  on  Ta  vu,  doit  être 
la  même  pour  tous  ces  plans. 

Lorsque  la  surface  est  de  révolution  autour  de  Taxe  de  z,  fé- 
quation précédente  se  réduit  aux  difi*érences  ordinaires.  En  efiet 
z  devient  alors  une  fonction  de  ^x'  -hy\  Soit  a=y/a;*-h-y  :  on 
aura 

(dz\ X    dz        /ddz\ x*    ddz         y*    dz 
di)~û'di'     \dF)~^'''dâ^  '^  u*'di' 


(Jd^\^^   dd^_xi   dz 
\dxdy)        a*     (fa*         a'    da' 


(dz\ y   dz       fddz\ 
d^)—a'di'     \dy) 


y*   ddz        X*   dz 
tt"'  du*        u*'  du* 
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L*équation  précédente  devient  ainsi 


ddz  _,}^àzf         dz^\ 
du*         a'da\         du*) 


2gz 2 


w 


car  au  point  0,  b  est  égal  à  b',  lorsque  la  surface  est  de  révolu- 
tion. Dans  le  cas  où  la  surface  est  une  couronne  circulaire,  b  et 

V  étant  inégaux,  j-  exprime  alors  la  somme  des  deux  fractions 

qui,  ayant  Tunité  pour  numérateur,  ont  pour  dénominateurs  le 

plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs,  au  point  le 

plus  bas  de  la  surface.  On  peut  observer  encore  que  dans  Téqua- 

ddz 

tion  (i)  le  terme  j-  représente  -p  ,  R  étant  le  rayon  os- 

(-fer 

culateur  de  la  section  de  la  surface  par  un  plan  passant  par  Taxe 

1    dz 

de  révolution.  Le  terme  — .  représente ■^,  R! étant  lautre 

/       dT*  ^ 

rayon  de  courbure  :  ce  rayon  est  égal  à  la  perpendiculaire  à  la 
surface,  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  Taxe  de  révolution. 

Soit  jj  =a;  on  aura  en  intégrant, 

dz 

du  r         1  U* 


\/ 


dz 
du 


2a.fzndu=  -y-  -h  constante. 


En  faisant  commencer  Tintégrale  fzndu,  avec  u,  la  constante  sera 
nulle.  Soit 


n=ttH fzndu; 

V 

52. 
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TéquâtioD  précédente  donnera 

f  u'da 


Dans  le  cas  de  a  nul ,  on  a  a  =  a  ;  ce  qui  donne 

z=i— y/6*  — tf; 
et  par  conséquent 

La  différentielle  du  second  membre  de  cette  équation  est 

Si  Ton  néglige  les  quantités  de  Tordre  a%  on  peut  changer  a  en  n 
dans  cette  fonction  différentielle.  On  aura  ainsi  en  différentiant 
l'expression  précédente  de  u', 

o  u 

ce  qui  donne 

dz-= ^        — ^H TT-r—Ao'-^IU 


y6._a'^  3tt        (  Y/6«-tt'« 

Soit  u'  =  fe.  sin.0;  on  aura 

—  =d0.sin.0.  (i— a6')H 5— •^®- sm.aO—         • 


COS.  7  0 


i   ùV^ 


ce  qui  donne  en  intégrant 

^  =(1 — aè').(i — cos.0)-4-  ^.(1— cos.2d)-h  -^^.log.cos.|d. 

En  nommant  /  le  demi-diamètre  du  tube,  et  observant  que  ce 
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demi-diamètre  est  à  très-peu  près  égal  à  la  valeur  extrême  de  u, 
parce  que  les  plans  extrêmes  de  la  surface  du  segment  que  nous 
considérons  ne  sont,  comme  on  Ta  vu,  éloignés  du  tube,  que 
dune  quantité  imperceptible;  on  aura  pour  la  valeur  extrême 
de  u,    • 

b^  b^ 

u==l'+-abH — -f-a-y  4--|-a.-T-.cos*.0', 

0'  étant  ici  la  valeur  extrême  de  0,  valeur  qui  est  le  complément 
de  l'angle  que  les  côtés  extrêmes  de  la  courbe  AOB  forment  avec 
les  parois  du  tube.  On  a  ensuite  pour  la  valeur  extrême  de  u, 

u  =  b.sin.O'; 

en  comparant  ces  deux  valeurs  de  u,  on  aura 

, /  ab*l  ,     a.6*  ,  a.  6*.  CCS*.  5' 

*~  ^mT'  "^  ^ÎO"  ~^  rimT  "^■»"      /.sin.Ô'     ' 

ou  à  très-peu  près, 
b  = 


l                al' 

j      «/»       ,    ,  al\cos\e' 

sin.e'    '    làn'.ff 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  extrême  de  z, 

^^/.tang.^».  i-ya.      ^.^,^^       +___  +  _-_.iog.cos.^e. 


et 

1         siu.  6' 


l 


b  II  sin 


in'.e'-V^'S'       sin*.  (9'    )] 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  expressions  de  2;  et  de  -r^  ont  en- 
core lieu,  lorsque  la  surface  du  fluide  est  convexe;  seulement, 
les  z  doivent  alors  être  comptés  de  haut  en  bas,  depuis  le  point 
le  plus  élevé  de  la  surface. 
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5.  Considérons  présentement  le  tube  capillaire  MNFE  (fig.  i). 

L'action  du  ménisque  MIOKN  pour  soulever  le  fluide  du  ca- 

fj 
nal  OZ  est,  par  le  n^  1,  égale  à  y.  Si  Ton  nomme  q  Télévation 

du  point  0  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du  vase  ABCD,  on 
aura,  par  le  même  numéro,  -i-^S^^  ^^  substituant  donc  pour 
^,  sa  valeur  trouvée  dans  le  numéro  précédent,  on  aura,  à  très- 
peu  près, 

_H.sm.B'  l  g/'     /         ^  (i->cos\fl^)\) 

^—       gl      -f       sinMJ'-V^        '       sin«.Ô'     jj' 

Pour  déterminer  a,  nous  observerons  que  a=  ^,  et  que  Ton  a, 
a  très-peu  près ,  q  = -. — ,  ce  qui  donne 

sin.ô' 

et  par  conséquent 

_  H.sin.6'  (  /         /        ,  (i-co8\g')\) 

9~"       gl      "P       9.sin.ô'"V       '       sin'.Ô'     ))' 

H 

—  est  une  quantité  constante,  quel  que  soit  le  demi-diamètre  / 

du  tube;  et  0'  est,  comme  on  Ta  vu,  une  quantité  indépendante 

de  ce  demi-diamètre  :  de  plus,  si  /  est  très-petit,  la  fraction.- 

peut  être  négligée  vis-à-vis  de  l'unité;  on  aura  donc,  à  très-peu 
près, 

H  sin.6' constante 

c  est-à-dire  que  l'élévation  du  fluide  est,  à  très-peu  près,  réci- 
proque au  diamètre  du  tube,  conformément  à  l'expérience. 
Pour  juger  de  l'approximation  que  l'on  obtient  en  supposant 
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q=  —.  — j— ,  supposons  ô'  égal  au  quart  de  la  circonférence ,  ce 
qui  paraît  avoir  lieu  pour  l'eau  dans  un  tube  capillaire  de  verre; 
le  terme  que  Ton  néglige  alors  est—  ^,  ou  — ç.^.  En  supposant 

/  égal  à  un  millimètre ,  ou  le  diamètre  du  tube  égal  à  deux  mil- 
limètres, on  a  par  l'observation,  comme  on  le  verra  dans  la  suite, 
relativement  à  l'eau  dans  un  tube  de  verre,  ^  =  6°''"*,784;  la  frac- 
tion 2-  devient  donc  alors ^r^—  :  elle  peut  donc  être  négligée 

relativement  à  l'unité.  Dans  les  tubes  plus  étroits,  cette  fraction 
diminue  en  raison  du  carré  de  /;  car  q  augmente  en  raison  réci- 
proque de  /.  On  voit  ainsi  que  dans  les  tubes  capillaires,  on  peut 
supposer  sans  erreur  sensible, 

constante 

OU  la  hauteur  du  fluide  au-dessus  du  niveau,  en  raison  inverse 
du  diamètre  du  tube. 

Si  la  surface  du  fluide  intérieur  est  convexe,  en  concevant, 
comme  précédemment,  par  l'axe  du  tube,  un  canal  infiniment 
étroit  qui,  se  recourbant  au-dessous  du  tube,  aille  aboutir  à  la 
surface  du  fluide  contenu  dans  le  vase;  l'action  du  fluide  du  tube 

TJ 

sur  le  canal  intérieur  sera,  par  le  n**  1,  égale  à  K-h  -j--  L'action 

du  fluide  du  vase,  sur  la  branche  extérieure  du  canal t  sera  égale 
à  K.  Mais  si  l'on  nomme  q  l'élévation  du  fluide  extérieur^  au- 
dessus  du  fluide  de  la  branche  intérieure  du  canal,  il  faudra  ajou- 
ter à  l'action  K  le  poids  gq;  on  aura  donc  par  la  condition  de 
l'équilibre  du  fluide  renfermé  dans  le  canal, 

K-hgq^K^j; 

ce  qui  donne 

H 
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et  par  conséquent 


H  sin.  6' 
9'     l 


D*oii  il  suit  que  dans  les  tubes  très-étroits,  la  dépression  q  du 
fluide  intérieur  du  tube,  au-dessous  du  niveau  du  fluide  extérieur, 
est  réciproque  au  diamètre  2  /  du  tube,  ce  que  l'expérience  in- 
dique encore. 

Si  le  tube  est  incliné  à  Thorizon ,  la  surface  du  fluide  qu  il  ren- 
ferme sera  à  très-peu  près  la  même  que  si  le  tube  était  vertical; 
elle  sera,  dans  Tun  et  l'autre  cas,  à  fort  peu  près  celle  d'un  seg- 
ment sphérique,  dont  l'axe  est  celui  du  tube,  parce  que  l'action 
de  la  pesanteur  ne  fait  qu'introduire  dans  les  résultats  du  calcul 
des  termes  multipliés  par  a,  et  l'on  vient  de  voir  que,  relative- 
ment aux  tubes  très-étroits ,  ces  termes  peuvent  être  négligés.  En 
nommant  donc  q  la  hauteur  verticale  du  fluide  au-dessus  du  ni- 
veau ou  sa  dépression  au-dessous,  on  aura  toujours 

H  sin.ô' 

7  =  7-—' 

ce  qui  est  conforme  à  l'expérience. 

6.  On  peut  étendre  l'analyse  précédente  au  cas  où  un  tube  cy- 
lindrique serait  traversé  par  un  cylindre  de  même  matière  et  qui 
aurait  le  même  axe  que  le  tube.  Le  fluide  s'élèverait  dans  l'espace 
compris  entre  les  parois  intérieures  du  tube  et  la  surface  de  cy- 
lindre; et  si  cet  espace  est  capillaire,  on  déterminera  ainsi  l'équa- 
tion de  la  surface  du  fluide  qu'il  renferme. 

Reprenons  l'équation  différentielle  {b)  du  n°  4.  Le  terme  j  de 

son  second  membre  exprime  ici  la  somme  de  deux  fractions  qui 
ont  chacune  l'unité  pour  numérateur,  et  pour  dénominateurs 
le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs  de  la  surface 
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du  fluide,  au  point  le  plus  bas  d'où  l'on  compte  les  z.  Cette  équa- 
tion donne  en  Tintégrant 

iz 


\/' 


àz' 


2a.fzudu=^  -j-  H-  constante. 


Pour  déterminer  la  constante,  nous  observerons  qu'au  point  où 
le  fluide  touche  la  surface  du  cylindre  on  a 


dz 
du 


s/ 


sin.6': 


dz' 

1  -+- 


du' 


je  donne  à  sin.ô'  le  signe  —  parce  qu'à  ce  point  -p  est  une  quan- 
tité négative.  En  faisant  donc  commencer  l'intégrale  fzndukce 
point,  et  nommant  /  le  rayon  du  cylindre  ou  la  valeur  de  a,  à  ce 
même  point,  on  aura 


constante  =  —  / .  sin.  0' —  -r , 

0 


ce  qui  donne 

dz 


v/ 


du                    r      j          u^^-f        I     .     />/ 
—  2CL.jzuau=  — T (.sm.0. 


dz' 
du' 


Supposons  d'abord  a  nul,  et  nommons  /'  le  rayon  du  creux  du 
tube;  V  sera  la  valeur  de  u  au  point  où  le  fluide  touche  les  pa- 
rois du  tube.  Â  ce  point,  on  a 


dz 
du 


sj' 


sin.  B'  ; 


dz* 
da* 
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on  a  donc  à  ce  point 

l\  sin.  0'=  —7 / .  sîn.  0'; 

0 

ce  qui  donne 

1  sin.  9' 

Cela  posé,  on  aura 

dz 


du 


s/ 


dz 


r  =  ^-i7 — 7-^  •  sin.  d , 


du' 

d*où  Ton  tire 

,  {u'—lt).du.sm.ff 

équation  dont  Tintégrale  dépend  de  la  rectification  des  sections 
coniques. 

a  n  étant  plus  supposé  nul,  on  a 

Tintégrale  fzudu  étant  prise  depuis  «=/ jusquà  u=^t.  On  a 

fzudu=\n*z — \.fu^dz. 

Si  Ton  néglige  les  quantités  de  l'ordre  a,  Texpression  précédente 
de  dzy  substituée  dans  le  second  membre  de  cette  équation  don- 
nera 

ç     1  _j^  ,   Ç       {u*-ÏÏ).da.inn.ff ^  Ç       [u*--lF).u*du.sin.6r 

jzu  "-  2  K  •  j  y^ ^i'_i^^ ^^_^^._iiy ^i^^  ff       '  J  \/[e^l)\u'^{u'-ir)\s\n\ff' 

et  par  conséquent  on  aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a\ 

1      sin.g'   (  au'     Ç  [u'-il^du a      Ç  {u'-lt).u'du  1 
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les  intégrales  étant  prises  depuis  u  =  / jusqu'à  n  =  t.  Ces  inté- 
grales ne  peuvent  être  déterminées  que  par  approximation;  mais 
il  nous  suffira  d'observer  ici  que  a  étant  fort  petit  lorsque  l'espace 
compris  entre  les  parois  du  tube  et  le  cylindre  est  très-étroit,  on 
peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  les  termes  multipliés  par  a, 
comme  on  a  vu,  dans  le  n*^  5,  que  cela  pouvait  se  faire  dans  un 
tube  très-étroit.  On  aura  alors  à  très-peu  près 

I        sin.d' 


7.  Imaginons  maintenant  par  le  point  le  plus  bas  de  la  surface 
du  fluide  compris  dans  l'espace  capillaire,  un  canal  infiniment 
étroit,  parallèle  à  l'axe  du  tube,  et  qui  en  se  recourbant  au-des- 
sous du  tube  aille  aboutir  à  la  surface  du  fluide  contenu  dans  le 
vase  dans  lequel  le  tube  est  plongé.  L'action  du  fluide  intérieur 

sur  ce  canal  sera  K —  -r-  ;  car  -r  étant,  par  ce  qui  précède  la 

somme  de  deux  fractions  qui  ont  pour  numérateur  l'unité,  et 
pour  dénominateurs  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  os- 
culateurs  de  la  surface  au  point  le  plus  bas,  l'action  du  fluide  in- 

térieur  sera,  par  le  théorème  du  n*"  3^K — -j.H.-r.  Cette  action 

sera  donc,  par  le  numéro  précédent, 

j^      H.sin.B' 

^ — r=r' 

Si  l'on  nomme  q  l'élévation  du  fluide  dans  la  branche  intérieure 
du  canal,  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du  vase;  en  ajoutant  gq' 
à  l'action  précédente,  la  somme  doit  faire  équilibre  à  l'action  K 
du  fluide  du  vase  sur  le  canal;  on  aura  donc 

K~hgq j—-z=K; 

53. 
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ce  qui  donne 

, H    sin.ff 

Par  le  n**  5,  Télévation  du  fluide  au-dessus  de  son  niveau,  dans 
un  tube  dont  le  rayon  est  T— /,  est  égale  à  cette  valeur  de  q;  le 
fluide  s'élève  donc  dans  l'espace  capillaire  comme  dans  un  tube 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  largeur  de  cet  espace. 

Si  la  surface  du  fluide  est  convexe,  l'expression  précédente  de 
q'  est  alors  celle  de  la  dépression  du  fluide  au-dessous  du  niveau , 
et  le  fluide  s'abaisse  dans  l'espace  capillaire  comme  dans  un  tube 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  largeur  de  cet  espace. 

En  supposant  infinis  les  rayons  du  tube  et  du  cylindre,  on  aura 
le  cas  de  deux  plans  verticaux  et  parallèles  très-proches  l'un  de 
l'autre;  le  théorème  précédent  a  donc  encore  lieu  dans  ce  cas,  que 
nous  allons  traiter  par  une  analyse  particulière. 

8,  AOB  (fig.  3)  étant  la  section  de  la  surface  du  fluide  com- 
pris entre  les  deux  plans,  par  un  plan  vertical  qui  leur  soit  per- 
pendiculaire ,  si  l'on  nomme  NM,  y;  z  sera  fonction  de  y  seul.  De 
plus,  h  et  V  étant  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  osculateur 
de  la  surface  du  fluide  au  point  0  le  plus  bas;  h  sera  infini,  et  V 
sera  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  AOB,  au  point  0.  On  aura 
ainsi  dans  l'équation  (a)  aux  diff(érences  partielles  du  n®  4, 

dz         1 
o,     5=o,     p  =  o,      7=3^^       6=^- 


r~ 


cette  équation  devient  par  conséquent 


( 


ddz 

dv'  I 
=i -^  _2a2=_ 

dz'^ 

IH- 


df 
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en  la  multipliant  par  dz  et  l'intégrant,  on  aura 


/ 


dz 

i-t- 


az*=  T7-+-  constante. 

0 


df 


dz 

Au  point  0,  j-  =o;  donc  constante = — i ,  et  par  conséquent 


Soit 


v/" 


-\-a.z* 


b'-z 

b'    ' 


on  aura 


b'-z 


j         Z .  dz 


\/r^ 


Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  élastique  :  cela  doit  être , 
parce  qu  ici  comme  dans  la  courbe  élastique ,  la  force  qui  dépend 

de  la  courbure  est  réciproque  au  rayon  osculateur.  Au  point  A 

dz 
le  plus  élevé  de  la  courbe  AN,  on  a  ^  =tang.  ô',  6' étant  comme 

ci-dessus  le  complément  de  l'angle  que  le  côté  extrême  de  la 
courbe  fait  avec  le  plan  ;  on  a  donc  à  ce  point 

Z=cos.  ô'; 

ce  qui  donne  pour  déterminer  la  valeur  extrême  de  z, 

—n OLZ^  =  COS.  6', 

ou 


/2.sin«.|Ô' 


aab'    '    V  «  4«'6''' 
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Si  les  deux  plans  sont  à  one  distance  infinie  Ton  de  f autre, 
V  est  infini,  et  l'on  a 


2.sin.4-6' 


V 


la 


On  a ,  par  le  n"*  4 ,  ^  =  a:  d'ailleurs  dans  un  tube  capillaire  dont 

le  demi-diamètre  est  /,  on  a  —r  =  —r^ — ,  q  étant  la  hauteur  à  la- 

H  *? 

quelle  le  fluide  s'élève  dans  ce  tube,  au-dessus  du  niveau;  on  a 
donc 

z=^\/^/.tang.  Y  B\ 

En  supposant  &  égal  à  un  angle  droit,  comme  cela  parait  avoir 
lieu  pour  l'eau  relativement  au  verre;  /  étant  un  millimètre,  on 
a  ^=i=:6°*'"',784»  ce  qui  donne  pour  la  hauteur  à  laquelle  l'eau  est 
soulevée  par  un  plan  de  verre  plongeant  verticalement  dans  un 
vase  rempli  de  ce  fluide,  2°^-,6o36.  L'expérience  doit  donner 
cette  hauteur  un  peu  plus  petite,  parce  que  le  point  que  nous 
prenons  pour  l'origine  de  la  courbe  ne  pouvant  être  sensible  que 
par  son  écart  des  parois  du  tube ,  il  doit  être  un  peu  au-dessous 
du  point  A.  On  doit  observer  que  nous  entendons  toujours  par 
point  A  extrême,  le  point  le  plus  près  du  tube,  situé  hors  de  sa 
sphère  d'activité  sensible,  et  qui,  étant  à  une  distance  insensible 
du  tube,  peut  être  censé  le  toucher. 

Dans  le  cas  d'une  distance  infinie  des  deux  plans,  l'équation 
diffiérentielle  de  la  courbe  devient 

1  i\—az^).dz 


Z.^a.\2—az'' 

Ainsi  dans  la  figure  4,  PQ  étant  la  ligne  de  niveau  du  fluide, 
PV  sera  z,  et  faisant  VN=y,  on  aura  dy=  —  dy;  l'équation 
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différentielle  de  la  courbe  ANQ,  que  le  fluide  forme  près  du 
plan  AP  sera  donc 


dy 


Z.\2â.^\~jaz' 


équation  facilement  intégrable. 

Si  la  distance  mutuelle  des  plans  est  très-petite,  Téquation 

ou 

z  y      a6'*z' 

donne  par  la  formule  (p)  du  n"*  21  du  second  livre, 

|,=i— Z— a6\(i— Z)'-h2a«6\(i— Z)'— 5a'fc\(i— Z)*-+-etc. 


d'où  Ton  tire 


dz=—b'dZ.  \  i  —  2(tb'\  (i  — Z)  -f-  etc.  { ; 


et  par  conséquent 

dy  ZdZ.  j  1-2  ab'\(i-Z)+etc.  \ 

Soit  Z=cos.ô;  on  aura 

-^  =zdB.cos.B.\i — 2aJ>\[i — cos.ô)  -t-etc. (, 
d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

|^=sin.ô — (tb'\[ism.B — B  —  \sia.iB). 
On  aura  donc,  en  supposant  que  la  valeur  extrême  de  y  est  /; 
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que  celle  de  d  est  d\  et  que  Von  a,  par  ce  qui  précède,  a= — ^  ; 


1   sin.  fl' 


—' — p-(i = — Z7  — i.cos.ô')  I; 

.  sin.  6     \  a.sin.  e        *  /) 


ainsi  /  étant  fort  petit  relativement  à  q,  lorsque  les  plans  sont 
très-rapprochés,  on  a,  à  fort  peu  près, 

1  sin.  6' 

Dans  le  cas  de  0'  égal  à  un  angle  droit,  la  fraction 


.sin.ô     \         2.sin.  0        *  / 


devient 

Si  /  est  un  millimètre,  cette  fraction,  relativement  à  Feau,  est 

égale  à       ^.  .  (1 — -J-'ir),  ou     ^  ^    :  elle  peut  donc  être  négligée 

vis-à-vis  de  l'unité. 

L'expression  précédente  de  -^ ,  donne ,  pour  l'élévation  q  du 

fluide  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles,  distants  l'un  de 
l'autre  de  2  Z, 


H  sm.Ô' 

— . — 7-. a 
9     2/ 


— ^— 7>.|  1 = 77  — |COS.0        . 


C'est  encore  l'expression  de  la  dépression  du  fluide  au-dessous  de 
son  niveau,  entre  les  mêmes  plans,  lorsque  la  surface  intérieure 
du  fluide ,  au  lieu  d'être  concave ,  est  convexe  ;  et  dans  le  cas  de  / 

très-petit,  elle  se  réduit  à  très-peu  près  à  — . — ^. 

Si  les  deux  plans  parallèles,  au  lieu  d'être  verticaux,  sont  in- 
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clinés  à  Thonzon,  la  surface  du  fluide  intérieur,  et  sa  position 
relativement  aux  plans  qui  le  renferment,  est  à  très-peu  près  la 
même  que  si  les  plans  sont  verticaux,  comme  on  Ta  vu  dans  le 
n**  5,  relativement  aux  tubes  inclinés.  La  hauteur  verticale  du 
fluide  au-dessus  du  niveau  est  donc  la  même,  quelle  que  soit 
Tinclinaison  des  plans. 

9.  Considérons  maintenant  une  petite  colonne  de  fluide,  ren- 
fermée dans  un  tube  conique  capillaire,  ouvert  par  ses  deux 
extrémités.  Soit  il  B CD  ce  tube,  et  MM'N'N  la  colonne  fluide 
(fig.  5),  Supposons  d'abord  l'axe  OE  du  tube  horizontal,  0  étant 
le  sommet  du  cône  prolongé  par  la  pensée.  Supposons  de  plus, 
la  surface  du  fluide  concave  :  il  est  visible  que  le  tube  étant  plus 
étroit  en  p  qu'en  p\  le  rayon  de  courbure  de  sa  surface  est  plus 
petit  dans  le  premier  point  que  dans  le  second.  En  nommant 
donc  h  et  V  ces  rayons,  l'action  du  fluide  en  p,  sur  un  canal  infi- 
niment étroit  pp,  sera  K 7-,  et  en  p  cette  action  sera  K —  ^  ; 

ainsi  h'  étant  plus  grand  que  6,  cette  action  sera  plus  grande  en 
p  qu'en  p,  et  par  conséquent  le  fluide  renfermé  dans  le  canal 
tendra  à  se  mouvoir  vers  le  sommet  0  du  cône.  Ce  serait  le  con- 
traire, si  la  surface  du  fluide  était  convexe;  car  alors  ces  actions 

seraient  respectivement  K-r-  -j-  et  JST-h  ^;  l'action  du  fluide  sur 

le  canal  est  donc  alors  plus  grande  en  p  qu'en  p,  et  par  consé- 
quent le  fluide  tend  à  se  mouvoir  de  p  vers  p. 

Déterminons  les  rayons  de  courbure  b  et  b\  Soit  Oq=^ay  q 
étant  le  milieu  de  pp.  Nommons  de  plus  2 a  la  largeur  pp  de  la 
goutte,  et  ^  l'angle  très-petit  M  Op.  Enfin,  nommons  0'  le  com- 
plément de  l'inclinaison  du  côté  extrême  de  l'arc  pAf,  sur  le  côté 
OAf  du  tube.  Il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  suppose  les  courbes 
MpN  et  M'pN'  circulaires,  on  aura 

, (a— a),  tang.isr        ., (a+a).tang.isr 

sin.ô'+tang.isr'  sin.6'-— tang.isr' 
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ce  qui  donne 

H         H         H.sîn.Ô'   ha         2a' 


b  V         tang.isr  *  (  a* 


a' 


-h  etc. 


2B  2Ha' 

-I 1 —  -l-etc. 

a  a* 

Mais  si,  en  élevant  le  point  A,  on  incline  à  Thorizon  Taxe  OE  d'un 
angle  V,  le  poids  de  la  colonne  pp  sera  a^a.sin.V,  g  étant  comme 
ci-dessus  la  pesanteur  :  lorsque  la  colonne  reste  suspendue  en 
équilibre  au  moyen  de  cette  inclinaison,  ce  poids  doit  balancer 

la  force  -7 -r? ,  avec  laquelle  elle  est  poussée  vers  0  par  Tat- 

U*action  du  fluide;  on  a  donc,  en  négligeant  les  termes  insen- 
sibles, 

T/       H.hin.O'    aa         2 H 
2oa.sm.  V= .-—  H . 

•^  tang.«r      a*  a 

Nommons  /  la  hauteur  à  laquelle  le  fluide  s'élèverait  dans  un 
tube  cylindrique  dont  le  demi-diamètre  intérieur  serait  a.tang.iar^ 
ou  dont  le  diamètre  serait  celui  du  tube  conique  au  point  q  ;  on 
aura,  par  le  n**  5, 

,        H.sin.e' 

^'=  — i • 

*^         a .  tang.  tir 

On  aura  donc 

sm.  P  =  -  H r-s— , . 

a         a  »  sm.  0 

j     ^  /.tane.nf         .A.  •  1     r  l    a.tang.nr    «^ 

Le  terme  — r-^  peut  être  mis  sous  la  torme  - .  — r^  ;  il  sera 

a.sm.O  ^  ,  a    a.s\n.B 

très-petit  par  rapport  au  terme  -,  si  a. tang. tir  est  fort  petit  rela-  1 

tivement  à  a,  cest-à-dire  si  la  longueur  de  la  petite  colonne  est 
beaucoup  plus  grande  que  la  largeur  du  cône  au  point  9.  Dans 
ce  cas ,  on  a ,  à  fort  peu  près , 

sin.  F=  -. 
a 
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/  étant  en  raison  inverse  de  a,  -  est  en  raison  inverse  de  a*;  et 

a 

comme  V  est  un  angle  peu  considérable,  il  en  résulte  que  cet 
angle  est  alors  à  peu  près  réciproque  au  carré  de  la  distance  du 
milieu  de  la  goutte  au  sommet  du  cône. 

Le  terme  - — r-^,  est  dû  à  la  différence  des  nombres  de  degrés 

que  renferment  les  arcs  MpN  et  M'pN\  et  cette  différence  vient 
de  ce  que  l'un  de  ces  arcs  tourne  sa  concavité  et  l'autre  sa  con- 
vexité vers  le  sommet  0  du  cône.  Le  terme  dépendant  de  cette 
différence  peut  donc  être  négligé  sans  erreur  sensible,  lorsque  la 
largeur  2a  de  la  colonne  est  beaucoup  plus  grande  que  son  épais- 
seur ou  le  diamètre  du  cône  au  point  q;  et  alors  on  peut  suppo- 
ser que  les  deux  courbes  MpN  et  M'pN'  sqnt  semblables. 

Nous  avons  supposé  les  deux  surfaces  de  la  colonne  fluide  sphé- 
riques;  mais  cette  supposition  n'est  pas  exacte,  et  l'on  voit,  par  le 

n°  4»  qu'à  raison  de  l'action  de  la  pesanteur  g,  la  valeur  de  j 
sera  diminuée  d'un  petit  terme  de  la  forme  t^Q^jJ^^*^  Q  étant 
un  coefficient  indépendant  de  b.  Pareillement  -n  sera  dioiinué 
du  terme  jr^Q^jr-  ^'*î  ^^  différence  -r  —  "tt  »era  donc  augmentée 

de  Qg.{b' — b)  y  ou  à  très-peu  près  de    ^    -^  g/    ^  •  ^^  valeur  de 

sin.Fsera  donc  augmentée  du  terme  -^^^ — ^-.  Sans  déterminer 

Q,  on  voit  qu'il  doit  être  un  petit  nombre,  et  il  y  a  lieu  de  croire 

qu'il  est  au-dessous  de  l'unité,  comme  dans  l'expression  de  -r-  du 

n**  4 ,  où  il  n'est  que  y  lorsque  6'  est  un  angle  droit.  La  valeur 

de  V  ne  sera  donc  augmentée  par  là  que  d'un  angle  très-petit  et 

Bdoindre  que  m;  ainsi  on  pouri\a,  sans  erreur  sensible^  négliger 

cet  accroissement. 

1 0.  Considérons  de  la  même  manière  une  goutte  de  fluide  entre 

deux  plans  qui  se  touchent  par  deux  de  leurs  bords  supposés 

54. 
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dans  une  situation  horizontale.  Cette  goutte  prendra  entre  ces 
pians  une  forme  à  peu  près  circulaire  et  semblable  à  celle  d'une 
poulie.  Déterminons  d'abord  la  figure  qu'elle  prendrait  entre  deux 
plans  horizontaux  très-proches  l'un  de  l'autre.  Sa  surface  sera 
celle  d'un  solide  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical  passant 
par  son  centre  de  gravité.  En  prenant  donc  ce  point  pour  l'ori- 
gine des  ordonnées  verticales  z,  et  des  ordonnées  horizontales  u, 
on  aura,  par  le  n**  4,  l'équation  différentielle 

ÊÉl^L  (      i£\ 

du*        u\         duy         'xgz i  i 


d 

h'  étant  le  rayon  de  la  circonférence  produite  par  la  section  de  la 
goutte  par  un  plan  horizontal  mené  par  son  centre  de  gravité,  h 
est  le  rayon  osculateur  de  la  section  de  la  surface  de  la  goutte 
par  un  plan  vertical  passant  par  son  centre  de  gravité,  au  point 

où  z  est  nul  :  je  donne  aux  deux  fractions  r  et  -jrr ,  deux  signes 

contraires,  parce  que  la  surface  est  concave  vers  le  centre  de  gra- 
vité, dans  le  sens  horizontal,  et  convexe  vers  ce  point  dans  le 
sens  vertical. 

Si  l'on  néglige  l'action  de  la  pesanteur  g,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  le  numéro  précédent,  l'équation  précédente  donnera, 
en  la  multipliant  par  (2 u  et  en  l'intégrant, 

dz 

da  u*  a' 

constante 


.  v/ 


d 


/r« 


26    '    q6" 


du: 


Pour  déterminer  la  constante,  nous  observerons  que  z  étant  nul 

dz  .       . 
on  a  -7-  infini,  et  u=b';  on  aura  donc 

au  ' 

constante  =  —, — I n , 


26         26 
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et  par  conséquent 

dz_ 


Soit 


\/ 


dz 

1-+- 


26        '        26'    • 


du' 


u 


6'«_  u«        5'»+  o 


on  aura 


a6  26 


,  U.du 


I    » 


L'intégrale  de  cette  équation  diflFérentielle  dépend  de  la  recti- 
fication des  sections  coniques.  En  intégrant,  on  aura  z  en  fonc- 
tion de  a.  Soit  2  A  la  distance  des  deux  plans  entre  lesquels  la 
goutte  est  comprise,  et  nommons  y*  la  valeur  extrême  de  a,  A 
étant  la  valeur  extrême  de  z;  l'intégrale  précédente  donnera  h  en 
fonction  de^*,  h  et  V.  Si  l'on  nomme  ensuite,  comme  précédem- 
ment, Q'  le  complément  de  l'angle  que  le  côté  extrême  de  la  sec- 
tion verticale  forme  avec  le  plan  horizontal,  on  aura  à  ce  point 
dz        COS.  ô'    j 

-j-  ^=  -' — 7?  ;  donc 

du        8in.  0 

COS.  9'  U 


sin.ô' 


yfii^m^ 


en  substituant  dans  le  second  membre  de  cette  équation/ pour  u; 
d'où  Ton  tire 


cos-  & 


ft"         f    .     f     .      *' 


"2/6         26     '    26'     '     2/6'" 

Si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  h  en  fonction  àef,  h  et  V, 
au  lieu  de  /,  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière  équation ,  on  aura 
une  équation  entre  h,  h  %i  V;  d'où  l'on  tirera  h  en  fonction  de  h 
et  de  h'. 
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Si  Ton  suppose  V  considérablement  plus  grand  que  k^  c  est-à- 
dire,  si  Ton  suppose  l'épaisseur  de  la  goutte  fort  petite  par  rap- 
port à  sa  largeur,  comme  on  Ta  fait  dans  le  numéro  précédent , 
on  peut  alors  déterminer  z  par  une  approximation  convergente. 
Pour  cela,  soit 

1         1  1 

et  faisons 

a  =  b'-hu; 

u  sera  fort  petit  relativement  à  b\  et  l'on  aura 


b'  a'* 


Soit  encore 


on  aura,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  rr, 


U=^^.{b'-u'); 


ce  qui  donne 


Soit 


B=zb\(l-h  yV       u=B.  (i—  cos.O); 


on  aura,  à  très-peu  près. 


dz=b\dd.\cos.d rr  H rr.  cos.20|; 

26  26 
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ce  qui  donne  en  intégrant,  et  en  observant  que  z  est  nul  avec  u 
et  par  conséquent  avec  0, 

z^b".  sin.0 -j-r.  0-+-  yTTT.sin.  2O.  (a) 

Nommons  h  la  valeur  extrême  de  z,  et  désignons  par  0"  la  valeur 
correspondante  de  0;  nous  aurons 

n=:o  .sm.9  .{1 TT"-"' — 7jt  H TT-  cos.W  }; 

(         26     sin.O         20  )^ 

d'où  Ton  tire,  à  fort  peu  près. 

On  déterminera  ff',  au  moyen  de  lan^e  ff,  complément  de  Tin- 
clinaison  des  côtés  extrêmes  de  la  courbe  sur  les  deux  plans.  Aux 
points  extrêmes  de  la  courbe,  on  a 

U 

dz         COS.0'  a 


du'        sin.0' 


\J'-^ 


WJ 

—  étant  ici  la  valeur  extrême  de  cette  fonction  ;  cette  valeur  est 

donc  égale  à  cos.d'.  On  a  ensuite  à  ces  points,  par  ce  qui  pré- 
cède, 

b'— 5.(1— COS.»*), 


B=:i'-t-B'=J'-f-u' 


o'» 


2b 


f     » 


d  OÙ  il  est  facile  de  conclure 


e''=ff—^.sm.ff; 
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on  aura  donc  ainsi 


ou 


en  faisant 


1 

sin.d'  i 

h      e' 

A.COS.Ô'  ) 

V- 

-  h  -r 

a  6'  '  sin*. 

w- 

2b'.sin.6y 

1 

sin.Ô' 

Q 

b' 

h 

6" 

Q- 

''        1    ' 

COS. 

S'. 

asin.Ô'    '    » 

Dans  le  cas  de    &  égal  à  un  angle  droit,  ou  à  -,    Q  devient 
égal  à  ^ . 

Considérons  maintenant  une  goutte  fluide  suspendue  en  équi- 
libre entre  deux  plans  qui  se  touchent  par  deux  de  leurs  bords 
supposés  horizontaux.  Soit  2«  le  très-petit  angle  formé  par  ces 
plans;  et  ayant  mené  un  plan  intermédiaire  qui  divise  cet  angle 
en  deux  parties  égales,  soit  FTinclinaison  de  ce  plan  à  Thorizon. 
La  section  de  la  surface  de  la  goutte  par  le  plan  intermédiaire 
sera  à  très-peu  près  un  cercle,  si,  comme  nous  venons  de  le  sup- 
poser, la  largeur  de  la  goutte  est  considérable  par  rapport  à  son 
épaisseur.  Concevons  par  un  point  quelconque  de  cette  section 
et  par  le  milieu  Je  la  goutte,  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
intermédiaire;  la  section  de  la  surface  fluide  par  ce  plan  aura  à 
très-peu  près  pour  équation  Téquation  (a).  Menons  dans  le  plan 
intermédiaire  et  par  le  centre  de  la  goutte  une  perpendiculaire 
à  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  qui  comprennent  la 
goutte.  Par  ce  même  centre  menons  une  parallèle  à  cette  ligne 
d'intersection.  Prenons  ces  deux  droites  pour  les  axes  des  coor- 
données ic  et  j  d'un  point  quelconque  de  la  section  faite  par  le 
plan  intermédiaire,  l'origine  des  coordonnées  étant  supposée  au 
centre  de  la  goutte.  Enfin,  désignons  par  a  la  distance  du  centre 
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de  la  goutte  à  la  ligne  d'intersection  des  plans,  et  par  3 a  la  lar- 
geur de  la  goutte.  La  distance  du  point  de  la  section  à  cette  ligne 
sera  a — x,et  il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  à  fort  peu  près , 


la — X 


hx\  ^ 

— j.tang.ty; 


ce  qui  donne 


X 

IH — .tang.tv 


1  a      ^  I  X  (         a.tang.tvX 

h       (a— xj.tang.tir        a.tang.tv        aMang.«r   \  *       / 

Si  Ion  imagine  un  canal  dont  les  deux  extrémités  soient  au  point 
de  la  section  déterminé  par  les  coordonnées  x  et  j,  et  au  point 
de  la  section  par  lequel  Taxe  des  j  passe,  l'équilibre  du  fluide 
dans  ce  canal  donnera  Téquation 

K—  ^  -^-gx.  sin.  V=^K—  ^ , 

en  marquant  d*un  trait  en  bas  les  quantités  relatives  à  ce  der- 
nier point.  Mais  on  a,  par  ce  qui  précède, 


1 

sin.  e' 

Q 

1 

sin. 

e' 

Q 

F" 

-^      h 

b" 

6'.- 

"     A. 

i 

F/ 

V  étant  ici  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  que  forme  la  section 
de  la  goutte  par  le  plan  intermédiaire.  De  plus, 


1 


h  a.tang.tv 

1  1 

A|  a.tang.«r  * 

on  aura  donc 


X  f  a.tang.tirX 

i*.tang.«r    \  a        /* 
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La  section  différant  peu  d'un  cercle,  V  est  à  peu  près  égal  à  la 
demi-largeur  a  de  la  goutte:  h'  est,  par  ce  qui  précède,  égal  à 

peu  près  à  -, — ^ ,  et  h  est  la  demi-épaisseur  de  la  goutte  ;  h'  est 

donc  fort  considérable  relativement  à  h\  et  par  conséquent  ^  est 

très-petit  par  rapport  à  p  ;  la  différence  jr  —  tt-  peut  donc  être 

négligée,  eu  égard  à  ^  —  ttt.  Cela  est  d'autant  plus  permis,  que 
6',  tenant  le  milieu  entre  les  valeurs  extrêmes  de  V ;  la  plus  grande 
valeur  de  la  diflférence  tt  —  tt-  n'est  qu'environ  la  moitié  de  la 
di£Pérence  des  valeurs  extrêmes  de  -jp.  D'ailleurs,  la  figure  de  la 
goutte  étant  à  fort  peu  près  circulaire,  comme  l'expérience  elle- 
même  l'indique ,  la  différence  jr  —  T^  ^^'  presque  insensible.  On 
peut  encore,  dans  l'équation  précédente,  négliger  la  fraction 
—^ — ^^— ,  vis-à-vis  de  l'unité,  parce  que  2a.tang.«  étant  l'épais- 

seur  de  la  goutte  dont  la  largeur  est  2a,  cette  fraction  est  le  rap- 
port de  l'épaisseur  de  la  goutte  à  sa  largeur,  rapport  qui,  par  la 
supposition,  est  très -petit.  Cela  posé,  l'équation  précédente 
donnera 


sin.  l*= 


2  a\  ^ .  tang.  cr 


Ainsi  l'angle  V  est  à  fort  peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de 
a,  comme  pour  une  goutte  suspendue  en  équilibre  dans  un  cône. 
En  comparant  cette  expression  de  sin.  V  à  celle  du  numéro  pré- 
cédent, on  voit  que  l'angle  formé  par  les  deux  plans  étant  sup- 
posé égal  à  l'angle  formé  par  l'axe  du  cône  et  ses  côtés,  le  sinus 
de  l'angle  V  relatif  au  plan  intermédiaire  est  égal  au  sinus  de 
finclinaison  relative  à  l'axe  du  cône.  Au  reste,  on  ne  doit  pas 
oublier  dans  la  comparaison  de  l'analyse  précédente  avec  l'expé- 
rience que  ces  expressions  de  sin.  P^  ne  sont  qu'approchées. 
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11.  L'analyse  précédente  donne  Texplication  et  la  mesure  d'un 
phénomène  singulier  que  présente  rexpérience.  Soit  que  le  fluide 
s'abaisse  ou  s'élève  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  plon- 
geant dans  ce  fluide  par  leurs  extrémités  inférieures,  les  plans 
tendent  à  se  rapprocher.  Ainsi,  deux  petits  vases  de  verre,  de 
forme  parallélipipède ,  nageant  sur  l'eau  ou  sur  le  mercure,  se 
réunissent  lorsqu'ils  approchent  très-près  l'un  de  l'autre.  Pour 
faire  voir  que  cela  doit  être,  considérons  les  deux  plans  MB  et 
NR  (fig.  6)  et  supposons  d'abord  que  le  fluide  s'élève  entre  eux. 
La  partie  infiniment  petite,  extérieure  en  R,  au-dessous  du  niveau, 
sera  pressée  par  une  force  que  l'on  peut  évaluer  ainsi.  Concevons 
un  canal  VSR,  dont  la  branche  VS  soit  verticale  et  la  branche  SR 
horizontale.  La  force  dont  le  fluide  est  animé  dans  le  canal  VS 
est  égale  à  g-VS,  plus  à  la  force  qui  agit  en  F,  soit  par  l'action 
du  fluide  sur  le  canal,  soit  par  la  pression  de  l'atmosphère. 
La  première  de  ces  deux  forces  est  représentée  par  K;  nom- 
mons P  la  seconde  ;  la  force  totale  de  la  colonne  VS  sera  donc 
P'-\-K-^g.VS.  L'action  dont  le  fluide  du  canal  RS  est  animé 
est  égale,  i°  à  l'action  du  fluide  sur  ce  canal,  et  cette  action  est 
égale  à  iT;  2°  à  l'action  du  plan  sur  le  même  canal;  mais  cette  ac- 
tion est  détruite  par  l'attraction  du  fluide  sur  le  plan  et  il  ne  peut 
en  résulter  dans  le  plan  aucune  tendance  à  se  mouvoir,  car  en  ne 
considérant  que  ces  attractions  réciproques,  le  fluide  et  le  plan 
seraient  en  repos ,  l'action  étant  égale  et  contraire  à  la  réaction;  ces 
attractions  ne  peuvent  produire  qu'une  adhérence  du  plan  au 
fluide  et  l'on  peut  ici  en  faire  abstraction.  Il  suit  de  là  que  le  fluide 
presse  le  point  R  avec  une  force  égale  à  P-hK-hg.  VS — K,  ou 
simplement  P-hg.VS. 

Déterminons  la  pression  intérieure  correspondante.  Pour  cela , 
concevons  le  canal  OQR,  dont  la  branche  OQ  soit  verticale  et  la 
branche  QR  horizontale.  La  force  dont  le  fluide  est  animé  dans 
la  branche  OQ  est  égale  à  g.OQ,  plus  à  la  pression  P  de  l'at- 
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mosphère,  plus  à  la  force  avec  laquelle  le  fluide  agit  sur  la  co- 

lonne  OQ  et  qui,  par  ce  qui  précède,  est  égale  à  K —  -r-.  La 

H 

force  dont  le  fluide  OQ  est  animé  est  donc  P-^K g-  -hg.OQ; 

or  on  a,  par  ce  qui  précède, 

donc  la  force  du  canal  OQ  est  P'-hK-hg.PQ.  La  force  du  canal 
QR  est  égale  à  K;  le  point  R  sera  donc  pressé  à  Tin  teneur  par 
la  difl'érence  de  ces  forces,  ou  par  P-hg.PQ  ou  P-hg^VS.  Ainsi 
le  plan  est  également  pressé  à  Tintérieur  et  à  Textérieur,  et  il 
sera  en  équilibre  en  vertu  de  ces  pressions. 

Le  fluide,  à  l'extérieur,  s*élève  jusqu'en  Z  en  formant  une 
courbe  VZ^Z,  et  dans  l'intérieur  il  s'élève  jusqu'en  N,  en  formant 
la  courbe  ON'N.  Les  parties  du  plan  extrêmement  voisines  de  Z 
et  de  N,  et  semblablement  placées  à  une  distance  de  Z  et  de  iV 
égaie  ou  moindre  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible 
du  plan,  sont  également  pressées  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur, 
parce  que  les  surfaces  du  fluide  comprises  dans  cette  sphère, 
vers  Z  et  vers  N,  sont  les  mêmes  à  très-peu  près.  D'aiUeurs  la 
différence  extrêmement  petite  qui  peut  en  résulter  entre  les  pres- 
sions intérieure  et  extérieure  du  fluide  n'ayant  eu  lieu  que  dans 
une  étendue  insensible,  on  peut  la  négliger  et  ne  considérer  que 
la  pression  exercée  par  le  fluide  aux  points  où  l'action  du  plan 
sur  la  surface  cesse  d'être  sensible.  Soit  donc  Z'  un  des  points 

de  cette  surface,  et  concevons  un  canal  horizontal  Z'q.  La  force 

H 
en  Z'  sera  P-hK —  -^,  R  étant  le  rayon  osculateur  de  la  surface 

en  Z'.  Si  l'on  fait  Z'T=x,  l'équilibre  du  fluide  dans  le  canal 
Z'LFV  donnera,  par  le  n**  8, 

H 
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le  point  V  étant  placé  à  une  distance  du  plan  telle  que  le  rayon 
osculateur  de  la  surface  en  Y  peut  être  censé  infini.  La  pression 
extérieure  en  ^  sera  donc 

La  pression  intérieure  correspondante  sera 

P-hJf— y-+-^.(OP— or), 

ou  P-i-K — gx;  les  pressions  sont  donc  égales  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur,  dans  toute  l'étendue  ZG. 

Considérons  maintenant  la  pression  au-dessus  du  point  Z.  La 
pression  extérieure  se  réduit  à  P.  La  pression  intérieure  sur  un 

point  R  se  déterminera  en  considérant  un  canal  OQR,  QR  étant 

H 
horizontal.  La  pression  de  la  colonne  OQ'  est  P-hK r-  -+-^ •OQ, 

ou  P-^K—g.OP-hg.OQ,  ou  enfin  P-hK—g.PQ.  La  pres- 
sion contraire  du  canal  RQ  est  K;  le  point  R  est  donc  pressé  à 
l'intérieur  par  la  force  P — g.PQ;  ainsi  le  plan  à  ce  point  est 
pressé  du  dehors  au  dedans  par  la  force  g-PQ- 

Dans  la  partie  NKO,  la  pression  en  N'  est  P-i-K — -tt,  b' 

étant  le  rayon  osculateur  en  N';  ainsi ,  en  concevant  le  canal  ho- 

rizontal  N'p,  la  pression  en  p  sera  P —  ^ .  Soit  x  la  hauteur  du 

point  N'  au-dessus  de  IK;  on  aura ,  par  le  n"*  8 , 

^gx=g.pG; 


b'—  b 


le  plan  sera  donc  pressé  en  p  du  dehors  en  dedans  par  la  force 
g.pG. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  la  force  qui  presse  le  plan 
NR,  du  dehors  en  dedans,  est  égale  à  la  pression  d'une  colonne 
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de  fluide  doot  la  hauteur  est  j-. (iVG-hGZ)  et  dont  la  base  est 
la  partie  du  plan  mouillée  à  l'intérieur  depuis  Zjusqu  en  N. 

Un  résultat  semblable  a  lieu  pour  le  plan  Af  fi;  on  a  donc  ainsi 
la  force  avec  laquelle  les  deux  plans  tendent  à  se  rapprocher,  et 
Ton  voit  que  cette  force  croît,  à  très-peu  près,  en  raison  inverse 
du  carré  de  leur  distance  mutuelle,  lorsque  les  plans  sont  très- 
rapprochés. 

Dans  le  vide,  les  deux  plans  tendraient  encore  à  se  rapprocher, 
l'adhérence  du  plan  au  fluide  produisant  alors  le  même  efiet  que 
la  pression  de  l'atmosphère. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que,  dans  le  cas  de  l'abais- 
sement du  fluide  entre  les  plans,  la  pression  que  chaque  plan 
éprouve  du  dehors  en  dedans  est  égale  à  la  pression  d'une  co- 
lonne fluide  dont  la  hauteur  serait  la  moitié  de  la  somme  des 
abaissements  au-dessous  du  niveau  des  points  de  contact  des 
surfaces  intérieure  et  extérieure  du  fluide  avec  le  plan ,  et  dont 
la  base  serait  la  partie  du  plan  comprise  entre  les  deux  lignes 
horizontales  menées  par  ces  points. 

12.  Il  nous  reste,  pour  compléter  cette  théorie  des  attractions 
capillaires,  à  examiner  ce  qui  détermine  la  concavité  ou  la  con- 
vexité du  fluide  renfermé  dans  un  tube  ou  entre  deux  plans.  La 
principale  cause  est  l'attraction  réciproque  du  tube  et  du  fluide, 
comparée  à  Faction  du  fluide  sur  lui-même.  Nous  supposerons 
ici  que  ces  attractions  suivent  la  même  loi  des  distances,  tant 
pour  les  molécules  du  tube  que  pour  celles  du  fluide,  et  qu  elles 
ne  difierent  que  par  leur  intensité  à  la  même  distance.  Soient 
donc  p  et  p  ces  intensités.  Cela  posé,  considérons  (fig.  7)  le  tube 
vertical  ABCD  plongeant  dans  un  vase  rempli  de  fluide,  et  que 
MN  soit  la  ligne  de  niveau  du  fluide  du  vase.  Supposons  que 
dans  le  tube,  toute  la  surface  du  fluide  soit  plane  et  au  même 
niveau.  Le  point  0  de  cette  surface,  compris  dans  la  sphère 
d'activité  sensible  du  tube ,  sera  à  la  fois  attiré  par  le  tube  et  par 


I 
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le  fluide  qu'il  renferme.  L'attraction,  sur  ce  point,  de  la  partie 
du  tube  inférieure  à  MN  se  décomposera  en  deux,  Tune  verti- 
cale, que  nous  désignerons  par  px,  l'autre  horizontale  et  dirigée 
vers  p,  que  nous  désignerons  par  py.  L'attraction  de  la  partie 
supérieure  du  tube  sur  le  même  point  se  décomposera  pareille- 
ment dans  une  force  verticale  — px,  et  dans  une  force  horizon- 
tale py.  Je  donne  à  la  première  force  le  signe  — ,  parce  qu'elle 
agit  en  sens  contraire  de  la  force  verticale  px  produite  par  l'at- 
traction de  la  partie  inférieure  du  tube.  Pour  déterminer  l'action 
du  fluide  sur  le  point  0,  prenons  Op  égal  à  0/>  ;  il  est  clair  que 
l'attraction  de  la  partie  pprD  du  fluide  sur  ce  point  sera  verti- 
cale; nous  la  désignerons  par  pz.  L'attraction  de  la  partie  rpqC 
du  fluide  ne  différera  de  l'attraction  de  la  partie  inférieure  du 
tube  que  par  son  intensité;  elle  se  décomposera  donc  en  deux 
forces,  l'une  verticale  égale  à  p'x,  et  l'autre  horizontale,  mais 
dirigée  de  0  vers  p\  et  égale  à  —  py.  Ainsi  le  point  0  sera  animé 
par  les  forces  verticales 

pXf     — px,     pz,     px, 
et  par  les  forces  horizontales , 

py>   py^   —py- 

Les  premières  donnent  la  force  verticale  unique  px-\-pz;  les 
secondes  donnent  la  force  horizontale  unique  (2p — P  )•/•  Cette 
force  sera  nulle,  si  p'  =  2p,  ou  si  l'intensité  de  la  force  attractive 
de  la  matière  du  tube  est  la  moitié  de  celle  du  fluide.  Alors  le 
point  0  ne  sera  soumis  qu'à  la  force  verticale  qui ,  étant  perpen- 
diculaire à  la  surface ,  maintiendra  le  fluide  en  équilibre. 

Considérons  maintenant  un  plan  vertical  CAB  (fig.  8),  plon- 
geant dans  un  vase  MNB  rempli  du  fluide.  Soit  AR  là  section 
de  la  surface  de  ce  fluide ,  par  un  plan  vertical  perpendiculaire 
au  premier.  Soit  encore  AD  une  tangente  à  la  courbe  AR.  Nom- 


440  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

mons  0  l'angle  BAD;  nommons  pK  Faction  que  la  partie  infé- 
rieure ilJB  du  plan  CAB  exerce  sur  la  molécule  fluide  qui  le 
touche  en  A,  perpendiculairement  k  AB;  pK  sera  pareillement 
la  force  avec  laquelle  cette  partie  du  plan  attire  la  molécule  A, 
suivant  AB.  Cette  molécule  sera  pareillement  attirée  par  la  partie 
supérieure  du  plan ,  avec  une  force  égale  k  pK perpendiculaire 
à  ce  plan ,  et  avec  une  force  —  pK  parallèle  au  même  plan. 
Cette  molécule  sera  encore  attirée  par  le  fluide  BAD,  et  il  est  fa- 
cile de  voir  que  pK  représentant  Tattraction  verticale  du  fluide, 
si  Tangle  BAD  était  droit;  son  attraction  verticale,  lorsque  cet 
angle  est  6,  sera  pK.sin.d,  et  son  attraction  horizontale  sera 
pK.  (  1 — cos.O).  En  efiet,  pK.  dd.  cos.0  et  pK.  dO.  sin.  0  seront  les 
attractions  élémentaires  de  la  partie  infiniment  petite  pAD,  dans 
laquelle  dd  représente  l'angle  pAD.  En  les  intégrant  depuis  0=o, 
on  aura  les  expressions  précédentes. 

La  partie  du  fluide,  interceptée  entre  la  tangente  AD  et  la 
courhe  AR ,  agira  sur  la  molécule  A  avec  une  force  que  nous  dé- 
signerons par  Q,  et  dont  nous  supposerons  que  AQ  soit  la  direc- 
tion. Soit  donc  *&  l'angle  QAB;  l'attraction  verticale  du  fluide 
DAR  sera  Q.  cos.^gt,  et  son  attraction  horizontale  sera  Q.sin.'Of. 
Ainsi  la  molécule  A  sera  animée  par  les  forces  verticales 

pK,     — pK,     p'K. sin.d,     Q.cos.tsr, 
et  par  les  forces  horizontales, 

pK,     pK,     — P^-(i — COS.0),     — Q.sin.«: 

Tafiecte  ces  deux  dernières  du  signe — ,  parce  qu'elles  agissent 
de  A  vers  N,  ou  en  sens  contraire  des  deux  premières  forces  ho- 
rizontales. 

La  réunion  de  toutes  ces  forces  produit  une  force  unique  A  V 
qui  doit  être  perpendiculaire  à  AD.  Soit  R  cette  résultante  :  en 
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la  décomposant  en  deux,  Tune  verticale  et  l'autre  horizontale,  on 


aura 


il.  sin.d = pX.  sin.d -t- Q.  COS.  tsr, 

R.  cos.d=  ipK —  p'K-^p'K.  cos.d  —  Q.  sin.  tsr; 


d*où  Ton  tire 


Q.  cos.(« — 0)=i(2p — p).K.s\n.B. 


Q.  cos.(tBr — 0),  et  sin.d  étant  positifs,  dans  le  cas  où  la  courbe 
est  concave ,  on  voit  que  ip  — p  doit  être  positif,  et  que  p  doit 
alors  surpasser  \  p\ 

Si  le  facteur  ip — p'  est  nul,  on  vient  de  voir  que  la  surface 
du  fluide  est  horizontale,  ce  qui  satisfait  à  Féquation  précédente; 
car  alors  Q  est  nul. 

Les  courbes  AR  relatives  aux  divers  fluides  remplissant  suc- 
cesssivement  un  même  tube  sont  diflérentes  entre  elles  :  pour  le 
faire  voir,  considérons  un  point  /  placé  dans  toutes  ces  courbes 
à  la  même  distance  du  tube,  et  dans  sa  sphère  d'activité  sensible; 
l'action  du  tube  sur  ce  point  sera  la  même ,  et  horisa)ntale.  Si 
toutes  ces  courbes  étaient  les  mêmes,  l'action  des  fluides  sur  le 
point  /  aurait  la  même  direction  ;  mais  elle  varierait  d'un  fluide  à 
l'autre,  à  raison  de  l'intensité  respective  de  l'action  de  ces  fluides. 
Cette  action ,  en  se  composant  avec  l'action  horizontale  du  tube , 
produirait  donc  une  action  résultante  dont  la  direction  serait  dif- 
férente dans  les  divers  fluides.  Cette  résultante  doit  être,  par  la 
condition  de  l'équilibre ,  perpendiculaire  à  la  surface;  l'inclinai- 
son des  plans  de  cette  surface  ne  serait  donc  pas  la  même  pour  les 
divers  fluides,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Ainsi  les  courbes  AR 
diffèrent  suivant  le  rapport  des  intensités  respectives  |9  et  p.  Leurs 
côtés  extrêmes,  à  la  limite  de  la  sphère  d'activité  sensible  du  tube, 
ont  des  inclinaisons  difi*érentes  relativement  aux  parois  du  tube. 
Cette  inclinaison  détermine,  comme  on  l'a  vu,  la  grandeur  du 
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segment  de  la  surface  sphérique  qu  affecte  la  surface  du  fluide 
dans  les  tubes  très-étroits,  au  delà  de  la  sphère  d'activité  sensible 
du  tube;  et  cette  grandeur  détermine  le  rayon  de  celte  surface, 
dont  le  rapport  inverse  détermine  Tascension  du  fluide  dans  le 
tube. 

A  mesure  que  le  rapport  de  p  k  p  augmente,  la  courbe  AR 
devient  de  plus  en  plus  concave;  et  lorsque  p  est  égal  à  p,  la 
surface  du  fluide  dans  le  tube  est  une  demi-sphère.  Pour  le  faire 
voir,  imaginons  (fig.  9)  que  le  tube  soit  de  même  matière  que 
le  fluide,  et  que  sa  surface  ABC  soit  une  demi-sphère.  Formons 
la  surface  sphérique  entière  ABCS,  et  supposons  que  le  fluide 
remplît  la  partie  supérieure  RASC  du  tube.  En  faisant  abstrac- 
tion de  la  pesanteur,  comme  on  peut  le  faire  dans  les  tubes  très- 
étroits  ,  il  est  visible  qu'à  cause  de  l'homogénéité  de  la  matière 
du  tube  et  de  celle  du  fluide,  tous  les  points  de  la  surface  con- 
cave ABC  seront  animés,  en  vertu  des  attractions  du  tube  et  du 
fluide,  par  des  forces  égales  et  perpendiculaires  à  la  surface,  ce 
qui  suilit  pour  Téquilibre  du  fluide.  Maintenant ,  si  l'on  supprime 
le  fluide  supérieur  RASC,  il  ne  peut  en  résulter  qu'un  change- 
ment insensible  dans  les  forces  qui  sollicitent  les  divers  points 
de  la  surface  ABC,  et  dans  la  direction  de  ces  forces;  car  AR 
étant  tangent  à  la  surface  sphérique,  il  est  facile  de  voir  que 
faction  de  la  partie  RAS  du  fluide  sur  le  point  A  est  incompa* 
rablement  plus  petite  que  l'action  du  tube  sur  ce  point,  lorsque 
l'attraction  devient  insensible  à  des  distances  sensibles  :  l'équi- 
libre du  fluide  inférieur  ABCNM  ne  sera  donc  point  altéré  par 
la  suppression  du  fluide  supérieur  RASC,  d'où  il  suit  que  la  sur- 
face du  fluide  est  une  demi-sphère,  lorsque  p  est  égal  à  p. 

Si  l'intensité  de  l'attraction  du  tube  sur  le  fluide  surpasse  celle 
de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même,  il  me  paraît  vraisemblable 
qu'alors  le  fluide,  en  s'attachant  au  tube,  forme  un  tube  intérieur 
qui  seul  élève  le  fluide,  dont  la  surface  devient  ainsi  concave  et 
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celle  d'une  demi-sphère.  Je  conjecture  que  ce  cas  est  celui  de  Veau 
et  des  huiles  dans  un  tube  de  verre. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  surface  du  fluide,  au  lieu 
d*être  concave,  est  convexe.  Soit  (fig.  lo)  BAC  un  plan  vertical 
qui  plonge  dans  un  vase  rempli  de  ce  fluide,  et  AR  la  section 
de  la  surface  du  fluide,  par  un  plan  perpendiculaire  au  premier. 
Soit  AD,  une  tangente  à. la  courbe  AR,  et  nommons  6  Tangle 
BAD.  L'attraction  verticale  du  fluide  DAN  sur  le  point  A  sera, 
par  ce  qui  précède,  — p'. ^.  (i — sin. 0),  du  haut  en  bas,  et 
l'attraction  horizontale  sera  pK.  cos.  6  de  A  vers  N.  Pour  avoir 
l'attraction  du  fluide  RAN,  il  faut  retrancher  des  attractions  pré- 
cédentes celles  du  segment  DAR.  Soit  Q  l'action  de  ce  segment 
sur  le  point  A,  et  AQ  sa  direction.  Soit  «  l'angle  BAQ.  L'attrac- 
tion verticale  du  segment  sera  —  Q.  cos.  «,  et  son  attraction  hori- 
zontale sera  Q.  sin.  tsr.  Ainsi  l'attraction  verticale  de  RAN  sera 

Q.  COS.  tar — p.K.[i — sin.  d), 
et  son  attraction  horizontale  sera 

p.  K.  COS.0 — Q.  sin.  ^. 

L'attraction  verticale  du  fluide  NAC  sera  p'K,  ainsi  que  son  at- 
traction horizontale.  Enfin  l'attraction  verticale  du  plan  BAC  sera 
nulle ,  et  son  attraction  horizontale  sera  —  ipK;  le  fluide  sera 
donc  animé  par  la  force  verticale 

pX-h  Q.  cos.tsr — p^\^ — sin.0); 

et  par  la  force  horizontale 

pK —  2pK — Q.  sin.  ^  -h-pK.  cos.  6. 

Soit  il  F  la  résultante  de  ces  forces,  et  nommons -la  R;  cette 
résultante  étant  perpendiculaire  à  AD,  on  aura 

R.  sin.d=pK-^  Q.  cos.tsr — p'^-(i — sin.O) , 
R.cos.d={p — 2p).K'hp  K.cos.O  —  Q.sin.tsr; 

50. 
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d'où  Ton  tire 

[p' — ap).  Jr.sm.0  =  Q.  cos.(tsr — B). 

Sm.9,  Q,  et  cos.(t[r — B)  étant  positifs,  lorsque  la  courbe  AR  est 
convexe;  le  facteur  p — ip  doit  être  positif,  ou  Tintensité  p  doit 
être  moindre  que  \p'. 

Si  Ton  rapproche  ce  résultat  du  précédent,  on  voit  que  la  sur- 
face du  fluide  dans  un  tube  sera  concave  ou  convexe,  suivant 
que  p  sera  plus  grand  ou  moindre  que  \p\ 

Le  tube  étant  capillaire,  la  surface  approchera  d'autant  plus 
de  celle  d'une  demi-sphère  convexe ,  que  p  sera  plus  petit  ;  et  si  p 
est  nul  ou  insensible,  cette  surface  sera  celle  d'une  demi-sphère- 
En  efiet,  supposons  alors  que  cette  surface  ASC  soit  celle  d'une 
demi-sphère  (fig.  9).  En  la  continuant  au-dessous  de  A,  on  for- 
mera une  sphère  ASCB.  En  supprimant  par  la  pensée  le  fluide 
ABCNM,  et  faisant  abstraction  de  la  pesanteur,  il  est  visible  que 
tous  les  points  de  la  surface  ASC  seront  animés  par  des  forces 
égales  et  perpendiculaires  à  cette  surface;  le  fluide  sera  donc 
en  équilibre.  Rétablissons  maintenant  le  fluide  supprimé  ;  il  est 
facile  de  voir  que  AM  étant  tangent  à  la  sphère,  l'action  du 
fluide  MAB  sur  le  point  A  sera  incomparablement  plus  petite 
que  l'action  de  la  sphère  sur  ce  point;  on  peut  donc  la  négliger, 
et  à  plus  {jprte  raison  on  peut  négliger  l'action  du  même  fluide 
sur  les  autres  points  de  la  surface  ASC;  l'équilibre  a  donc  lieu 
alors,  lorsque  la  surface  convexe  du  fluide  est  celle  d'une  demi- 
sphère.  Entre  la  limite  p=o,  et  p=\p,  la  surface  devient  de 
moins  en  moins  convexe.  Elle  est  horizontale,  lorsque  p=-Lp; 
lorsqu'il  surpasse  y  p',  la  surface  devient  de  plus  en  plus  concave, 
et  enfin  elle  est  celle  d'une  demi-sphère,  lorsque  p=^p  * 
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SECONDE  SECTION. 


COMPARAISON  DB  LA  THEORIE  PR^ciDENTE  AVEC  L'EXPl^RIENGS. 


13.  On  a  VU,  dans  les  n~  5  et  7,  que,  suivant  la  théorie,  un 
fluide  s'élève  ou  s'abaisse  dans  les  tubes  capillaires  de  même  ma- 
tière en  raison  inverse  de  leurs  diamètres;  qu  entre  deux  plans 
verticaux  et  parallèles,  très-proches  l'un  de  l'autre,  le  fluide  s'é- 
lève ou  s'abaisse  en  raison  inverse  de  leur  distance;  enfin,  que 
l'élévation  ou  la  dépression  du  fluide  entre  ces  plans  est  la  même 
que  dans  un  tube  dont  le  demi-diamètre  intérieur  est  égal  à  cette 
distance.  Ces  divers  phénomènes  ont  été  observés  depuis  long- 
temps par  les  physiciens,  comme  on  peut  le  voir  par  le  passage 
suivant  de  l'Optique  de  Newton  (question  3 1)  : 

«  Si  deux  plaques  de  verre  planes  et  polies  (supposez  deux  pièces 
u  d'un  miroir  bien  poli)  sont  jointes  ensemble,  leurs  côtés  paral- 
«lèles  et  à  une  très-petite  distance  l'un  de  l'autre,  et  que,  par 
«leurs  extrémités  d'en  bas,  on  les  enfonce  un  peu  dans  un  vase 
«plein  d'eau;  celte  eau  montera  entre  les  deux  verres,  et  à  me- 
«  sure  que  les  plaques  seront  moins  éloignées,  l'eau  s'élèvera  à  une 
«  plus  grande  hauteur-  Si  leur  distance  est  environ  la  centième 
«partie  d'un  pouce,  l'eau  montera  à  la  hauteur  d'environ  un 
«  pouce;  et  si  la  distance  est  plus  grande  ou  plus  petite,  en  quel- 
«  que  proportion  que  ce  soit,  la  hauteur  sera  à  peu  près  en  pro- 
■  portion  réciproque  à  la  distance;  car  la  force  attractive  des 
«  verres  est  la  même,  soit  que  la  distance  qu'il  y  a  entre  eux  soit 
«  plus  grande  ou  plus  petite,  et  le  poids  de  l'eau  attirée  en  haut 
«  est  le  même ,  si  la  hauteur  de  l'eau  est  réciproquement  propor- 
«  tionnelle  à  la  distance  des  verres.  C'est  encore  ainsi  que  l'eau 
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«  monte  entre  deux  plaques  de  marbre  poli,  lorsque  leurs  côtés 
«  polis  sont  parallèles  et  à  une  fort  petite  distance  Tun  de  Tautre. 
«  Et  si  Ton  trempe  dans  une  eau  dormante  le  bout  d'un  tuyau  de 
M  verre  fort  menu,  l'eau  montera  dans  le  tuyau  à  une  hauteur  qui 
.  sera  réciproquement  proportionnelle  au  diamètre  de  la  cavité 
«•  du  tuyau,  et  égalera  la  hauteur  à  laquelle  elle  monte  entre  les 
«  deux  plaques  de  verre,  si  le  demi-diamètre  de  la  cavité  du  tuyau 
«  est  égal  à  la  distance  qui  est  entre  les  plaques  ou  à  peu  près. 
«  Du  reste,  toutes  ces  expériences  réussissent  aussi  bien  dans  le 
«  vide  qu'en  plein  air,  comme  on  Ta  éprouvé  en  présence  de  la 
«  Société  royale;  et  par  conséquent  elles  ne  dépendent  en  aucune 
•i  manière  du  poids  ou  de  la  pression  de  l'atmosphère.  » 

MM.  Haùy  et  Tremery  ont  bien  voulu  faire,  à  ma  prière, 
quelques  expériences  du  même  genre.  Dans  un  tube  de  verre  de 
deux  millimètres  de  diamètre  intérieur,  ils  ont  observé  l'élévation 
de  l'eau  au-dessus  du  niveau,  de  fi'^'^^yô,  et  celle  de  l'huile  d'o- 
range de  S'^^^sA. 

Dans  un  second  tube  de  verre  de  -f-  de  millimètre  de  diamètre, 
l'élévation  de  l'eau  a  été  de  lo  millimètres,  et  celle  de  l'huile  d'o- 
range de  5  millimètres. 

Dans  un  troisième  tube  de  verre  de  -f-  de  millimètre  de  dia- 
mètre, l'élévation  de  l'eau  a  été  de  iS'^'^sô,  et  celle  de  l'huile  d'o- 
range de  9  millimètres. 

Si  l'élévation  des  fluides  suit  la  raison  inverse  du  diamètre  des 
tubes,  le  produit  de  cette  élévation  par  le  diamètre  correspon- 
dant du  tube  doit  être  le  même  pour  tous  les  tubes,  et  ce  pro- 
duit, réduit  en  millimètres  carrés  et  divisé  par  un  millimètre, 
donnera  l'ascension  du  fluide  dans  un  tube  dont  le  diamètre  est 
d'un  millimètre.  En  multipliant  ainsi  chacune  des  élévations  pré- 
cédentes par  le  diamètre  correspondant  du  tube,  on  a  les  trois 
résultats  suivants  pour  l'ascension  dans  un  tube  d'un  millimètre 
de  diamètre. 
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Eau. 

Hui]e  d*orange. 

I.  tube. 

l3-»s5o; 

6»'"-,8; 

II.  tube. 

i3-"s333; 

e-i^eeey; 

III.  tube. 

i3-"%875; 

6»'"s75. 

Le  peu  de  différence  de  ces  résultats,  soit  relativement  à  Teau, 
soit  relativement  à  Thuile  d'orange,  prouve  l'exactitude  de  la  loi 
de  l'élévation  des  fluides  en  raison  inverse  du  diamètre  des  tubes. 
Le  milieu  entre  ces  résultats  donne  l'élévation  de  l'eau  dans  un 
tube  d'un  millimètre  de  diamètre,  égale  à  i3°''"',569,  et  celle  de 
l'huile  d'orange  égale  à  6°"'"', 7 3 89. 

Les  deux  premiers  tubes  dont  nous  venons  de  parler,  l'un  de 

Ami]]. 

deux  millimètres  et  l'autre  de  5-      de  diamètre,  ont  été  employés 

pour  déterminer  l'abaissement  du  mercure  au-dessous  du  niveau. 
Pour  cela,  ils  ont  été  placés  dans  un  bain  de  mercure  à  une  pro- 
fondeur que  l'on  a  mesurée  avec  exactitude.  Ensuite,  ayant  fait 
glisser  sous  leur  base  inférieure  un  plan  très-uni  qui  empêchait 
le  fluide  de  s'écouler,  on  les  a  retirés  du  bain ,  et  l'on  a  mesuré  la 
hauteur  de  la  colonne  de  mercure  au-dessus  de  ce  plan.  La  dif- 
férence de  cette  hauteur,  à  la  longueur  de  la  partie  plongée  du 
tube,  a  donné  l'abaissement  du  mercure  au-dessous  du  niveau. 
On  a  trouvé  ainsi  3""*"-^  pour  cet  abaissement  dans  le  tube  de 
deux  millimètres  de  diamètre;  et  5"**"', 5  pour  l'abaissement  dans 
le  tube  de  y  de  millimètre  de  diamètre.  Chacune  de  ces  expé- 
riences donne  7"'*"',333  pour  l'abaissement  du  mercure  dans  un 
tube  d'un  millimètre  de  diamètre  :  on  voit  donc  encore  ici  l'ob- 
servation exacte  de  la  loi  de  l'abaissement  des  fluides  en  raison 
inverse  du  diamètre  des  tubes. 

MM.  Haùy  et  Tremery  ont  pareillement  observé  l'ascension  de 
l'eau  entre  deux  lames  de  verre  verticales  et  parallèles,  et  distantes 
d'un  millimètre.  Ils  l'ont  trouvée  de  6"^"-, 5,  ce  qui  diffère  très- 
peu  de  l'ascension  de  l'eau  dans  un  tube  d'un  millimètre  de 


448  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

rayon,  car  cette  dernière  ascension  doit  être,  par  les  expériences 
précédentes,  égale  à  la  moitié  de  i3""**',569,  ou  à  6"""\784- 
Ainsi,  le  résultat  de  la  théorie,  suivant  lequel  Teau  doit  s'élever 
entre  ces  plans  autant  que  dans  un  tube  d'un  rayon  égal  à  leur 
distance,  est  conforme  à  cette  expérience.  On  a  vu,  dans  le  pas- 
sage cité  de  rOptique  de  Newton,  qu'à  un  centième  de  pouce 
anglais  de  distance  entre  deux  plans  de  verre,  correspondait  une 

élévation  de  Teau  égale  à  un  pouce.  Le  produit  de  ces  deux 

iPp. 
quantités  est ;  le  pouce  anglais  est  de  a5"""*,39i8;  ainsi 

- —  est  égal  à  ^- L-EU.     q^  à  6"^-™',4474.  En  divisant  par 

100°  100  '  ^ 

!"'"•  on  aura  6°""-,4474  pour  l'ascension  de  l'eau  entre  deux 

verres  plans  parallèles  éloignés  l'un  de  l'autre  d'un  millimètre; 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précédent. 

On  a  vu,  dans  le  n^  7,  que  si  dans  un  tube  cylindrique  on  in- 
troduit un  cylindre  qui  ait  le  même  axe  que  le  tube,  l'élévation 
de  l'eau  dans  l'espace  circulaire  compris  entre  la  surface  inté- 
rieure du  tube  et  la  surface  du  cylindre,  est  égale  à  l'élévation  de 
l'eau  dans  un  tube  qui  a  pour  rayon  la  largeur  de  cet  espace 
circulaire.  Une  des  limites  de  ce  cas  général  est  le  cas  particu- 
lier où  les  deux  rayons,  tant  du  cylindre  que  du  tube,  sont  infi- 
nis, et  alors  on  a  celui  de  deux  plans  parallèles  très-proches  l'un 
de  l'autre.  On  vient  de  voir  le  résultat  général  vérifié  à  cette  li- 
mite par  l'expérience.  L'autre  limite  est  celle  où  les  rayons  du 
tube  et  du  cylindre  sont  très-petits.  Pour  vérifier,  dans  ce  cas, 
le  résultat  de  l'analyse,  M.  Haûy  a  pris  un  tube  de  verre  bien 
calibré,  dont  le  diamètre  intérieur  était  de  cinq  millimètres.  Il 
a  placé  au  dedans  un  cylindre  de  verre  dont  le  diamètre  était 
de  trois  millimètres,  et  il  a  pris  toutes  les  précautions  nécessaires 
pour  faire  coïncider  l'axe  du  tube  avec  celui  du  cylindre.  En 
plongeant  ensuite  dans  l'eau  le  tube  et  le  cylindre  ainsi  disposés, 


I 
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il  a  observé  Télévation  de  ce  fluide  dans  l'espace  circulaire  à  très- 
peu  près  de  sept  millimètres ,  et  un  peu  au-dessous.  La  largeur 
de  Tespace  circulaire  étant  ici  d'un  millimètre,  l'eau  devait, 
par  la  théorie,  s'y  élever  comme  entre  deux  plans  parallèles  dis- 
tants d'un  millimètre;  et  par  conséquent  cette  élévation  devait 
être  de  6°""-, 7 84»  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  l'expé- 
rience. Ainsi  le  résultat  général  de  la  théorie  sur  l'élévation  de 
l'eau  dans  l'espace  circulaire  compris  entre  un  tube  et  un  cy- 
lindre intérieur  se  trouve  vérifié  à  ses  deux  limites. 

Les  résultats  de  l'expérience  doivent  varier  un  peu  avec  la  tem- 
pérature :  on  peut  supposer  les  expériences  précédentes  faites  à 
la  température  de  dix  degrés  du  thermomètre  centigrade.  Toutes 
ces  expériences  exigent  des  attentions  particulières,  soit  pour  bien 
calibrer  les  tubes,  soit  pour  avoir  exactement  leurs  diamètres,  soit 
enfin  pour  que  les  surfaces  ne  soient  ni  sèches  ni  trop  humec- 
tées. Dans  la  mesure  des  élévations  d'un  fluide,  il  faut  tenir  le 
tube  plongé  dans  le  fluide;  car,  en  le  retirant,  la  goutte  qui  se 
forme  à  sa  base  inférieure  doit  élever  le  fluide  dans  le  tube.  Il 
faut  encore  mesurer  ces  élévations  depuis  le  niveau  du  fluide 
dans  le  vase,  jusqu'au  point  le  plus  bas  de  sa  surface  dans  le  tube, 
si  le  fluide  s'y  élève,  ou  jusqu'au  point  le  plus  haut,  si  le  fluide 
s'y  abaisse. 

1 4.  Un  des  phénomènes  capillaires  les  plus  intéressants  et  les 
plus  propres  à  vérifier  la  théorie  précédente  est  celui  de  la  sus- 
pension d'une  goutte  de  fluide  dans  un  tube  capillaire  conique, 
ou  entre  deux  plans  formant  entre  eux  un  très-petit  angle.  Nous 
en  avons  donné  l'analyse  dans  les  n**'  9  et  10,  et  nous  allons  ici 
la  comparer  à  l'expérience.  Hauksbée  a  fait,  avec  un  grand  soin, 
l'expérience  d'une  goutte  d'huile  d'orange  suspendue  entre,  deux 
plans  de  verre.  Voici  comme  il  la  rapporte  : 

«  Je  pris  deux  verres  plans,  chacun  de  vingt  pouces  de  longueur 
«  et  de  quatre  pouces  de  largeur;  celui  dont  je  me  servis  pour 

TOMB  ly.  57 
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tf  plan  inférieur,  avait  sa  surface  parallèle  à  l'horizon  et  au  centre 
«  de  son  axe  *.  Ayant  bien  nettoyé  les  verres,  je  les  frottai  avec  un 
«  morceau  de  toile  propre  trempé  dans  l'huile  d'orange.  Je  laissai 
«  tomber  ensuite  une  ou  deux  gouttes  de  cette  huile  sur  le  plan 
«  inférieur,  près  de  son  axe,  et  je  fis  descendre  dessus,  l'autre  plan 
«de  verre.  Aussitôt  qu'il  toucha  les  gouttes  d'huile,  elles  s'éten- 
«  dirent  considérablement  entre  les  surfaces  de  ces  verres;  mais, 
«par  le  moyen  d'une  vis,  j'élevai  un  peu  le  plan  supérieur  du 
«  côté  libre,  et  l'huile  fut  aussitôt  attirée  en  une  seule  masse,  for- 
«  mant  un  globule  contigu  aux  deux  surfaces  de  verre,  et  qui 
«  s'avança  vers  les  points  de  leur  contact.  Quand  elle  fut  à  deux 
«  pouces  de  l'axe ,  en  faisant  faire  un  angle  de  1 5'  aux  bords  qui 
«  se  touchaient,  elle  resta  suspendue  sans  aucun  mouvement. 
«  Ayant  fait  retomber  les  bords  des  plans,  la  goutte  s'avança  jus- 
«qu'à  quatre  pouces  de  l'axe,  et  il  fallut  une  élévation  de  2 5' 
«pour  l'arrêter.  A  six  pouces,  il  fallut  un  angle  de  35';  à  huit 
«pouces,  de  45';  à  dix  pouces,  d'un  degré.  A  douze  pouces  de 
«l'axe,  l'élévation  fut  de  i"*  45',  et  ainsi  du  reste,  suivant  les 
«  diverses  stations  de  la  goutte,  comme  on  peut  le  voir  dans  la 
«  table  suivante,  que  j'ai  faite  avec  une  grande  précision,  d'après 
«  un  grand  nombre  d'expériences  qui  différaient  très-peu  les  unes 
«  des  autres.  Il  faut  observer  que  quand  la  goutte  est  parvenue 
«  sur  les  plans,  à  peu  près  à  dix-sept  pouces  de  l'axe,  elle  devient 
«  d'une  forme  ovale,  et  à  mesure  qu  elle  monte,  sa  figure  devient 
«  de  plus  en  plus  oblongue;  et,  à  moins  que  cette  goutte  ne  soit 
«  très-petite,  en  continuant  de  s'avancer  vers  les  bords  qui  se 
«  touchent,  elle  finit  par  se  partager:  une  partie  descend  et  l'autre 
«monte.  Mais  d'une  goutte,  ainsi  divisée,  je  trouvai  qu'il  fallait, 
«  pour  balancer  l'action  de  la  pesanteur  à  dix-huit  pouces  de  dis- 
«  tance,  un  angle  de  22°  d'élévation.  C'est  l'angle  le  plus  grand 

*  Ces  plans  se  touchaient  par  deux  de  leurs  bords,  et  i*axe  élait  placé  au  bord  opposé  du 
plan  inférieur. 
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«  que  j'aie  pu  observer.  Les  plans  étaient  séparés,  à  leur  axe,  d'en- 
«viron  ■— ■  de  pouce.  Je  ne  trouvai  dans  cette  expérience  qu'une 
«  très-légère  différence  entre  les  petites  et  les  grandes  gouttes 
«d'huile.  Les  angles  furent  mesurés  avec  un  quart  de  cercle,  de 
•  près  de  vingt  pouces  de  rayon ,  divisé  en  degrés  et  en  quarts  de 
«  degré,  et  tracé  sur  un  papier.  » 

Distancet  à  l'axe.  Ao^es  d'élévation, 

en  ponces.  en  degrés  lexagésùnaux. 

QP» l5' 

k 25 

6 35 

8 45 

lO 1°  o 

12 1  45 

i4 a  45 

i5 4  o 

i6 6  o 

17 10  o 


Hauksbée  ne  dit  point  si  les  distances  à  l'axe  sont  comptées  du 
milieu  de  la  goutte;  mais  il  y  a  lieu  de  croire  que  cela  est  ainsi, 
d'après  un  passage  de  l'Optique  de  Newton,  que  nous  citerons 
bientôt;  nous  partirons,  dans  les  calculs  suivants,  de  cette  sup- 
position, dont  l'inexactitude  n'influerait  que  très-peu  sur  leur 
résultat. 

Si  l'on  nomme  V  rinclinaison  à  l'horizon  d'un  plan  intermé- 
diaire ayant  une  commune  intersection  avec  les  deux  plans  dont 
on  vient  de  parler,  et  divisant  également  l'angle  qu'ils  forment 
entre  eux;  si  de  plus  on  nomme  A  la  hauteur  à  laquelle  le  fluide 
s'élèverait  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles,  dont  la  >* 


f 
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tance  serait  celle  des  deux  premiers  plans  à  une  distance  h  de 
leur  commune  intersection;  enfin  si  Ion  nomme  a  la  distance 
du  milieu  de  la  goutte  à  cette  ligne  d'intersection,  on  aura  à  fort 
peu  près,  par  le  n**  10, 

sm.  K=T--r- 

Dans  Texpérience  précédente,  les  plans  étaient  éloignés  de  yt  de 
pouce  anglais,  à  vingt  pouces  de  distance  de  la  ligne  d'inter- 
section, ou  à  leur  axe,  placé  à  l'extrémité  de  ces  plans;  leur  dis- 
tance mutuelle  n  était  donc  que  de  ^j  de  pouce,  à  dix  pouces  de 
distance.  Supposons  b  égal  à  dix  pouces  anglais  :  un  demi-mil- 
limètre de  distance  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  cor- 
respondant, par  le  numéro  précédent,  à  une  élévation  de  l'huile 
d'orange  égale  à  6"*"-, 7 3 89;  on  aura 


a 


.  6-^,7389 =^.A^ 


h  étant  évalué  en  pouces  anglais.  On  a  vu,  dans  le  numéro  pré- 
cédent, que  le  pouce  anglais  renferme  a5™"",39i8;  on  aura  donc 


ce  qui  donne 


^''.6^7389      ,, 

(25,3918)*        32*"' 

, 16.6,7389 

'^^  (25,39i8)'- 


La  formule  précédente  devient  ainsi 


.     T/_    16.6.7389      100 
^*°''^~~  10.(25,3918)*'  a*  ' 


a  étant  évalué  en  pouces  anglais. 
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L'aog^e  fonné  par  les  deux  plans  de  verre,  dans  rexpérienoe» 
ayant  pour  sinus  — — -,  cet  angle  est  de  io'44'.  Le  plan  infé- 
rieur ayant  été  placé  horizontalement  au  commencement  de  Tex- 
périence,  il  est  clair  que  pour  avoir  Tinclinaison  V  du  plan 
intermédiaire,  il  faut  diminuer  de  5'  a  a'  toutes  les  inclinaisons 
de  la  table  d*Hauksbée.  Il  faut  ensuite  retrancher  de  20^  les 
nombres  de  pouces  de  la  même  table ,  pour  avoir  les  valeurs  suc- 
cessives de  a.  Cela  posé ,  on  aura  la  table  suivante  : 


DISTANCES 

EH  POUCES, 

da  milieu 

de  ia  goatte, 

à  l'intersection 

des  plans. 

VALEURS 

OBSERviES  DE  V, 

en 
degrés  sexagésimaux. 

VALEURS  CALCULÉES 

par 
la  formule  précédente. 

DIFFÉRENCE 

DE  LA  TALBDR  CALCULil 

à  U  valeur  ohservée, 

en  parties  aliquotes 

de  cette  dernière  valeur. 

1  S'' 

, 0  38  • .  . 

17' 44'.. 

22    27 . . . 

1 
1.1 

1 

16  ...  . 

10  38 . .  • 

lA. . . . 

• . .  • .   *  ^  ^^\^ . .  • 
20  38 . . . 

20   20  .  .  . 

7 

1 

m    m^    w       «       •       ■ 

12  ...  . 

3q  38. . . 

•  •  .  .  •  3o  00 ... 

f  f 

1 

lO. . . . 

5A  38. . . 

57   2Û  .  .  . 

1  «  • 

1 

8 

....  i**3q  38. . . 

•••••    *'/    ^\f  '  *  * 

....  1^20  63 . . . 

i  f 

1 

6 

....  2  3o  38 . . . 

.....  2  3q  A6  .  . . 

10 

1 

5 

3  54  38.. . 

••  •  •  •  ^  «^  ^  i-§-^^ ... 
....  3  5o    6 .  . . 

1  s  •  1 

1 

4 

5  5A  38. .. 

...  .5  59  58.  . . 
...  10  A2  3i .  . . 

5  1 

1 
•  « 

1 

*♦  •  •   .  • 

3 

Q  5A  38. . . 

a. . . . 

...21  54  38. .. 

• .  . 2A  A2  Aq.  . . 

.    •    •    •    •        j  j 

1 

...   «(-^     •♦^      ^"nf  •     *    • 

7,  • 

Les  valeurs  calculées  de  V  s'accordent  avec  les  valeurs  obser- 
vées, aussi  bien  qu'on  doit  l'attendre  d'une  formule  qui  n'est 
qu'approchée,  et  d'observations  dans  lesquelles  les  fractions  d'un 
quart  de  degré  n'étaient  qu'estimées.  C'est  vers  les  limites  de  la 
plus  petite  et  de  la  plus  grande  distance  de  la  goutte  à  la  ligne 
d'intersection  des  plans,  que  les  différences  sont  les  plus  considé- 
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râbles:  il  est  visible,  par  lanalyse  du  n''  10,  que  cela  doit  être,- 
parce  que  dans  la  plus  grande  distance  la  goutte  n  a  pas  encore 
assez  de  largeur,  relativement  à  son  épaisseur;  et  dans  la  plus 
petite  distance,  sa  largeur  a  un  trop  grand  rapport  à  sa  distance 
de  la  ligne  d'intersection. 

C'est  à  cette  expérience  d'HauLsbée  que  se  rapporte  le  passage 
suivant  de  Newton,  dans  son  Optique  (question  3i):aSi  Ton 
«prend  deux,  plaques  de  verre,  planes  et  polies,  de  trois  ou 
«  quatre  pouces  de  large,  et  de  20  ou  26  pouces  de  long;  quon 
«  les  couche.  Tune  parallèle  à  l'horizon,  et  l'autre  sur  celle-là,  de 
«  telle  manière  qu'en  se  touchant  par  une  de  leurs  extrémités,  elles 
«  forment  un  angle  d'environ  10  ou  1 5  minutes;  qu'auparavant  on 

•  ait  mouillé  leurs  plans  intérieurs  avec  un  linge  net  trempé  dans 
«  l'huile  d'orange  ou  dans  de  l'esprit  de  térébenthine,  et  qu'on  ait 
«  fait  tomber  une  ou  deux  gouttes  de  cette  huile  ou  de  cet  esprit 

•  sur  l'extrémité  du  verre  inférieur,  la  plus  éloignée  de  l'angle  sus- 
«  dit  :  aussitôt  que  la  plaque  supérieure  aura  été  placée  sur  l'infé* 
«  rieure,  de  sorte  que  (comme  on  vient  de  le  dire)  elle  la  touche 
«par  un  bout  et  qu'elle  touche  la  goutte  par  l'autre  bout,  les 
«  deux  plaques  faisant  un  angle  d'environ  1  o  ou  1 5  minutes  :  dès 
«  lors  la  goutte  commencera  de  se  mouvoir  vers  les  deux  plaques 
«  de  verre  et  continuera  à  se  mouvoir  d'un  mouvement  accéléré 
«jusqu'à  ce  qu'elle  y  soit  parvenue,  car  les  deux  verres  attirent 
«  la  goutte  et  la  font  courir  du  côté  vers  lequel  les  attractions  in- 
«  clinent.  Et  si,  dans  le  temps  que  la  goutte  est  en  mouvement, 
«  vous  levez  en  haut  l'extrémité  des  verres  par  où  ils  se  touchent 
«et  vers  où  la  goutte  s'avance,  la  goutte  montera  entre  les  deux 
«  verres,  et  par  conséquent  elle  est  attirée.  A  mesure  que  vous 
«  lèverez  plus  haut  cette  extrémité  des  verres,  la  goutte  montera 
«toujours  plus  lentement,  et,  s'arrêtant  enfin,  elle  sera  autant 
«  entraînée  en  bas  par  son  propre  poids  qu'elle  était  emportée  en 
«haut  par  attraction.  Par  ce  moyen,  vous  pouvez  connaître  par 
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0  quel  degré  de  force  la  goutte  est  attirée  à  toutes  les  distances 
«  du  concours  des  verres. 

tOr,  par  quelques  expériences  de  ce  genre,  faites  par  feu 
t  M.  Hauksbée ,  Ton  a  trouvé  que  l'attraction  est  presque  récipro- 
tf  quement  en  raison  doublée  de  la  distance  du  milieu  de  la  goutte 
«  au  concours  des  verres;  savoir,  réciproquement  en  proportion 
n  simple,  à  raison  de  ce  que  la  goutte  se  répand  davantage  et 
«  touche  chaque  verre  par  une  plus  grande  surface,  et  encore  ré- 
«  ciproquement  en  proportion  simple,  à  raison  de  ce  que  les  at- 
«  tractions  deviennent  plus  fortes,  la  quantité  des  surfaces  restant 
«  la  même.  Donc  l'attraction  qui  se  fait  dans  la  même  quantité  de 
«surface  attirante  est  réciproquement  comme  la  distance  entre 
«les  verres;  et  par  conséquent,  où  la  distance  est  excessivement 
«  petite,  l'attraction  doit  être  excessivement  grande.  » 

Les  explications  que  Newton  donne  des  phénomènes  capillaires 
dans  ce  passage  et  dans  celui  que  nous  avons  précédemment 
rapporté  sont  bien  propres  à  faire  ressortir  les  avantages  de  la 
théorie  mathématique  et  précise  exposée  dans  la  première  section. 

15.  On  a  vu  que  l'eau  s'élève  dans  un  tube  capillaire  par 
TeflFet  de  la  concavité  de  sa  surface  intérieure.  L'eflFet  de  la  con- 
vexité des  surfaces  devient  sensible  dans  les  expériences  sui* 
vantes. 

Si  l'on  enfonce  dans  l'eau,  à  une  petite  profondeur,  un  tube 
capillaire;  qu'ensuite,  ayant  fermé  avec  le  doigt  l'extrémité  infé- 
rieure du  tube,  on  le  retire  de  l'eau;  en  étant  le  doigt,  on  voit 
le  fluide  s'abaisser  dans  le  tube  et  former  une  goutte  d^eau  à  sa 
base  inférieure.  Mais  lorsqu'il  a  cessé  de  descendre,  la  hauteur 
de  la  colonne  reste  toujours  plus  grande  que  l'élévation  de  l'eau 
dans  le  tube  au-dessus  du  niveau,  lorsqu'il  était  plongé  dans  ce 
fluide.  Cet  excès  est  dû  à  l'action  de  la  goutte  d'eau  sur  la  colonne; 
car  il  est  visible  que  dans  cette  expérience  la  concavité  de  la  sur- 
face intérieure  de  la  colonne  et  la  convexité  de  sa  surface  exté- 
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rieure  au  tube,  et  qui  est  celle  de  la  goutte  elle-même,  contri- 
buent à  élever  l'eau  dans  le  tube. 

ABC  [fig.  1 1)  est  un  tube  capillaire  recourbé,  dont  les  branches 
sont  d'inégale  longueur:  en  le  plongeant  verticalement  dans  Feau, 
de  manière  que  sa  branche  la  plus  courte  A  J3  y  soit  entièrement 
plongée,  l'eau  s'élèvera  dans  la  branche  B  C  au-dessus  du  niveau, 
à  une  hauteur  que  nous  représenterons  par  F  G.  En  retirant  le 
tube  de  l'eau,  il  se  forme  à  l'extrémité  A  une  goutte  A  NO;  et 
lorsque  le  fluide  est  stationnaire  dans  le  tube,  on  observe  qu'en 
menant  par  le  sommet  N  de  la  goutte,  l'horizontale  NT,  la  hau- 
teur rC  de  l'eau  dans  la  plus  longue  branche  surpasse  F  G.  Sx 
avec  le  doigt  on  ôte  successivement  les  gouttes  qui  se  forment  en 
A,  cette  hauteur  diminue  graduellement;  et  lorsque  l'on  est  ainsi 
parvenu  à  rendre  la  surface  de  l'eau  à  ce  point,  plane  et  horizon- 
tale, alors  l'élévation  de  l'eau  dans  la  branche  BC  au-dessus  de 
l'horizontale  AI  est  égale  à  F  G.  Enfin,  si  l'on  restitue  successi- 
vement de  nouvelles  gouttes  d'eau  à  l'extrémité  A,  la  surface  de 
l'eau  à  cette  extrémité  redevient  convexe,  et  le  fluide  s'élève  de 
plus  en  plus  dans  la  branche  BC,  en  sorte  que  les  phénomènes 
précédents  se  reproduisent  dans  un  ordre  inverse.  L'excès  de 
la  hauteur  de  la  colonne  dans  la  branche  BC,  sur  la  hauteur  FG, 
paraît,  dans  ces  expériences,  répondre  à  la  convexité  de  la  sur- 
face il  iVO  ;  il  faudrait,  pour  s'assurer  de  l'exacte  correspondance, 
mesurer  la  largeur  et  la  flèche  de  cette  surface.  Mais  la  grande 
difficulté  de  ces  mesures  n'a  pas  permis  de  les  faire. 

L'efîet  d'une  surface  plus  ou  moins  convexe  est  encore  sensible 
dans  l'expérience  suivante:  ABC  [fig.  ii)  est  un  siphon  capil- 
laire qui  renferme  une  colonne  ABC  àe  mercure.  On  incline  le 
tube  du  côté  A  :  le  mercure  alors  parvient  jusqu'en  A'  dans  la 
branche  AB,  et  se  retire  jusqu'en  C\  dans  la  branche  BC.  En 
relevant  lentement  le  tube,  le  mercure  de  la  branche  AB  revient 
vers  A ,  tandis  que  celui  de  la  branche  B  C  revient  vers  C.  On 
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observe  alors  que  la  surface  du  mercure  dans  la  braDchc  A  B  est 
moins  convexe  que  celle  du  mercure  dans  la  branche  BC;  et  si, 
par  le  sommet  de  la  première  de  ces  surfaces,  on  conçoit  un  plan 
horizontal,  le  sommet  de  la  seconde  surface  est  au-dessous  de  ce 
plan.  Celte  différence  dans  la  convexité  des  deux  surfaces  tient 
au  frottement  du  mercure  contre  les  parois  du  tube  :  les  parties 
de  la  surface  dans  la  branche  AB,  qui  se  retirent  vers  A  et  qui 
touchent  le  tube,  sont  un  peu  arrêtées  par  ce  frottement,  tandis 
que  les  parties  du  milieu  de  cette  surface  n'éprouvent  point  le 
même  obstacle;  et  de  là  doit  résulter  une  surface  moins  convexe: 
au  lieu  que  le  même  frottement  doit  produire  un  effet  contraire 
sur  la  surface  du  mercure  de  la  branche  BC.  Or,  de  ce  que  la 
première  de  ces  surfaces  est  moins  convexe  que  la  seconde,  il  en 
résulte  que  le  mercure  éprouve  par  son  action  sur  lui-même  une 
moindre  pression  dans  la  branche  BA  que  dans  la  branche  BC, 
et  qu'ainsi  sa  hauteur  dans  la  première  de  ces  deux  branches 
doit  surpasser  un  peu  sa  hauteur  dans  la  seconde,  ce  qui  est  con- 
forme à  l'expérience.  Un  effet  semblable  s'observe  dans  un  baro- 
mètre lorsqu'il  monte  ou  lorsqu'il  descend. 

16.  Les  siphons  capillaires  offrent  quelques  phénomènes  qui 
sont  encore  un  résultat  de  la  théorie.  Ils  peuvent  être  ramenés  à 
ce  phénomène  général  donné  par  l'expérience.  Si  Ton  plonge  dans 
nu  vase  d'eau  un  siphon  quelconque  ABC  (fig.  i3)  dont  les 
deux  branches  soient  d'égale  ou  d'inégale  largeur,  et  qu'en- 
suite on  le  retire;  l'eau  ne  s'écoulera  pas  de  la  branche  la  plus 
longue  BC,  si  la  différence  des  deux  branches  du  siphon  est 
moindre  que  la  hauteur  FG  à  laquelle  le  fluide  s'élèverait  dans 
un  tube  de  même  largeur  que  celle  de  la  branche  AB.  Pour  faire 
voir  que  ce  résultat  est  une  suite  de  notre  théorie,  supposons 
que  le  fluide,  en  s'écoulant  par  la  branche  C,  ait  pris  la  position 
oiaBC,  le  point  a  étant  très-voisin  de  l'extrémité  A.  Soit  alors  r/ 
la  hauteur  de  B  au-dessus  de  la  surface  aio;  la  pression  que  le 
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fluide  éprouve  en  i,  milieu  de  la  surface  aio,  sera  égale,  i""  à  la 
pression  de  Tatmosphère,  que  nous  désignerons  par  P;  a""  à 
faction  du  fluide  sur  lui-même,  et  qui  est  égale  à  K — g  *FG, 
g  étant  la  pesanteur;  S""  à  la  pression  de  la  colonne  q,  prise  avec 
le  signe—,  ofi  k—g.q.  Ainsi,  un  canal  infiniment  étroit,  passant 
en  I ,  par  Taxe  du  siphon ,  sera  pressé  de  bas  en  haut  par  la  force 

P-^K—g.FG—g.g. 

^' étant  la  hauteur  du  point  B  au-dessus  du  point  C,  le  fluide, 
au  point  C,  sera  pareillement  pressé  de  bas  en  haut  par  la  force 
P-hK — g.q,  si  la  surface  du  fluide  est  plane  en  C,  ou  par  une 
force  plus  grande  si  cette  surface  est  convexe;  et  Tun  ou  Tautre 
de  ces  deux  cas  doit  avoir  lieu,  pour  que  le  fluide  coule  en  C,  ou 
tende  à  couler.  Dans  cette  supposition,  cette  seconde  force  doit 
être  moindre  que  la  précédente;  la  difiérence 

doit  être  une  quantité  positive,  et  par  conséquent  Texcès  g' — g 
de  la  branche  la  plus  longue  sur  la  plus  courte  doit  être  égal  ou 
plus  grand  que  FG;  ce  qui  est  le  résultat  même  de  Texpérience. 

En  général,  si  Ton  compare  à  notre  théorie  les  divers  phéno- 
mènes capillaires  observés  avec  soin  par  les  physiciens,  on  verra 
qu  ils  en  sont  autant  de  corollaires. 

17.  Il  nous  reste  présentement  à  rapporter  les  expériences  que 
Ton  a  faites  pour  déterminer  la  concavité  ou  la  convexité  des 
surfaces  des  fluides  dans  les  tubes  capillaires.  Les  physiciens 
n  ayant  j  usqu  ici  considéré  la  courbure  des  surfaces  que  comme 
un  efiet  secondaire,  et  non  comme  la  cause  principale  des  phé- 
nomènes capillaires,  ils  se  sont  peu  occupés  de  la  déterminer. 
MM.  Haûy  et  Trémery  ont  bien  voulu,  à  ma  prière,  déterminer 
celle  de  la  surface  de  Teau.  Us  ont  introduit  dans  un  tube  A  B 
(fig.  1 4)  9  de  deux  millimètres  de  diamètre  intérieur,  une  colonne 
deau  MmnN;  et  après  avoir  fermé  le  tube  à  ses  deux  extrémités, 
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ils  l'ont  tenu  verticalement,  et  ils  ont  mesuré  avec  beaucoup  de 
soin  les  deux  longueurs  Mm  et  li,  I  et  i  étant  les  points  les  plus 
bas  des  deux  surfaces  MÎNet  min.  La  différence  Mm — li  leur 
a  donné  la  somme  des  deux  flèches  IP  et  ip,  et  ils  ont  trouvé 
cette  somme  égale  à  ^.MN.  Suivant  l'analyse  du  n"  5,  cette 
somme  serait  égale  à  MN,  si  l'angle  que  nous  avons  désigné  par 
B'  dans  ce  numéro  était  un  angle  droit,  ou  si  les  surfaces  de  l'eau 
étaient  tangentes  aux  parois  du  tube.  Maïs  on  doit  considérer 
qu'en  les  supposant  tangentes  on  ne  peut  pas  observer  exactement 
les  points  de  contingence.  Ce  que  l'on  a  pris  pour  le  point  Af  est 
un  point  où  la  surface  de  l'eau  commence  à  quitter  sensiblement 
les  parois  du  tube,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  pour  trouver 
IP-\-ip^-jY-^^>  'ï  suffit  d'avoir  pris  pour  M el  m  des  points 
qui  ne  s'écartent  du  tube  que  de  o^^'-jOasô,  ce  qui  n'est  point 
invraisemblable.  L'expérience  précédente  parait  donc  indiquer 
que  l'angle  d'  est  droit,  pour  l'eau  relativement  au  verre  :  une  ex- 
périence semblable,  faite  sur  l'huile  d'orange,  conduit  au  même 
résultat.  Ainsi  l'on  peut  croire  avec  vraisemblance  que  les  sur- 
faces de  l'eau,  de  l'huile  et  généralement  des  fluides  qui  mouil- 
lent le  verre,  sont  à  très-peu  près  demi-sphériques  dans  les  tubes 
capillaires. 

£n  déterminant  de  la  même  manière  la  surface  convexe  du 
mercure  dans  un  tube  de  verre  très-étroit,  on  a  observé  qu'elle 
est  à  peu  près  celle  d'une  demi-sphère.  Si  l'on  rapproche  ce  ré- 
sultat de  celui  que  nous  avons  donné  ci-dessus  sur  l'abaissement 
du  mercure  au-dessous  du  niveau  dans  les  tubes  de  verre  très- 
étroits,  on  pourra  corriger  de  l'effet  de  la  capillarité  les  hauteurs 
du  baromètre.  Cet  effet  est  nul  dans  les  baromètres  à  deux  bran- 
ches d'égale  lai^ur;  mais  dans  les  baromètres  formés  d'un  tube 
plongeant  dans  une  large  cuvette,  TolTet  capillaire  devient  d'au- 
tant plus  sensible  que  le  tube  est  plus  )"  rteor  baro- 
métrique comptée  du  sommet  de  la  colol  -tidre 
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que  celle  qui  est  due  à  la  pression  de  Tatmosphère;  ainsi  l'on  voit 
combien  est  fautive  la  méthode  de  quelques  observateurs,  qui 
mesurent  la  hauteur  du  baromètre  depuis  le  niveau  jusqu'aux 
points  où  la  surface  supérieure  de  la  colonne  touche  le  tube. 
Pour  ramener  les  hauteurs  du  baromètre  à  celles  qui  résultent 
de  la  pression  de  Tatmosphère,  et  pour  rendre  ainsi  les  divers 
baromètres  comparables  entre  eux,  il  faut  corriger  ces  hauteurs 
de  TefFet  capillaire,  et  Ton  y  parviendra  en  intégrant  par  approxi- 
mation Téquation  différentielle  (&)  du  n""  4.  Cette  équation  donne, 
en  Tintégrant, 

H       H  du 


b 


V' 


du' 


^.fzndu; 


les  z  étant  ici  comptés  du  haut  en  bas,  depuis  le  sommet  de  la 

surface  de  la  colonne,  -r  est  Teffet  capillaire,  ou  ce  quil  faut 

ajouter  à  la  hauteur  du  baromètre  pour  avoir  la  hauteur  due  à 
la  pression  de  Tatmosphère.  On  a,  par  ce  qui  précède. 


2.H.sin.6' 


'"„    "  — a   7""»"-  333 
J^.      — if '7       woo. 

Soit  /  le  demi-diamètre  du  tube  évalué  en  millimètres  :  aux  points 

dz 

où  0=/,  on  a  — ^  =sm.  ff;  la  valeur  de  — r  sera  donc 

du* 

,«ai.  _»ai.  333        a    -      , 
JJ ji.fzudu, 

Tintégrale  étant  prise  depuis  a=o  jusqu'à  n=î. 

Il  faudrait  connaître  z  en  fonction  de  a  pour  avoir  cette  inté- 


SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  DIXIÈME.  461 

grale.  On  peut  la  déterminer  par  Texpérience,  en  observant  que 
HTT.fzndtt  est  l'espace  compris  entre  la  surface  du  mercure  à 
l'extrémité  supérieure  de  la  colonne,  la  surface  du  tube,  et  un 
plan  horizontal  mené  par  le  sommet  de  la  colonne;  espace  que 
l'on  peut  mesurer  avec  précision  par  le  poids  du  mercure  néces- 
saire pour  le  remplir.  On  pourra  donc  former,  soit  par  l'analyse, 
soit  par  l'expérience,  une  table  de  correction  de  TefTet  capillaire 
dans  les  baromètres,  relative  aux  divers  diamètres  de  leurs  tubes. 
Cela  suppose  que  ces  tubes  sont  de  la  même  nature;  mais  la  dif- 
férence entre  leurs  matières  est  peu  considérable;  et  d'ailleurs 
l'action  des  tubes  sur  le  mercure  devant  être  très-petite,  pour  que 
la  surface  de  ce  fluide  dans  les  tubes  très-étroits  soit  à  peu  près 
celle  d'une  demi-sphère,  cette  différence  ne  peut  pas  avoir  d'in- 
fluence sensible  sur  les  hauteurs  du  baromètre. 
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SUPPLÉMENT 


A  LA  THEORIE 


DE  L'ACTION  CAPILLAIRE. 


L'objet  de  ce  Supplément  est  de  perfectionner  la  théorie  que 
j'ai  donnée  des  phénomènes  capillaires,  d'en  étendre  les  appli- 
cations, de  la  confirmer  par  de  nouvelles  comparaisons  de  ses 
résultats  avec  l'expérience;  et,  en  présentant  sous  un  nouveau 
point  de  vue  les  e£Pets  de  l'action  capillaire ,  de  mettre  de  plus  en 
plus  en  évidence  l'identité  des  forces  attractives  dont  cette  action 
dépend,  avec  celles  qui  produisent  les  affinités. 

Sur  réquation  fondamentale  de  la  théorie  de  laction  capillaire. 

L'équation  aux  différences  partielles  du  n?  4  de  ma  Théorie 
de  l'action  capillaire  a  été  conclue  du  principe  de  l'équilibre  des 
canaux.  Ce  principe  consiste  en  ce  qu'une  masse  fluide  homo- 
gène, animée  par  des  forces  attractives,  est  en  équilibre,  si 
Téquilibre  a  lieu  dans  un  canal  quelconque  aboutissant  par  ses 
extrémités  à  la  surface  du  fluide.  On  peut  le  démontrer  facilement 
de  cette  manière  :  imaginons  dans  l'intérieur  du  fluide  un  canal 
rentrant,  d'une  largeur  infiniment  petite  et  uniforme.  Si  d'un 
point  attirant  pris  comme  centre,  et  d'un  rayon  quelconque,  on 
décrit  une  surface  sphérique  qui  coupe  ce  canal  ;  si  du  même 
centre  et  d'un  rayon  infiniment  peu  différent  du  premier  on 
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décrit  une  seconde  surlace,  chacune  de  ces  surfaces  rencontrera 
le  canal  au  moins  en  deux  points,  et  elles  intercepteront  au  moins 
deux  portions  infinimmt  petites  de  ce  canal.  Il  est  visible  ijue  les 
deux  colonnes  de  fluide  comprises  dans  ces  portions  seront  ani- 
mées d'égales  forces  attractives;  et  comme  elles  ont  la  même 
hauteur  dans  la  direction  de  ces  forces,  elles  se  feront  mutuelle- 
ment équilibre.  On  voit  d(mc  que  le  canal  entier  sera  en  équilibre 
par  l'action  du  point  attirant;  d'où  il  résulte  que  l'équilibre  anra 
lieu,  quel  que  soit  le  nombre  de  ces  points.  Imaginons  mainte- 
nant qu'une  portion  du  canal  s'élève  jusqu'à  la  surfaice  du  fluide 
suivant  laquelle  il  soit  plié,  l'équilibre  aura  encore  lieu  dans  ce 
canal.  En  supposant  donc  qu'il  ait  lieu  séparément  dans  la  partie 
intérieure  du  canal ,  il  aura  lieu  séparément  dans  la  portion  si- 
tuée à  la  surface.  Ce  dernier  équilibre  ne  peut  subsister  que  de 
deux  manières  :  ou  parce  qu'à  chaque  point  du  canal  la  force 
dont  le  fluide  est  animé  est  pei^eudiculaire  à  ses  côtés,  ou  parce 
que  le  fluide  pressant  dans  un  sens  à  une  des  extrémités,  cette 
pression  est  détruite  par  une  pression  contraire  du  fluide  situé 
vers  l'autre  extrémité.  Mais  dans  ce  dernier  cas  il  n'y  aurait  point 
équilibre  dans  la  partie  du  canal  pUée  sur  la  surface,  si  les  deux 
extrémités  de  ce  canal  aboutissaient  dans  la  partie  du  fluide  de 
la  surface  qui  presse  dans  le  même  sens-  Ainsi,  dans  la  suppo- 
sition qu'il  y  a  généralement  équilibre  dans  un  canal  intérieur 
aboutissant  par  ses  extrémités  à  la  surface,  si  l'on  conçoit  un 
canal  quelconque  rentrant  en  lui-même,  et  dont  une  portion  soit 
pliée  sur  la  surface  du  fluide,  la  résultante  des  forces  qui  animent 
le  fluide  dans  cette  portion  doit  être  perpendiculaire  aux  côtés 
du  canal.  Or  cela  ne  peut  avoir  lieu,  quoUe  que  soit  la  direction 
du  canal,  qu'autant  que  cette  résultante  est  perpendiculaire  à  la 
surface;  car,  en  la  décomposant  en  deux,  l'une  perpendiculaire 
et  l'autre  parallèle  à  la  surface,  cette  deruière  force  "'"  *  -oint 
détruite  par  les  côtés  d'un  canal  qui  suivrait  sa  dii  î- 


r 
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libre  dans  un  canal  quelconque  intérieur,  dont  les  extrémités 
aboutissent  à  la  surface,  est  donc  nécessairement  lié  à  la  condition 
de  la  perpendicularité  de  la  force  à  la  surface,  condition  qui,  si 
elle  est  satisfaite,  détermine  l'équilibre  de  toute  la  masse  fluide, 
comme  on  l'a  vu  dans  le  premier  livre  de  la  Mécanique  céleste. 
Les  équations  conclues  soit  de  l'équilibre  des  canaux,  soit  de  la 
perpendicularité  de  la  force  à  la  surface,  doivent  donc  être  iden- 
tiques, ou  du  moins  la  difi*érentielle  l'une  de  Fautre;  et  il  est 
facile  de  voir  que  la  seconde  est  une  différentielle  de  la  première; 
car  l'équation  donnée  par  l'équilibre  des  canaux  ne  renferme  que 
des  différences  du  second  ordre,  au  lieu  que  la  force  tangentielle 
à  une  surface  capillaire  étant  produite,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le 
n®  4  de  la  théorie  citée,  par  la  pesanteur  décomposée  parallèle- 
ment à  cette  surface,  et  par  l'attraction  de  la  différence  de  la  masse 
fluide  à  celle  de  l'ellipsoïde  osculateur,  différence  qui  dépend  des 
différences  du  troisième  ordre;  l'équation  résultante  de  la  condi- 
tion de  la  force  tangentielle  nulle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 
la  perpendicularité  des  forces  à  la  surface,  renferme  des  diffé- 
rences du  troisième  ordre,  et  par  conséquent  elle  est  la  différen- 
tielle de  l'équation  donnée  par  l'équilibre  des  canaux.  Mais  il  est 
intéressant  de  s'en  assurer  à  po5tenon.  C'est  ce  que  je  vais  faire  ici, 
et  il  en  résultera  une  confirmation  de  l'équation  fondamentale  de 
ma  théorie  et  un  moyen  simple  d'y  parvenir. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  quelconque  de 
la  surface  que  nous  désignerons  par  0,  et  pour  axe  des  z,  la  per- 
pendiculaire à  la  surface  à  ce  point.  La  valeur  de  z  donnée  par 
l'équation  à  la  surface,  et  développée  suivant  les  puissances  et  les 
produits  des  deux  autres  coordonnées  rectangulaires  x  et  y,  sera 
de  cette  forme, 

zzzrzA.a^-hX.ary-h-B.y* 

-+-  C.  a:*  -4-  Z).  a:*j-f-  £.  ay*-h  F.f 
etc. 
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Les  trois  premiers  termes  de  cette  expression  de  z  sont  relatifs  à 
l'eUipsoïde  osculateur  de  la  surface,  oa,  plus  exactement,  au  para- 
boloïde  osculateur;  or  l'attraction  de  ce  solide  sur  le  point  0  est 
évidemment  dirigée  suivant  l'axe  de  z,  puisque  le  solide  est  sy- 
métrique des  côtés  opposés  autour  de  cet  axe;  la  force  tangen- 
tielle  du  point  0  due  à  l'action  de  la  masse  entière  ne  peut  donc 
résulter  que  de  l'attraction  du  solide  dont  l'équation  de  la  surface 
est 

«  =  C.  j:" -f- D.  xy -4- £.  ay"  H- F./ 
-h  etc. 

solide  qui  n'est  que  la  différence  de  la  masse  entière  au  parabo- 
loïde  osculateur.  Pour  déterminer  la  force  tangentielle  due  i  l'at- 
traction de  ce  solide  différentiel  sur  le  point  0,  nommons/ la 
distance  d'un  des  éléments  de  ce  solide  à  ce  point.  Nommons 
encore  9  l'angle  que  cette  droite  forme  avec  Taxe  des  x.  Les  at- 
tractions sur  le  point  0  n'étant  sensibles  que  dans  un  très-petit 
espace,  on  peut  considérer  ici  les  trois  droites  x,  y  et/,  comme 
étant  dans  un  même  plan  tangent  à  la  surface  au  point  0;  et 
l'on  peut  négliger  les  puissances  et  les  produits  de  x  et  de  y, 
supérieures  au  troisième  ordre.  On  aura  ainsi  pour  l'élément  du 
solide  différentiel 

JàJ.à^.\C.a^'^D.a?y^E.xf'^F.y% 

Si  l'on  désigne  la  loi  de  l'attraction  par  <p  (/) ,  l'attraction  de  cet 
élément  sur  le  point  0,  décomposée  parallèlement  à  Taxe  des  x, 
sera 

et  parallèlement  à  l'axe  des  y,  elle  sera 

jij.<^[f).m.sm.%.\C.a?-^î>.a?y-^E,xf-v¥.'"  ( 


i 
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On  aura  de  plus 

la  force  tangentielle  du  point  0  due  à  lattraction  de  la  masse 
fluide  sera  donc,  parallèlement  aux  Xf 

fffdf.(p{f).de.\C.cos'.e'\'D.cos\Q.sm.e+E.cos\e^ 

et  parallèlement  aux  y,  elle  sera 

fff'df.(p{f).de.\C.œs\e.sin.d+D.cos\e.sin\e+E.cos.e.sm^ 

Les  intégrales  relatives  à  0  doivent  être  prises  depuis  d  =  o  jus- 
qu'à 0  =  2ir,  -TT  étant  la  demi-drconférence  dont  le  rayon  est 
Tunité  :  les  deux  intégrales  précédentes  deviennent 

J.|3C-h£|.//»^.^{/), 

L'intégrale  relative  à  f  peut  être  prise  depuis  /=  o  jusqu'à  / 
infini,  en  sorte  quelle  est  indépendante  des  dimensions  de  la 
masse  attirante.  C'est  là  ce  qui  caractérise  ce  genre  d'attractions 
qui,  n'étant  sensibles  qu'à  des  distances  imperceptibles,  per- 
mettent d'ajouter  ou  de  négliger  à  volonté  les  attractions  des 
corps  à  des  distances  plus  grandes  que  le  rayon  de  leur  sphère 
d'activité  sensible.  Désignons,  comme  dans  le  n""  1  de  ma  théorie 
de  l'action  capillaire,  parc  —  H  (/)  l'intégrale /(//.  ^  (/)  prise 
depuis /=o,  c  étant  la  valeur  de  cette  intégrale,  lorsque  ^  est 
infini.  Il  (/)  sera  une  quantité  positive  décroissante  avec  une 
extrême  rapidité,  et  l'on  aura,  en  prenant  les  intégrales  depuis 

//•  #•  <P  f/)  --=  -/'•  n  (/)  H  -  ^ff  df.  n  (/) . 
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— /*.  n  {f)  est  nul  lorsque /est  infini;  car,  quoique/*  devienne 
alors  infini,  l'extrême  rapidité  avec  laquelle  II  [f)  est  supposé 
décroître  rend  f\  Il  (/)  nul.  Les  fonctions  ^  (/)  et  n  (/)  ne 
peuvent  être  mieux  comparées  qu  à  des  exponentielles  telles  que 
c"'"^,  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité, 
et  i  étant  un  très-grand  nombre.  En  efiFet,  (T"'-^  est  fini  lorsque/ 
est  nul,  et  devient  nul  lorsque/  est  infini;  de  plus,  il  décroît 
avec  une  extrême  rapidité,  et  le  produit/",  c""*-^  est  toujours  nul, 
quel  que  soit  l'exposant  n,  lorsque/ est  infini.  Soit  encore,  comme 
dans  le  n""  1  de  la  théorie  citée , 

ffdf.  n  (/)  =  c'-Y  {/)  ; 

c  étant  la  valeur  de  cette  intégrale  lorsque  /  est  infini.  Y  (/) 
sera  encore  une  quantité  positive  décroissante  avec  une  extrême 
rapidité,  et  Ton  aura 

W  df-  n  {/)  =  -  4/*.  Y(/)  -^  s  ffdf. -r  (/) . 

dans  le  cas  de/infini,/"Y(/)  devient  nul;  on  a  donc,  en  pre- 
nant rintégrale  depuis /=o  jusqu  à /infini, 

4//'rf/.n(/)=8//^/.Y(/). 

■  * 

H 
Enfin,  si  Ton  désigne,  comme  dans  le  numéro  cité,  par  —  Tin- 

tégrale  ffàf.'V[f)  prise  depuis/ nul  jusqu  à/ infini,  on  aura 

/fdf<p{f)=mv-'^{f)=^' 

Les  deux  forces  tangentielles  précédentes  parallèles  aux  axes  des 
X  et  des  y  deviendront  ainsi  : 

(3C-f-E).H,     {3F-hD).H. 

50. 
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Maintenant,  si  Ton  observe  que  Taxe  des  z  étant  perpendicu- 
laire à  la  surface ,  on  a  au  point  0 


(3ï)  =  °'     (I) 


o, 


l'expression  de  z  développée  dans  une  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  de  a;  et  de  j  sera,  par  les  théo- 
rèmes connus, 

lààz\  x|        /  ddz\  /ddz\  y 

\dx*J*  2        \dxdyj'  ^       \dy*)*2 

^\dx*)' 6  ^{dx'dyj'  2    ^\dxdy')'  a    ^{dy'J'ù' 


etc. 


ce  qui  donne 

^  —  ^\dx^)'       ^~^\dx^dy)' 

^\dxdy)^     "^       ^\dy^)' 
Les  forces  tangentielles  précédentes  deviendront  par  conséquent 

Nommons  g  la  pesanteur,  et  —  du  Télément  de  sa  direction. 
La  condition  de  la  perpendicularité  des  forces  à  la  surface ,  ou , 
ce  qui  revient  au  même,  de  la  résultante  des  forces  tangentielles, 
nulle,  se  réduit,  comme  on  Ta  vu  dans  le  premier  livre  de  la 
Mécanique  céleste,  à  ce  que  la  somme  des  produits  de  chaque 
force  par  Télément  de  sa  direction  soit  nulle.  En  multipliant  donc 
par  dx  la  force  parallèle  à  Taxe  des  x,  par  dy  la  force  parallèle  à 
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Taxe  des  j,  et  la  pesanteur ^  par  — du,  la  somme  de  ces  produits, 
égalée  à  zéro,  donnera  Téquation 

On  a,  par  le  n*"  4  de  la  théorie  de  Faction  capillaire,  au  point  0 

^^  (S)  ^*  (^)  '°°*  ^"^'» 

R  et  /{'  étant  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs 
à  ce  point  ;  on  aura  donc 

équation  qui  est  évidemment  la  difiërentielle  de  Féquation  fonda- 
mentale du  n®  4  de  ma  théorie  de  Faction  capillaire. 

On  peut  déterminer  de  la  même  manière  Faction  perpendicu- 
laire à  la  surface.  Cette  action  dépend  de  la  partie  A.af-+-\.xy 
-hB.y*  de  Fexpression  de  z.  Soit  r  la  distance  d'un  point  quel- 
conque de  Faxe  des  z  situé  au  dedans  du  solide,  à  Forigine  des  z, 
et /la  distance  de  ce  point  à  une  molécule  de  Fintérieur  du  corps 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z.  On  aura 

f^=x^^y^-^{z  —  ryi 

Félément  du  solide  sera  sds.dO.dz,  s  étant  Fhypothénuse  du 
triante  rectangle  dont  a;  et  j  sont  les  côtés ,  et  par  conséquent 

étant  égal  à  y/a?"  -hj*  ;  0  est  Fangle  que  s  forme  avec  Faxe  des  x. 
Représentons  comme  ci-dessus  par  ^  (/)  la  loi  de  Fattractior 
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L'attractioQ  de  rélément  solide  sur  le  point  dont  il  sa^t,  dé- 
composée suivant  Taxe  des  z^  sera 

sds.de.dz.'^.(^{f). 

Nommons  encore,  comme  précédemment,  c — H  (/)  Tintégrale 
fdf.  ^  (/)  prise  depuis /=o.  La  différentielle  précédente  pourra 
être  mise  sous  la  forme 


ds.de.  dzJi^Y 


L*attraction  du  solide  entier  sur  le  point  que  nous  considérons 
sera  donc,  suivant  Taxe  des  z, 


Jffa.aeM.{imy 


d'où  Ton  tire  pour  cette  attraction  prise  depuis  z=z  jusqu^à  z 
infini,  ce  qui  rend  n  (/)  nul, 

//sds.de.u(j'), 

f  étant  la  valeur  de/  relative  aux  points  de  la  surface,  et  z  étant 
la  valeur  de  z  relative  à  ces  points.  Or  on  a 

on  a  de  plus,  à  fort  peu  près, 

en  négligeant  le  carré  de  z  par  rapport  à  a;"-hj"-+-r*;  on  aura 
donc 

f  df =sds — rdz. 

Si  l'on  substitue  pour  z  sa  valeur,  et  si  l'on  observe  que 
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x=:^s.cos.O;  y:=^s.sia.O,  Téquation  à  la  surface  donnera,  en 
regardant  0  comme  constant, 

dz=2sds.\  A  cos\0-{-'k.  sin.O.  cos.O-hB.  sin\0\. 

Ainsi  r  étant  extrêmement  petit,  tant  que  n(/')  a  une  valeur 
sensible ,  on  pourra  supposer,  à  très-peu  près , 

sds=f'df.\i  +  2Ar.  cos\0  +  aX.  r.  sin.0.cos.0+  25r.  sin\0j. 

L'intégrale  ffsds.d0.ïl.[f')  se  transforme  ainsi  dans  la  suivante: 

fffdf. de.\  1+  2 Ar.  cos\ô  +  Q Xr.  sin.Ô-  cos.ô+  afir.  sin\ e\. H  (/'). 

D'après  les  principes  connus  sur  la  transformation  des  doubles 
intégrales,  on  peut  intégrer  ici,  d'abord  par  rapport  à  d,  et  eu- 
suite  par  rapport  à  f.  L'intégrale  relative  à  0  doit  s'étendre  de- 
puis 0  =  0  jusqu'à  0  =  2  1^;  la  double  intégrale  précédente  se 
réduit  ainsi  à  cette  intégrale  simple 

air.//'rf/.|i+(4-Hfi).rj.n(/). 

Représentons,  comme  ci-dessus,  par  c — '*'(/')  l'intégrale 
y/'rf/'.  n  (/') ,  prise  depuis/'  nul,  c  étant  sa  valeur  entière  de- 
puis/'=o  jusqu'à/'  infini.  L'intégrale  précédente  devant  être 
prise  depuis/'-hr  jusqu'à/'  infini,  elle  deviendra 

a-7r.ji-f-(A-^JB).rj.^(r). 

Maintenant,  si  l'on  nomme  R  le  rayon  osculateur  de  la  section 
de  la  surface  par  un  plan  passant  par  les  axes  des  x  et  des  z,  on 
aura 


ail- 


Si  l'on  nomme  pareillement  R  le  rayon  osculateur  de  la  section 
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de  la  surface  par  un  plan  passant  par  les  axes  des  y  et  des  z,  on 


aura 

B 


%R 


i  y 


on  aura  donc  pour  Tattraction  du  corps  sur  un  point  placé  dans 
son  intérieur,  suivant  la  direction  du  rayon  osculateur  à  la  sur- 
face, et  à  la  distance  r  de  cette  surface, 


air.u 


fli+B')!-*^- 


Pour  avoir  Faction  entière  du  corps  sur  un  fluide  renfermé  dans 
un  canal  infiniment  étroit  perpendiculaire  à  la  surface  et  dont 
la  base  est  prise  pour  unité,  il  faut  multiplier  l'expression  pré- 
cédente par  rfr,  et  l'intégrer  depuis  r=o  jusqu'à  r  infini.  Soit 
alors 

a-7r./rfr.y(r)=iS:,     2ir./rdr.Y(r)=H; 
l'action  du  corps  sur  le  canal  sera 


is:+ 


2   \r  '^  Kp 


ce  qui  est  conforme  à  ce  que  Ton  a  vu  dans  le  n"*  3  de  ma  théo- 
rie sur  l'action  capillaire.  Cette  expression  est  relative  aux  corps 
terminés  par  des  surfaces  convexes  :  lorsqu'elles  sont  concaves,  ou 
convexes  dans  un  sens  et  concaves  dans  l'autre,  il  faut  supposer 
négatif  le  rayon  de  courbure  relatif  à  la  concavité. 

Considérons  maintenant  un  fluide  renfermé  dans  un  tube 
capillaire  et  prismatique,  plongeant  verticalement  par  son  ex- 
trémité inférieure  dans  un  vase  d'une  étendue  indéfinie,  et  sup- 
posons la  surface  du  fluide  concave.  Rapportons  un  point  quel- 
conque de  cette  surface  à  trois  coordonnées  orthogonales,  x^y^z, 
dont  les  deux  premières  soient  horizontales,  et  dont  la  troisième 
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soit  verticale  et  nulle  relativement  au  point  le  plus  bas  de  cette 
surface.  Nommons  h  Télévation  de  ce  dernier  point  au-dessus  du 
niveau  du  fluide  du  vase.  Si  Ton  imagine  un  canal  infiniment 
étroit  passant  par  un  point  quelconque  de  la  surface,  se  recour- 
bant sous  le  tube,  et  aboutissant  à  la  surface  de  niveau  du  fluide 
du  vase,  h-^z  sera  la  hauteur  du  point  au-dessus  du  niveau;  en 
nommant  donc  D  la  densité  du  fluide,  la  condition  de  son  équi- 
libre dans  le  canal  donnera  Téquation 

Mais  si  Ton  fait  f -^|=^,  l—\  =  (j,  on  a,  par  la  théorie  des  sur- 
faces courbes, 

on  aura  donc 

équation  qui  est  visiblement  la  même  que  Téquation  (a)  du  n""  4 
de  la  théorie  citée- 

En  multipliant  cette  équation  par  dxdy,  et  en  l'intégrant  en- 
suite par  rapport  k  dxet  ày;  en  observant  de  plus  que  la  fonc- 
tion multipliée  par  \.H  peut  être  mise  sous  la  forme 


dx 


TOME  IT. 
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Pareillement,  si  les  éléments    \  et    '    '^'  -^^  se  rap- 

portent  au  même  point  de  la  section,  ce  point  sera  dans  une 
partie  de  la  courbe,  concave  à  la  fois  vers  Taxe  des  x  et  vers  Taxe 
des  j.  Dans  cette  partie,  les  différentielles  dx  et  dy,  rapportées 
à  la  courbe,  sont  de  signe  contraire;  la  somme  des  deux  éléments 
précédents  sera  donc,  en  supposant  dx  positif, 

\/i+p*+q* 

les  différentielles  dx  et  dy  étant  ici  celles  de  la  section. 

Si  les  éléments  —      *    '^^^   —  et    ^    '^  '^     appartiennent 

au  même  point,  ils  se  rapporteront  à  la  partie  de  la  courbe  con- 
vexe vers  Taxe  des  x,  et  concave  vers  Taxe  des  y;  et  alors  dxetdy 
sont  de  même  signe. 

Enfin,  si  les  éléments ^ — ^£lJ. —  et  -^ — q_f_  ^  ^^^^^ 

V  !+(/>)•+ (7)'        Vi+P"+7" 
portent  au  même  point,  ils  appartiendront  à  la  partie  de  la  courbe 

qui  est  convexe  vers  Taxe  des  y  et  concave  vers  Taxe  des  x;  alors 

dx  et  dy  sont  de  même  signe. 

-H  pdy 
On  voit  ainsi  qu en  exprimant  généralement  par    '    '^  "^ 

et     '      ^         ces  éléments,  soit  quils  se  rapportent  à  lorigine 

ou  à  la  fin  des  intégrales  relatives  à  a;  et  à  j,  ils  ont  un  signe 
contraire  dans  les  mêmes  points  de  la  courbe  lorsque  les  diffé- 
rentielles dxet  dy  sont  celles  de  la  courbe  elle-même;  leur  somme 
sera  donc,  en  regardant  toujours  dx  comme  positif, 

^TB.\pdy-qdx\^^ 
\Ji+p'+q' 
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le  signe  -H  ayant  lieu  dans  la  partie  de  la  courbe  convexe  vers 
Taxe  des  x,  et  le  signe  —  ayant  lieu  dans  la  partie  concave. 

Maintenant  il  est  facile  de  s^assurer,  par  la  théorie  des  surfaces 
courbes,  que  si  Ton  nomme  ^  Tangle  que  le  plan  tangent  à  la 
surface  du  fluide  intérieur  au  tube  forme  avec  les  parois  du  tube , 
toujours  supposé  vertical,  à  Textrémité  de  sa  sphère  d'activité 
sensible,  on  a 

^  {pdy  —  qdx) 


COS.tff 


ds.^  i+p*+q* 


ds  étant  Télément  de  la  section;  on  aura  donc,  en  observant  que 
langle  t9  est  constant,  comme  je  Tai  fait  voir  dans  la  théorie 
citée, 

'{pdy-^qdx} 


f 


=  C.  COS.  tSf 

C  étant  le  contour  entier  de  la  section  ;  partant 


rf. 


iH.ffasay.\[.^lI^-j^[^lI^]\=iH.c.cos..; 


ce  qui  donne 

gD.  V=  ^Hc.  cos-  «r.  (  o  ) 

Ainsi  le  volume  de  fluide,  élevé  au-dessus  du  niveau  par  Vaction 
capillaire,  est  proportionnel  au  contour  de  la  section  de  la  surface 
intérieure  du  tube.  On  peut  parvenir  à  cette  équation  remar* 
quable  en  considérant  sous  le  point  de  vue  suivant  les  efiets  de 
l'action  capillaire. 

Nouvelle  manière  de  considérer  l'action  capillaire. 

La  manière  dont  nous  avons  envisagé  jusqu  à  présent  les  phé- 
nomènes capillaires  est  fondée  sur  la  considération  de  la  surface 
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du  fluide  renfermé  dans  un  espace  capillaire  et  sur  les  condi- 
tions de  réquilibre  de  ce  fluide  dans  un  canal  infiniment  étroit, 
aboutissant  par  une  de  ses  extrémités  à  cette  surface,  et  par 
fautre  extrémité  à  la  surface  du  niveau  du  fluide  indéfini  dans 
lequel  les  parois  de  Tespace  capillaire  sont  plongées.  Nous  allons 
ici  considérer  directement  les  forces  qui  soulèvent  ou  dépriment 
le  fluide  dans  cet  espace.  Cette  méthode  va  nous  conduire  à  plu- 
sieurs résultats  généraux  qu  il  serait  difficile  d'obtenir  directement 
par  la  précédente,  et  le  rapprochement  de  ces  deux  méthodes 
nous  donnera  le  moyen  de  comparer  exactement  les  affinités  des 
différents  corps  avec  les  fluides. 

Imaginons  un  tube  quelconque  prismatique  dont  les  côtés 
soient  perpendiculaires  à  la  base;  supposons  que  par  son  extré- 
mité inférieure  il  plonge  verticalement  dans  le  fluide,  et  que  le 
fluide  s'élève  dans  ce  tube  au-dessus  du  niveau.  Il  est  clair  que 
cela  n'a  lieu  que  par  l'action  des  parois  du  tube  sur  le  fluide  et  du 
fluide  sur  lui-même.  Une  première  lame  de  fluide  contiguë  aux 
parois  est  soulevée  par  cette  action;  cette  lame  en  soulève  une 
seconde,  celle-ci  une  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le 
poids  du  volume  de  fluide  soulevé  balance  les  forces  attractives 
qui  tendent  à  l'élever  davantage.  Pour  déterminer  ce  volume  dans 
l'état  d'équilibre,  concevons  à  l'extrémité  du  tube  un  second  tube 
idéal  dont  les  parois  infiniment  minces  soient  le  prolongement 
de  la  surface  intérieure  du  premier  tube,  et  qui,  n'ayant  aucune 
action  sur  le  fluide,  n'empêchent  point  l'action  réciproque  des 
molécules  du  premier  tube  et  du  fluide.  Supposons  que  ce  second 
tube  soit  d'abord  vertical,  qu'ensuite  il  se  recourbe  horizontale- 
ment, et  qu'enfin  il  reprenne  sa  direction  verticale  en  conservant 
dans  toute  son  étendue  la  même  figure  et  la  même  largeur.  Il  est 
visible  que  dans  l'état  d'équilibre  du  fluide,  la  pression  doit  être 
la  même  dans  les  deux  branches  verticales  du  canal  composé  du 
premier  et  du  second  tube.  Mais  comme  il  y  a  plus  de  fluide  dans 
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la  première  branche  verticale  formée  du  premier  tube  et  d'une 
partie  du  second  que  dans  Tautre  branche  verticale,  il  faut  que 
Texcès  de  pression  qui  en  résulte  soit  détruit  par  les  attractions 
verticales  du  prisme  et  du  fluide  sur  le  fluide  contenu  dans  cette 
première  branche.  Analysons  avec  soin  ces  attractions  diverses, 
et  considérons  d*abord  celles  qui  ont  lieu  vers  la  partie  inférieure 
du  premier  tube. 

Le  prisme  étant  supposé  vertical  et  droit,  sa  base  est  horizon- 
tale :  le  fluide  contenu  dans  le  second  tube  est  attiré  verticalement 
vers  le  bas,  i*"  par  lui-même;  2°  par  le  fluide  environnant  ce 
second  tube.  Mais  ces  deux  attractions  sont  détruites  par  les  at- 
tractions semblables  qu  éprouve  le  fluide  contenu  dans  la  seconde 
branche  verticale  du  canal ,  près  de  la  surface  de  niveau  du  fluide; 
on  peut  donc  en  faire  abstraction  ici.  Le  fluide  de  la  première 
branche  verticale  du  second  tube  est  encore  attiré  verticalement 
en  haut  par  le  fluide  du  premier  tube.  Mais  cette  attraction  est 
détruite  par  Tattraction  qu'il  exerce  sur  ce  dernier  fluide;  on 
peut  donc  encore  ici  faire  abstraction  de  ces  deux  attractions  ré- 
ciproques. Enfin  le  fluide  du  second  tube  est  attiré  verticalement 
en  haut  par  le  premier  tube ,  et  il  en  résulte  dans  ce  fluide  une 
force  verticale  que  nous  désignerons  par  Q,  et  qui  contribue  à 
détruire  Texcès  de  pression  dû  à  l'élévation  du  fluide  dans  le  pre- 
mier tube. 

Examinons  présentement  les  forces  dont  le  fluide  du  premier 
tube  est  animé  :  il  éprouve  dans  sa  partie  inférieure  les  attractions 
suivantes:  i''  Il  est  attiré  par  lui-même,  mais  les  attractions  réci- 
proques d'un  corps  ne  lui  impriment  aucun  mouvement  s'il  est 
solide,  et  l'on  peut,  sans  troubler  l'équilibre,  concevoir  le  fluide 
du  premier  tube,  consolidé,  a"*  Ce  fluide  est  attiré  par  le  fluide 
intérieur  du  second  tube;  mais  on  vient  de  voir  que  les  attrac- 
tions réciproques  de  ces  deux  fluides  se  détruisent,  et  qu'il  n'en 
faut  point  tenir  compte.  S""  Il  est  attiré  par  le  fluide  extérieur 
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qui  environne  le  second  tube,  et  de  cette  attraction  il  résulte 
une  force  verticale  dirigée  vers  le  bas,  et  que  nous  désignerons 
par  —  Q  :  nous  lui  donnons  le  signe  —  pour  indiquer  que  sa 
direction  est  contraire  à  celle  de  la  force  Q.  Nous  observerons  ici 
que  si  les  lois  d'attraction  relatives  à  la  distance  sont  les  mêmes 
pour  les  molécules  du  premier  tube  et  pour  celles  du  fluide,  en 
sorte  qu  elles  ne  diffèrent  que  par  leurs  intensités;  en  nommant 
p  et  p  ces  intensités  à  volume  égal ,  les  forces  Q  et  Q  sont  pro- 
portionnelles à  p  et  p;  car  la  surface  intérieure  du  fluide  qui 
environne  le  second  tube  est  la  même  que  la  surface  intérieure 
du  premier  tube;  les  deux  masses  ne  diffèrent  donc  que  par  leur 
épaisseur  :  mais  l'attraction  des  masses  devenant  insensible  à  des 
distances  sensibles,  la  différence  de  leur  épaisseur  n  en  produit 
aucune  dans  leurs  attractions,  pourvu  que  ces  épaisseurs  soient 
sensibles.  4^  Enfin  le  fluide  du  premier  tube  est  attiré  verticale- 
ment en  haut  par  ce  tube.  En  effet,  concevons  ce  fluide  partagé 
dans  une  infinité  de  petites  colonnes  verticales;  si,  par  l'extrémité 
supérieure  d'une  de  ces  colonnes^  on  mène  un  plan  horizontal, 
la  partie  du  tube,  inférieure  à  ce  plan,  ne  produira  aucune  force 
verticale  dans  la  colonne  ;  il  n'y  aura  donc  de  force  verticale  pro- 
duite, que  celle  qui  sera  due  à  la  partie  du  tube  supérieure  au 
plan  ;  et  il  est  visible  que  l'attraction  verticale  de  cette  partie  du 
tube  sur  la  colonne  sera  la  même  que  celle  du  tube  entier  sur 
une  colonne  égale  et  semblablement  placée  dans  le  second  tube. 
La  force  verticale  entière  produite  par  l'attraction  du  premier 
tube  sur  le  fluide  qu'il  renferme  sera  donc  égale  à  celle  que  pro- 
duit l'attraction  de  ce  tube  sur  le  fluide  renfermé  dans  le  second 
tube;  cette  force  sera  donc  égaie  à  Q. 

En  réunissant  toutes  les  attractions  verticales  qu'éprouve  le 
fluide  renfermé  dans  la  première  branche  verticale  du  canal,  on 
aura  une  force  verticale  dirigée  de  bas  en  haut,  et  égale  à  2Q—Q. 
Cette  force  doit  balancer  l'excès  de  pression  dû  au  poids  du  fluide 
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élevé  au-dessus  du  niveau.  Soit,  comme  ci-dessus,  F  son  volume, 
D  sa  densité,  et  g  la  pesanteur,  ^fD.Fsera  son  poids;  on  aura  donc 

gD.V=2Q—Q. 

Maintenant,  Faction  n  étant  sensible  quà  des  distances  imper- 
ceptibles, le  premier  tube  nagit  sensiblement  que  sur  des  co- 
lonnes extrêmement  voisines  de  ses  parois  ;  on  peut  donc  faire 
abstraction  de  la  courbure  de  ces  parois  et  les  considérer  comme 
étant  développées  sur  un  plan.  La  force  Q  sera  proportionnelle 
à  la  largeur  de  ce  plan  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  contour 
de  la  base  intérieure  du  prisme.  Ainsi,  en  nommant  c  ce  contour, 
on  aura  Q==p.c,  p  étant  une  constante  qui  peut  représenter 
Tintensité  de  l'attraction  de  la  matière  du  premier  tube  sur  le 
fluide,  dans  le  cas  où  les  attractions  des  différents  corps  sont 
exprimées  par  la  même  fonction  de  la  distance;  mais  qui,  dans 
tous  les  cas,  exprime  une  quantité  dépendante  de  l'attraction  de 
la  matière  du  tube,  et  indépendante  de  sa  figure  et  de  sa  gran- 
deur. On  aura  pareillement  Q=p\c,  p  exprimant,  par  rapport 
à  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même,  ce  que  nous  venons  de 
désigner  par  p,  par  rapport  à  l'attraction  du  tube  sur  le  fluide; 
on  aura  donc 

gD.V={2p-p').c;  {p) 

ce  qui  devient  l'équation  (o)  trouvée  ci-dessus,  en  faisant 

2p  — p=T  ^-  ^^^-  '^^ 

On  a  vu  dans  le  n""  12  de  ma  théorie  sur  l'action  capillaire  que  « 
est  nul  lorsque  p  =  p;  l'équation  précédente  donne  par  con- 
séquent 

ainsi,  dans  le  cas  général  où  p  diffère  de  p',  on  a 


/        / 


2p p  =p  .COS.  1!^; 

TOME  IV.  àl 
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partant 

la  connaissance  de  l'angle  ^  donnera  donc  celle  du  rapport  de 
p  à  p',  et  réciproquement.  On  peut  démontrer  directement  Féqua- 
tion  p:=jHàe  la  manière  suivante. 

Imaginons  un  plan  vertical  d'une  épaisseur  sensible,  et  dont 
la  base  inférieure  soit  horizontale.  Concevons  à  la  distance  a  de 
ce  plan  une  ligne  droite  verticale  infinie  parallèle  à  ce  plan,  at- 
tirée par  lui,  et  dont  Textrémité  supérieure  soit  au  niveau  de  la 
base  inférieure  du  plan.  Fixons  à  cette  extrémité  lorigine  des 
coordonnées  œ,  y,  z  d'un  point  quelconque  du  plan  solide;  Taxe 
des  X  étant  sur  la  ligne  a  de  la  plus  courte  distance  de  Textrémité 
de  la  droite  au  plan,  et  Taxe  des  j  étant  horizontal  comme  Taxe 
des  œ.  En  désignant  par  z  rabaissement  au-dessous  de  Torigine 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  attirée,  l'at- 
traction verticale  du  plan  solide  sur  ce  point  sera 


JJJ(fe.rfj.cè.i^.9W, 


(p  {s)  étant  la  loi  de  l'attraction  à  la  distance  s,  et  5  étant  la  dis- 
tance d'un  point  attirant  du  plan  au  point  attiré  de  la  ligne, 
en  sorte  que  l'on  a 

Pour  avoir  l'attraction  verticale  du  plan  solide  sur  la  ligne  en- 
tière, il  faut  multiplier  la  triple  intégrale  précédente  par  dz,  et 
l'intégrer  par  rapport  à  z  depuis  z=o  jusqu'à  z  infini.  En  dé- 
signant donc,  comme  dans  le  n**  1  de  ma  théorie  de  l'action  ca- 
pillaire, par  c — Il  [s)  l'intégrale  fds.  <p  [s)  prise  depuis  5  =  0,  la 
constante  c  étant  l'intégrale  entière  prise  depuis  s  nul  jusqu'à  5 
infini;  on  aura 
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s  étant,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  ce  que  devient 
s  à  rorigine  des  coordonnées,  ou  lorsque  z  est  nul.  ^attraction 
du  plan  solide  sur  la  ligne  entière  sera  donc 

fffdx.dy.dz.n{s). 

Soit  maintenant  ^  Tangle  que  s  forme  avec  le  plan  horizontal 
mené  par  Torigine  des  coordonnées,  et  6  l'angle  que  la  projection 
de  $  sur  ce  plan  forme  avec  Taxe  des  j.  On  aura 

x^=s.  sin.  6.  cos.«,       y=s.  cos.  6.  cos.  t». 

On  pourra,  au  lieu  de  Télément  dx.dy.dz,  substituer  l'élément 
5*(fe.  dd.  dîS.  COS.  ^;  la  triple  intégrale  précédente  devient  ainsi 

///^*-  ^*  ^^-  ^"^^  cos.^.  n  (5  ). 

Il  est  indifférent,  par  la  nature  de  ce  genre  d'attractions,  de  sup- 
poser au  plan  une  épaisseur  finie  ou  infinie,  dès  lors  que  cette 
épaisseur  est  sensible;  nous  la  supposerons  donc  infinie.  Soit, 
comme  dans  le  n**  1  de  la  théorie  citée, 

fsds.IL[s)=c—'V[s), 

c  étant  la  valeur  de  l'intégrale  lorsque  s  est  infini;  on  aura 

fs\  ds.  n  (5 )  =  — s.'¥{s)-^fd$.'¥  {s)  H-  constante. 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  observerons  que  les  deux 
intégrales  de  cette  dernière  équation  sont  prises  depuis  s=s 
jusqu'à  s  infini;  d'ailleurs  s'9'  [s)  devient  nul  lorsque  s  est  infini, 
parce  que  l'attraction  décroît  avec  une  extrême  rapidité;  on  a 

donc  ici 

constante  =  s.'V  (  5  ) , 

et  par  conséquent 


fs\  ds.  n  [s)  =s.  Y  [s)  '^fds.'V  ( s  ). 
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Désignons  encore  fds.'V  [$)  par  c — r  (5),  imtégrale  étant  prise 
ici  depuis  s=Oy  et  c  étant  sa  valeur  lorsque  s  est  infini.  Cette 
intégrale  prise  depuis  s=$  jusquà  s  infini  sera  donc  r(^).  On 
aura  ainsi 

fs'ds.  n  {s)=s.'9'  [s)  -I- r  [s). 

La  triple  intégrale  précédente  se  réduit  donc  à  la  double  intégrale 

ffdd.d'0.cos.^.\s.'¥.[$)-hr{s)\. 

Imaginons  présentement  une  surface  plane  verticale  infinie 
passant  par  la  ligne  attirée  et  rencontrant  perpendiculairement 
le  plan  solide  attirant,  et  déterminons  l'attraction  verticale  de  ce 
plan  sur  cette  surface.  Il  est  clair  qu  il  faut  multiplier  la  fonction 
précédente  par  da,  et  l'intégrer  par  rapport  à  a,  depuis  a=  o 
jusqu  à  a  infini;  or  on  a 

a  =  s.  sin.  0.  cos.  tj; 

ce  qui  donne,  en  faisant  d  et  ^c^  constants, 

da=zds.  sin.  B.  cos.it^; 

la  double  intégrale  précédente  multipliée  par  cette  expression  de 
da,  et  ensuite  intégrée  par  rapport  à  s,  deviendra  donc 

fffds.  dd.  d^.  sin.  8.  cos*.«.  { $."¥  (  5  )  -h  T  (  ^  )  j . 

Llntégrale  devant  être  ici  prise  depuis  5=0  jusqu'à  s  infini,  on 
a,  dans  ce  cas, 

fsds.'V{s)  =  —s.r{s)-hfds.r(s)=fd5.r  (5), 


parce  que  5  étant  infini,  5. F  (5)  est  nul;  on  a  de  plus,  par  le  n"  1 
de  la  théorie  citée , 


f 
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la  triple  intégrale  précédente  deviendra  donc 

—.ffd'ui.  dd.  sîn.0.  cos".^. 

L'intégrale  relative  à  ^  doit  être  prise  depuis  tJ  nul  jusqu'à  tJ 
égal  à  un  angle  droit;  l'intégrale  relative  à  6  doit  être  prise  de- 
puis d  nul  jusqu'à  6  égal  à  deux  angles  droits;  ce  qui  donne 

ffdd.  (te.  sin.0.  cos".  ©  =  - , 

donc  l'attraction  entière  verticale  du  plan  solide  sur  la  surface 
plane  est  égale  k^H.  Cette  attraction  est  ce  que  nous  avons  dé- 
signé ci-dessus  par  p,  ou  par  p  si  le  plan  est  de  la  même  nature 
que  le  fluide;  on  a  donc 

comme  nous  l'avons  trouvé  précédemment  par  la  comparaison 
des  résultats  des  deux  méthodes.  On  voit  clairement  par  l'une  et 

H 
l'autre,  non-seulement  l'identité  des  forces  p  et  —,  dont  dépendent 

les  phénomènes  capillaires,  mais  encore  leur  dérivation  des  forces 
attractives  des  molécules  des  corps  qui  produisent  les  affinités. 
Les  forces  capillaires  ne  sont  que  les  modifications  de  ces  forces 
attractives,  dues  à  la  courbure  des  surfaces  fluides  dans  la  pre- 
mière méthode,  et  à  la  position  des  plans  attirants  dans  la  seconde 
méthode;  au  lieu  que  les  affinités  me  paraissent  être  les  forces 
attractives  elles-mêmes,  agissantes  avec  toute  leur  énergie. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (p),  et  observons  que  dans 
un  tube  cylindrique  dont  le  rayon  intérieur  est  l,  si  l'on  nomme 
9  la  hauteur  moyenne  à  laquelle  le  fluide  s'élève  au-dessu^u 
niveau,  le  volume  du  fluide  élevé  sera  ifl^q,  et  le  cont 


i 
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la  base  sera  sir/;  Téquation  [p)  donnera  donc,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, 

cette  équation  devient  ainsi  généralement 

V=ilqc. 

D'où  il  suit  que  de  tous  les  tubes  prismatiques  qui  ont  même 
base  intérieure,  le  cylindre  creux  est  celui  dans  lequel  le  volume 
du  fluide  élevé  est  le  plus  petit  possible,  puisqu'il  a  le  plus  petit 
contour. 

Soit  b  la  base  du  tube  prismatique,  et  h  la  hauteur  n^yenne 
au-dessus  du  niveau  de  tous  les  points  de  la  surface  du  fluide  in- 
térieur, on  aura  V=hb;  partant 

10 


On  doit  observer  que  dans  le  cas  où  le  fluide  s'abaisse  au  lieu  de 
s'élever,  ip  —  p,  q,  F  et  A  sont  négatifs. 

Les  formules  précédentes  subsistent  généralement  dans  le  cas 
même  où  la  courbure  du  contour  de  la  base  intérieure  serait  dis- 
continue, ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  ce  contour  était  un 
polygone  rectiligne;  car  elles  ne  peuvent  alors  être  en  erreur  que 
vers  les  angles  de  ces  polygones,  et  dans  une  étendue  égale  à  la 
sphère  d'activité  sensible  des  molécules  du  tube;  mais  cette  éten- 
due étant  supposée  imperceptible,  l'erreur  totale  doit  être  entiè- 
rement insensible.  Nous  pouvons  donc  appliquer  ces  formules  à 
des  bases  de  figures  quelconques. 

Lorsque  ces  bases  sont  semblables,  elles  sont  proportionnelles 
aux  carrés  de  leurs  lignes  homologues,  et  leurs  contours  c  sont 
proportionnels  à  ces  lignes;  les  hauteurs  moyennes  h  sont  donc 
réciproques  à  ces  mêmes  lignes. 
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Si  les  contours  des  bases  sont  des  polygones  circonscrits  à  des 
cercles,  elles  seront  égales  au  produit  de  ces  contours  par  la 
moitié  des  rayons  des  cercles  inscrits;  les  hauteurs  h  seront  donc 
réciproques  à  ces  rayons.  Ainsi,  en  désignant  ces  rayons  par  r, 
on  aura 

r 

d'où  il  suit  que  dans  tous  les  tubes  prismatiques  droits  dont  les 
bases  sont  des  polygones  inscrits  au  même  cercle,  le  fluide  s'élève 
à  la  même  hauteur  moyenne. 

En  supposant  deux  bases  égales  dont  Tune  soit  un  carré,  et 
dont  l'autre  soit  un  triangle  équilatéral,  les  valeurs  de  h  seront 

entre  elles  comme  2:3*,  ou,  à  fort  peu  près,  comme  7  :  8. 

Gellert  a  fait  quelques  expériences  sur  l'élévation  de  l'eau 
dans  des  tubes  de  verre  prismatiques,  rectangulaires  et  trian- 
gulaires. [Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbourg ,  tom.  XII.)  Elles 
confirment  la  loi  suivant  laquelle  les  hauteurs  sont  réciproques 
aux  lignes  homologues  des  bases  semblables.  Ce  savant  conclut 
encore  de  ses  expériences  que  dans  des  prismes  rectangulaires  et 
triangulaires  dont  les  bases  sont  égales,  les  élévations  du  fluide 
sont  les  mêmes.  Mais  il  convient  que  cela  n'est  pas  aussi  certain 
que  la  loi  des  hauteurs  réciproques  aux  lignes  homologues  des 
bases  semblables.  En  efiet,  on  vient  de  voir  qu'il  y  a  un  huitième 
de  différence  entre  les  élévations  du  fluide,  dans  deux  prismes 
rectangulaire  et  triangulaire,  dont  les  bases  sont  égales,  et  dont 
l'une  est  un  carré  et  l'autre  un  triangle  équilatéral.  Les  expé- 
riences rapportées  par  Gellert  n'ofi^rent  point  de  données  suffi- 
santes pour  en  comparer  exactement  les  résultats  aux  formules 
précédentes. 

Si  la  base  du  prisme  est  un  rectangle  dont  le  grand  côté  soit 
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a  et  dont  l'autre  côté  soit  très-petit  et  égal  à  /,  on  aura  b=zal, 
c=2  a-f-2  l;  partant 


2al  \         a)  ^ 


Si  a  est  très-grand  par  rapport  à  /,  on  aura  fc = 9  ;  or  ce  cas  est 
à  très-peu  près  celui  de  deux  plans  parallèles  distants  l'un  de 
l'autre  de  la  quantité  l;  la  hauteur  moyenne  du  fluide  élevé  entre 
ces  plans  est  donc  à  fort  peu  près  la  même  que  dans  un  tube  cy- 
lindrique dont  le  rayon  est  /;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  j'ai 
trouvé,  par  l'autre  méthode,  dans  ma  Théorie  de  l'action  capil- 
laire. 

La  hauteur  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  du  fluide  élevé 
dans  un  tube  capillaire  cylindrique  et  vertical  très-étroit  n'est 
pas  exactement  réciproque  au  diamètre  du  tube.  Si  le  fluide 
mouille  parfaitement  les  parois  du  tube,  comme  l'alcool  et  l'eau 
mouillent  le  verre,  il  faut,  pour  avoir  une  quantité  réciproque 
au  diamètre,  ajouter  le  sixième  du  diamètre  à  cette  hauteur.  En 
efiet,  si  l'on  nomme  q  cette  hauteur,  et  /  le  demi- diamètre  du 
tube,  le  volume  de  la  colonne  fluide  élevée  jusqu'au  point  le  plus 
bas  de  sa  surface  sera  irZ*.^.  Pour  avoir  le  volume  entier  de  la 
colonne,  il  faut  ajouter  au  volume  précédent  celui  du  ménisque 
que  retranche  du  volume  entier  le  plan  horizontal  mené  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  surface;  or,  cette  surface  est  à  fort  peu 
près  celle  d'une  demi-sphère,  par  le.n"^  12  de  ma  Théorie  de  l'ac- 
tion capillaire;  le  volume  de  ménisque  est  donc  yir.Z',  et  par 
conséquent  le  volume  entier  de  la  colonne  est  irZ*.(9-f-y /).  Mais 
ce  volume  doit  être,  par  ce  qui  précède,  proportionnel  au  con- 
tour 2  7rZ  de  la  base;  /.(^-t-yï)  est  donc  une  quantité  constante 
dans  les  divers  tubes  capillaires;  ainsi,  pour  avoir  des  quantités 
réciproques  aux  diamètres  des  tubes  capillaires,  il  faut  ajouter  à 
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la  hauteur  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  fluide  le  tiers  du 
rayon  du  tube,  ou  le  sixième  du  diamètre. 

Imaginons  présentement  un  tube  de  verre  recourbé  dont  la 
plus  courte  branche  soit  capillaire,  et  dont  la  plus  longue  branche 
soit  très-large  et  forme  un  vase  d'une  grande  capacité.  En  ver- 
sant de  l'alcool  dans  ce  vase,  ce  fluide  s'élèvera  dans  la  branche 
capillaire  au-dessus  de  son  niveau  dans  le  vase.  En  continuant 
de  verser  de  l'alcool,  il  s'élèvera  de  plus  en  plus  dans  la  branche 
capillaire;  mais,  dans  l'état  d'équilibre  de  ce  fluide,  la  diflerence 
de  son  niveau  dans  les  deux  branches  sera  toujours  la  même  jus- 
qu'à ce  que  le  fluide  soit  parvenu  à  l'extrémité  de  la  branche 
capillaire.  Alors,  si  l'on  continue  de  verser  de  l'alcool  dans  le 
vase,  sa  surface  dans  la  branche  capillaire  devient  de  moins  en 
moins  concave,  et  lorsque  sa  surface  dans  le  vase  est  de  niveau 
avec  l'extrémité  de  la  branche  capillaire,  sa  surface  dans  cette 
branche  est  horizontale. 

Nous  avons  observé,  dans  la  Théorie  de  l'action  capillaire,  que 
si  l'action  du  verre  sur  un  fluide  surpasse  celle  du  fluide  sur  lui- 
même,  une  couche  de  ce  fluide  adhère  aux  parois  du  verre  et 
forme  avec  ces  parois  un  nouveau  corps  dont  l'action  sur  le  fluide 
est  la  même  que  celle  du  fluide  sur  lui-même;  on  peut  donc,  re- 
lativement aux  fluides  qui  mouillent  exactement  le  verre,  suppo- 
ser que  son  action  sur  eux  est  égale  à  leur  action  sur  eux-mêmes. 
Ainsi,  dans  le  cas  précédent,  l'alcool  est  dans  l'état  où  il  serait 
dans  la  supposition  où  une  masse  indéfinie  de  ce  fluide,  en  équi- 
libre dans  un  vase,  viendrait  à  se  consolider  en  partie  de  ma- 
nière à  former  un  tube  capillaire  communiquant  avec  le  fluide  non 
congelé.  Il  est  visible  que  cette  supposition  ne  change  point  l'é- 
quilibre, et  qu'ainsi  la  surface  du  fluide  dans  le  tube  capillaire 
reste  horizontale  comme  auparavant.  Il  n'est  donc  pas  exact  de 
dire  généralement  que  la  surface  d'un  fluide  coupe  toujours  sous 
le  même  angle  les  parois  qui  le  renferment;  cela  n'est  plp^  — " 
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lorsque  le  fluide  est  parvenu  aux  extrémités  de  ces  parois  :  en 
efiet,  il  est  visible  qu'alors  Faction  des  parois  sur  le  fluide  n'est 
plus  la  même. 

En  continuant  encore  de  verser  de  l'alcool  dans  le  tube  pré- 
cédent, ce  fluide  forme  à  l'extrémité  de  la  branche  capillaire  une 
goutte  extérieure  qui  devient  de  plus  en  plus  convexe,  jusqu'à  ce 
qu  elle  soit  une  demi-sphère.  A  cette  limite  le  fluide  est  autant 
élevé  dans  le  vase,  au-dessus  de  l'extrémité  de  la  branche  capil- 
laire, qu'il  était  abaissé  au-dessous  de  son  niveau  dans  cette 
branche,  lorsqu'il  n'était  point  encore  parvenu  à  cette  extrémité; 
car  la  pression  due  à  la  convexité  de  la  goutte  dans  le  premier 
cas  est  égale  à  la  succion  due  à  la  concavité  de  la  surface  dans  le 
second  cas.  Enfin  un  peu  d'alcool  ajouté  à  celui  du  vase  fait  dis- 
paraître la  goutte  qui,  en  s'allongeant,  doit  crever  dans  les  points 
de  sa  surface  où  le  rayon  de  courbure  diminue  par  cet  allon- 
gement. 

Des  résultats  semblables  ont  lieu  lorsque  l'on  tient  une  colonne 
d'alcool  suspendue  verticalement  dans  un  tube  capillaire  de  verre. 
Ce  fluide  forme  à  l'extrémité  inférieure  du  tube  une  goutte  qui 
devient  de  plus  en  plus  convexe,  à  mesure  que  l'on  augmente  la 
longueur  de  la  colonne;  et  lorsque  cette  goutte  est  une  demi- 
sphère,  la  longueur  de  la  colonne  est  égale  au  double  de  l'élé- 
vation du  fluide  dans  ce  tube,  lorsqu'il  plonge  par  son  extrémité 
dans  un  vase  rempli  du  même  fluide.  Si  l'on  augmente  la  lon- 
gueur de  la  colonne,  la  goutte  crève  et  se  répand  sur  la  base  in- 
férieure du  tube,  où  elle  forme  une  nouvelle  goutte  qui  devient  de 
plus  en  plus  convexe  jusqu'à  ce  qu'elle  forme  une  demi-sphère» 
dont  le  diamètre  est  le  diamètre  extérieur  du  tube.  Alors,  si  la 
colonne  est  en  équilibre,  sa  longueur  est  égale  à  la  somme  des 
élévations  du  fluide  dans  deux  nouveaux  tubes  de  verre  plongeant 
dans  un  vase  par  leur  extrémité  inférieure,  et  dont  les  diamètres 
intérieurs  seraient,  l'un  le  diamètre  intérieur  du  premier  tube,  et 
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l'autre  son  diamètre  extérieur.  Enfin,  par  une  plus  grande  lon- 
gueur dans  la  colonne,  le  liquide  se  détache  en  partie  du  tube  : 
tous  ces  résultats  de  la  théorie  ont  été  confirmés  par  Fexpérience. 

Considérons  maintenant  un  vase  indéfini  rempli  d'un  nombre 
quelconque  de  fluides  placés  horizontalement  les  uns  au-dessus 
des  autres.  «  Si  Ton  y  plonge  verticalement  l'extrémité  inférieure 
«  d'un  tube  prismatique  droit,  l'excès  du  poids  des  fluides  conte- 
«  ijus  dans  le  tube  sur  le  poids  des  fluides  qu'il  eût  renfermés 
«  sans  l'action  capillaire  est  le  même  que  le  poids  du  fluide  qui 
«  s'élèverait  au-dessus  du  niveau,  dans  le  cas  où  il  n'y  aurait  dans 
*i  le  vase  que  le  fluide  dans  lequel  plonge  l'extrémité  inférieure 
«  du  tube.  »  En  efiet,  l'action  du  prisme  et  de  ce  fluide  sur  le 
même  fluide  renfermé  dans  le  tube  est  évidemment  la  même  que 
dans  ce  dernier  cas.  Les  autres  fluides  contenus  dans  le  prisme 
étant  élevés  sensiblement  au-dessus  de  sa  base  inférieure,  l'action 
du  prisme  sur  chacun  d'eux  ne  peut  ni  les  élever  ni  les  abaisser. 
Quant  à  l'action  réciproque  de  ces  fluides  les  uns  sur  les  autres, 
elle  se  détruirait  évidemment,  s'ils  formaient  ensemble  une  masse 
solide;  ce  que  l'on  peut  supposer  sans  troubler  l'équilibre. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  plonge  par  son  extrémité  inférieure  un 
tube  prismatique  dans  un  fluide,  et  qu'ensuite  on  verse  dans  ce 
tube  un  autre  fluide  qui  reste  au-dessus  du  premier,  le  poids  des 
deux  fluides  contenus  dans  le  tube  sera  le  même  que  celui  du 
fluide  qu'il  renfermait  auparavant.  Il  est  visible,  par  la  première 
méthode,  que  la  surface  du  fluide  supérieur  sera  la  même  que 
dans  le  cas  où  l'extrémité  inférieure  du  tube  plongerait  dans  ce 
fluide.  Aux  points  de  contact  des  deux  fluides,  ils  auront  une 
surface  commune;  mais  cette  surface  sera  difi(érente  de  celles 
qu'auraient  séparément  les  deux  fluides,  et  il  est  intéressant  d'en 
déterminer  la  nature. 

Pour  cela,  concevons  que  la  surface  intérieure  du  prisme  soit 
celle  d'un  cylindre  droit,  vertical  et  très-étroit.  Dans  ce  cas,  il 
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est  facile  de  voîr,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  la  Théorie  de  raction 
capillaire,  que  la  surface  commune  des  deux  fluides  et  celles  qu  ils 
auraient  séparément  dans  ce  tube,  seront  des  surfaces  sphériques 
de  rayons  diflîérents.  Nommons,  pour  le  fluide  supérieur,  «Tangle 
que  sa  surface  forme  avec  la  surface  intérieure  du  tube,  et  «'  le 
même  angle  pour  le  fluide  inférieur,  s'il  était  seul.  Nommons 
encore  0  Tangle  que  la  surface  commune  des  deux  fluides  forme 
avec  la  surface  intérieure  du  tube.  On  doit  observer  que  ces  an- 
gles ne  sont  pas  ceux  que  ces  diverses  surfaces  forment  aux  points 
de  leur  contact  avec  le  tube  :  ce  sont  les  angles  formés  par  les 
plans  tangents  de  ces  surfaces  à  la  limite  de  la  sphère  d'activité 
sensible  du  tube,  comme  nous  l'avons  dit  plusieurs  fois.  Nom- 
mons KetH  pour  le  fluide  supérieur,  ce  que  nous  avons  désigné 
par  ces  lettres  dans  le  n""  1  de  la  théorie  citée.  Nommons  K'  et 
H'  les  mêmes  quantités  pour  le  fluide  inférieur.  Désignons  en- 
core par  J^i  et  H^  ce  que  deviennent  K  ei  H  lorsqu'au  lieu  de 
considérer  l'action  du  fluide  supérieur  sur  lui-même ,  on  consi- 
dère l'action  de  ce  fluide  sur  le  fluide  inférieur.  L'action  étant 
toujours  égale  à  la  réaction,  K^  et  H^^  seront  encore  ce  que 
deviennent  K'  et  H'  lorsque  l'on  considère  l'action  du  fluide  in- 
férieur sur  le  fluide  supérieur.  Cela  posé,  imaginons  un  canal 
infiniment  étroit  passant  par  l'axe  du  tube,  et  se  recourbant  au- 
dessous  pour  aboutir  à  la  surface  de  niveau  du  fluide  du  vase.  Le 
fluide  supérieur  renfermé  dans  ce  canal  sera  sollicité  vers  le  bas, 

à  sa  surface  supérieure,  par  la  force  K '      '    ,  /  étant  le 

rayon  du  creux  du  tube.  (Théorie  citée  n**'  1  et  2.) 

A  la  surface  commune,  le  fluide  du  canal  sera  sollicité  vers 

le  haut  par  la  force  J^n .  ,  en  vertu  de  l'action  sur  lui- 
même  du  fluide  supérieur  du  tube  :  il  sera  sollicité  vers  le  bas 
par  la  force  jK,h ''         ,  en  vertu  de  l'action  du  fluide  inférieur 
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du  tube;  ie  fluide  supérieur  du  canal  sera  donc  sollicité  vers  le 
bas  par  la  force 

y        (ff,— ffl.cos.fl        H.cos.vt 

Al  H 


/ 


/ 


Le  fluide   inférieur  du    canal  sera   sollicité  vers  le    bas,   en 
vertu  de  l'action  du  fluide  inférieur  du  tube,  par  une  force  égale 

k  K' '—-—i.  •  et  par  l'action  du  fluide  supérieur  du  tube,  îl 

sera  sollicité  vers  le  haut  \ 
sollicité  vers  le  bas  par  la  force 


{H,-H').cos.6 
l 


Ainsi  la  force  totale  des  fluides  du  canal ,  due  à  l'action  réciproque 
des  fluides  du  tube,  sera,  vers  le  bas. 


K'- 


(ag.-ff-ff').cos.i 
/ 


Si  le  fluide  inférieur  existait  seul,  cette  force  serait 
H'.  COS.  ■m 


r- 


/ 


le  poids  des  fluides  contenus  dans  le  canal  devant  donc  être  le 
même  dans  ces  deux  cas,  comme  on  vient  de  le  voir,  ces  deux 
forces  doivent  être  égales;  on  a,  par  conséquent, 


//.  COS.t 


7.  H -H~H').  cos.e 
l 


H'.cos.vt 


ce  qui  donne 


H'.  COS.w' — H.  COS.t 


On  peut  éliminer  de  cette  expression  de  cos.fl  les  an^ips  '. 
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^  au  moyen  des  équations  suivantes,  qu'il  est  facile  de  conclure 
de  ce  qui  précède, 

2JÏ — jfir=ff  .cos.'or, 
2Â  — H'=ff'.cos.< 

H  étant  ce  que  devient  B,  lorsque  Ton  considère  l'action  du  fluide 

supérieur  sur  la  matière  du  tube,  et  jfif'  étant  ce  que  devient  H! 
lorsque  Ton  considère  l'action  du  fluide  inférieur  sur  la  même 
matière.  On  aura  ainsi 

cos.O—      ^+/^^_2^^      • 

L'angle  d  étant  supposé  connu,  on  aura  facilement,  par  l'ana- 
lyse de  la  théorie  de  l'action  capillaire,  l'équation  dîfiîérentielle 
de  la  surface  commune  des  deux  fluides,  quelle  que  soit  la  lar- 
geur du  tube  et  sa  figure.  On  doit  observer  que  cet  angle  est  celui 
que  les  plans  tangents  à  celte  surface,  aux  limites  de  la  sphère 
d'activité  sensible  des  parois  du  tube,  forment  avec  ces  parois. 

Les  formules  précédentes  supposent  que  les  fluides  ne  mouillent 
pas  parfaitement  les  parois  du  tube.  Nous  avons  observé,  dans  le 
n®  12  de  la  théorie  de  l'action  capillaire,  que  si  faction  du  tube 
sur  le  fluide  surpasse  celle  du  fluide  sur  lui-même,  alors  une 
lame  extrêmement  mince  du  fluide  tapisse  les  parois  du  tube  et 
forme  un  nouveau  tube  dans  lequel  les  fluides  s'élèvent  ou  s'a- 
baissent; ainsi,  dans  le  cas  où  le  tube  contient  plusieurs  fluides 
qui  le  mouillent  exactement,  ils  forment  dans  son  intérieur  une 
suite  de  tubes  différents  auxquels  on  ne  peut,  par  conséquent, 
appliquer  les  formules  précédentes.  Ne  considérons  ici  que  deux 
fluides,  l'eau  et  le  mercure,  et  supposons  que  le  tube  soit  de 
verre,  et  qu'ayant  été  fort  humecté,  ses  parois  soient  tapissées 
d'une  lame  d'eau  très-mince  adhérente  au  verre.  Dans  ce  cas , 
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on  pourra  considérer  le  tube  comme  étant  aqueux,  et  Ton 
aura 

on  aura  donc  cos.0  = — i,  et  par  conséquent  0  =  ^.  La  surface 
du  mercure  est  donc  alors  convexe ,  et  à  très-peu  près  celle  d'une 
demi-sphère  si  le  tube  est  fort  étroit.  On  peut  d'ailleurs  s'en 
assurer  en  appliquant  à  ce  cas  le  raisonnement  par  lequel  j'ai 
prouvé,  dans  le  n""  12  de  ma  théorie  de  l'action  capillaire,  que 
la  surface  du  liquide,  dans  un  tube  très-étroit  dont  faction  est 
insensible,  est  convexe  et  celle  d'une  demi-sphère. 

La  dépression  du  mercure  est,  par  ce  qui  précède, '-j — -  , 

H'—aH  ,  .  .  ,^  . 

ou -. — '  y  en  n'ayant  point  égard  à  la  petite  colonne  d'eau  qui 

pèse  sur  le  sommet  de  la  surface,  b  étant  la  hauteur  de  cette  co^ 
lonne,  et  D  exprimant  la  densité  du  mercure,  celle  de  l'eau  étant 
prise  pour  unité,  il  est  visible  que  la  dépression  du  mercure  sera 

gl       -^  D' 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  le  même  tube  humecté  par  de  l'al- 
cool, en  nommant  'H  l'action  de  l'alcool  sur  le  mercure,  'h  la 
hauteur  de  la  colonne  d'alcool  qui  s'élève  au-dessus  de  sa  surface, 
et  'D  le  rapport  de  la  pesanteur  spécifique  du  mercure  à  celle  de 
l'alcool ,  la  dépression  du  mercure  devient  alors 


gl   ^   -  'D- 

L'action  de  l'eau  sur  elle-même  étant  beaucoup  plus  grande  que 
celle  de  l'alcool  sur  lui-même,  comme  on  le  verra  bientôt,  il 
est  très -vraisemblable  que  l'action  de  l'eau  sur  le  mercure  sur- 
passe celle  de  l'alcool  sur  le  même  liquide,  en  sorte  que  'H  est 
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moindre  que  H,  :  cette  différence  doit  donc  être  sensible  par  l'ex- 
périence. 

M.  Gay-Lussac  a  bien  voulu  la  déterminer.  Après  avoir  fort 
humecté  un  tube  de  verre,  dont  le  diamètre  intérieur,  mesuré 
avec  une  grande  précision  au  moyen  du  poids  d'une  colonne  de 
mercure  qui  remplissait  le  tube,  était  égal  à  i°^-,2  944i,  il  a 
plongé  dans  un  vase  plein  de  mercure  l'extrémité  inférieure  de  ce 
tube.  Il  a  trouvé,  par  un  milieu  entre  dix  expériences  qui  diffé- 
raient peu  entre  elles,  la  dépression  du  mercure  égale  à  7°^',4 1 48. 
Le  mercure,  en  s'insinuant  dans  le  tube,  avait  élevé  au-dessus 
de  sa  surface  une  partie  de  l'eau  qui  s'était  attachée  aux  parois 
du  tube  en  l'humectant,  et  la  longueur  de  la  colonne  d'eau  for- 
mée de  cette  manière  était  de  y^^sySo.  La  température  était 
de  17"*, 5  pendant  les  expériences.  La  dépression  du  mercure, 
diminuée  du  poids  de  cette  colonne  d'eau,  est  donc  égale  à 
6"^', 84 6 4  :  c'est,  relativement  à  ce  liquide,  la  valeur  de 

En  humectant  le  même  tube  avec  de  l'alcool  dont  la  pesanteur 
spécifique  comparée  à  celle  de  l'eau  était  0,81971,  M.  Gay- 
Lussac  a  trouvé,  par  un  milieu  entre  dix  expériences  très -peu 
différentes  entre  elles,  la  dépression  du  mercure  égale  à  8™"*,02  6 1 , 
et  la  longueur  de  la  colonne  d'alcool  qui  pesait  au-dessus  du 
mercure  égale  à  7"^-,4735.  La  température  était  encore  i7%5 
pendant  ces  expériences.  De  là  on  conclut 

^^  =  7--,5757. 

Cette  valeur  est  donc,  comme  on  l'avait  prévu,  sensiblement  plus 

grande  que  celle  de  j — -. 

M.  Gay-Lussac  a  de  plus  observé  la  flèche  de  la  convexité  du 
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mercure  dans  le  tube  précédent,  et  il  Ta  trouvée  la  même  que 
celle  de  la  concavité  de  la  surface  supérieure  des  colonnes  deau 
et  d'alcool;  toutes  ces  surfaces  sont  donc  égales  entre  elles  et  à 
celle  d'une  demi-sphère  dont  le  diamètre  est  celui  du  tube,  con- 
formément à  la  théorie  précédente. 

«  Un  vase  indéfini  étant  supposé  ne  renfermer  que  deux  fluides, 
«  concevons  que  Ton  y  plonge  entièrement  un  prisme  droit  ver- 
«  tical,  de  manière  qu  il  plonge  dans  l'un  par  sa  partie  supérieure, 
«  et  dans  l'autre  par  sa  partie  inférieure  ;  le  poids  du  fluide  infé- 
«  rieur  élevé  dans  le  prisme  par  l'action  capillaire  au-dessus  de 
«  son  niveau  dans  le  vase  sera  égal  au  poids  d'un  pareil  volume 
«  du  fluide  supérieur,  plus  au  poids  du  fluide  inférieur  qui  s'élè- 
«  veraît  dans  le  prisme  au-dessus  du  niveau  s'il  n'y  avait  que  ce 
«fluide  dans  le  vase,  moins  au  poids  du  fluide  supérieur  qui 
«  s'élèverait  dans  le  même  prisme  au-dessus  du  niveau,  si,  ce  fluide 
a  existant  seul  dans  le  vase,  le  prisme  trempait  dans  ce  fluide  par 
«  son  extrémité  inférieure.  » 

Pour  le  démontrer,  on  observera  que  l'action  du  prisme  et  du 
fluide  inférieur  sur  la  partie  du  fluide  inférieur  qu'il  contient  est 
la  même  que  si  ce  fluide  existait  seul  dans  le  vase  ;  ce  fluide  est 
donc,  dans  ces  deux  cas,  sollicité  verticalement  vers  le  haut,  de 
la  même  manière;  et  il  est  évident  que  les  forces  qui  le  sollicitent 
dans  le  dernier  cas  équivalent  au  poids  du  volume  de  ce  fluide 
qui  s'élèverait  alors  au-dessus  du  niveau.  Pareillement,  le  fluide 
supérieur  contenu  dans  la  partie  supérieure  du  prisme  est  sollicité 
verticalement  vers  le  bas,  par  l'action  du  prisme  et  du  fluide  qui 
environne  cette  partie,  comme  il  serait  sollicité  vers  le  haut  par 
les  mêmes  actions  si  le  vase  ne  renfermant  que  le  fluide  supé- 
rieur, le  prisme  trempait  dans  ce  fluide  par  son  extrémité  infé- 
rieure; et,  dans  ce  cas,  la  réunion  des  actions  équivaut  au  poids 
du  fluide  supérieur  qui  s'élèverait  dans  le  prisme  au-dessus  de 
son  niveau  dans  le  vase.  Enfin,  la  colonne  des  fluides  î^  '  '      ^ 
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au  prisme,  qui  est  au-dessus  du  niveau  du  fluide  inférieur  dans 
le  vase,  est  sollicitée  verticalement  vers  le  bas  par  son  propre 
poids,  et  vers  le  haut  par  le  poids  d'une  colonne  égale  du  fluide 
supérieur.  En  réunissant  toutes  ces  forces,  qui  doivent  se  faire 
équilibre,  on  aura  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer.  On 
déterminera  par  les  mêmes  principes  ce  qui  doit  avoir  lieu  lors- 
qu'un prisme  creux  est  entièrement  plongé  dans  un  vase  rempli 
d'un  nombre  quelconque  de  fluides. 

Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  la  base  infé- 
rieure du  prisme  horizontale.  Mais,  quelles  que  soient  son  incli- 
naison et  la  figure  de  l'extrémité  inférieure  du  tube  dans  le  sens 
vertical,  l'attraction  verticale  du  tube  et  celle  du  fluide  extérieur 
sur  le  fluide  qu'il  renferme  seront  les  mêmes  que  si  la  base  était 
horizontale,  et  par  conséquent  le  volume  du  fluide  élevé  au-des- 
sus du  niveau  sera  le  même  dans  ces  deux  cas.  Pour  le  faire  voir, 
imaginons,  comme  ci-dessus,  la  surface  intérieure  du  tube  pris- 
matique prolongée  dans  le  fluide  de  manière  à  former  un  tube 
additionnel  dont  les  parois  infiniment  minces  n'altèrent  point 
l'action  du  fluide  environnant  sur  le  fluide  du  tube.  Il  est  clair 
que  si  Ton  décompose  le  premier  tube  en  colonnes  verticales 
infiniment  petites,  l'action  de  chacune  de  ces  colonnes,  pour  éle- 
ver le  fluide  intérieur  aux  deux  prismes,  sera  la  même  que  si  la 
base  était  horizontale;  la  somme  de  ces  actions  sera  donc  encore 
égale  à  2pc. 

«Si  le  prisme  qui,  par  sa  partie  inférieure,  trempe  dans  le 
«  fluide  d'un  vase  indéfini,  est  oblique  à  l'horizon,  le  volume  du 
«  fluide  élevé  dans  le  prisme  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du 
«  vase,  multiplié  par  le  sinus  de  l'inclinaison  des  côtés  du  prisme 
«à  l'horizon,  est  constamment  le  même,  quelle  que  soit  cette 
«  inclinaison.  » 

En  effet,  ce  produit  exprime  le  poids  du  volume  du  fluide 
élevé  au-dessus  du  niveau,  et  décomposé  parallèlement  aux  côtés 
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du  prisme.  Ce  poids,  ainsi  décomposé,  doit  balancer  Faction  du 
prisme  et  du  fluide  extérieur  sur  ie  fluide  quil  renferme;  action 
qui  est  évidemment  la  même,  quelle  que  soit  Tinclinaison  du 
prisme  :  la  hauteur  verticale  moyenne  au-dessus  du  niveau  est 
donc  constamment  la  même. 

«  Si  Ton  place  verticalement  un  prisme  dans  un  autre  prisme 
t(  creux  et  vertical  de  la  même  matière,  et  que  Ton  plonge  dans 
«  un  fluide  leurs  extrémités  inférieures,  en  nommant  Vie  volume 
«  fluide  élevé  au-dessus  du  niveau ,  dans  Tespace  compris  entre 
«  ces  deux  prismes ,  on  aura 

«  c  étant  le  contour  de  la  base  intérieure  du  plus  grand  prisme, 
«  et  c  étant  le  contour  de  la  base  extérieure  du  plus  petit.  » 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer  au  moyen  des  principes 
exposés  ci-dessus.  Si  les  bases  des  deux  prismes  sont  des  poly- 
gones semblables,  dont  les  côtés  homologues  soient  parallèles  et 
placés  à  la  même  distance,  en  nommant  l  cette  distance,  la  base 

de  l'espace  que  les  deux  prismes  laissent  entre  eux  sera  ; 

ainsi  h  étant  la  hauteur  moyenne  du  fluide  soulevé,  on  aura 

y  —  __-——.      ^ 

'2 

et  par  conséquent 

c  est-à-dire  que  la  hauteur  moyenne  du  fluide  élevé  est  la  même 
que  celle  du  fluide  élevé  dans  un  tube  cylindrique  dont  le  rayon 
est  égal  à  TintervaUe  des  deux  prismes.  En  supposant  que  les 
prismes  sont  des  cylindres,  on  aura  le  théorème  du  n^  7  de  la 
théorie  sur  Faction  capillaire.  On  peut  déterminer  encore  par  les 
mêmes  principes  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  le  cas  oà  le 
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sont  plongés  en  tout  ou  en  partie  dans  un  vase  rempli  d*un 
nombre  quelconque  de  fluides,  en  supposant  même  ces  prismes 
inclinés  à  Thorizon. 

«  Les  mêmes  choses  étant  posées  comme  dans  le  théorème 
«  précédent,  si  les  deux  prismes  sont  de  différentes  matières,  en 
«  nommant  p  pour  le  plus  grand,  et  p^  pour  le  plus  petit,  ce  que 
«  nous  avons  désigné  précédemment  par  p,  on  aura 

a  en  sorte  que  si  Ton  nomme  q  et  ^^  les  élévations  du  fluide  dans 
«  deux  tubes  cylindriques  très-étroits,  du  même  rayon  intérieur  /, 
«formés  respectivement  de  ces  matières,  on  aura 

«  et  par  conséquent 


j^^   qc+q^c^ 


c  +  c 


•  » 


Ce  théorème  se  démontre  encore  facilement  par  les  principes 
précédents.  On  doit  observer  de  faire  q  et  q^  négatifs  si  les  ma- 
tières auxquelles  ils  se  rapportent  dépriment  le  fluide  au  lieu  de 
relever.  On  obtiendra  par  les  mêmes  principes  le  volume  du 
fluide  élevé  au-dessus  du  niveau  dans  un  espace  renfermé  par 
un  nombre  quelconque  de  plans  verticaux  de  différentes  ma- 
tières. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  le  volume  V  du  fluide 
élevé  par  Faction  capillaire  à  Textérieur  d'un  prisme  plein ,  plon- 
geant dans  un  fluide  par  son  extrémité  inférieure,  est 

K=ii£^'.c=|;,.c; 
c  étant  le  contour  horizontal  du  prisme.  Ce  volume  exprime 
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Taugmentation  du  poids  du  prisme  due  à  Faction  capillaire.  «  En 
«général,  l'augmentation  du  poids  d'un  corps  de  figure  quel- 
«  conque,  due  à  cette  action,  est  égale  au  poids  du  volume  de 
«  fluide  qu  il  élève  par  cette  action  au-dessus  du  niveau;  et  si  le 
«fluide  est  déprimé  au-dessous,  Taugmentation  se  change  en  di- 
«  minution  du  poids  ;  et  la  diminution  entière  du  poids  du  corps 
^  «  est  égale  au  poids  d'un  volume  de  fluide  pareil  à  celui  que 
«  le  corps  déplace,  soit  par  l'espace  qu'il  occupe  au-dessous  du 
«  niveau ,  soit  par  l'espace  qu'il  laisse  vide ,  en  écartant  le  fluide 
«  par  l'action  capillaire.  » 

Ce  principe  embrasse  le  principe  connu  d'hydrostatique,  sur 
la  diminution  du  poids  d'un  corps  plongeant  dans  un  fluide;  il 
suffit  d'en  supprimer  ce  qui  est  relatif  à  l'action  capillaire,  qui 
disparaît  totalement  lorsque  le  corps  est  entièrement  plongé  dans 
le  fluide  au-dessous  du  niveau. 

Pour  démontrer  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer,  consi- 
dérons un  canal  vertical  assez  large  pour  embrasser  le  corps  et 
tout  le  volume  sensible  de  fluide  qu'il  soulève,  ou  de  l'espace 
qu'il  laisse  vide  par  l'action  capillaire.  Concevons  que  ce  canal, 
après  avoir  pénétré  dans  le  fluide,  se  recourbe  horizontalement, 
et  qu'ensuite  il  se  relève  verticalement  en  conservant  dans  toute 
son  étendue  la  même  largeur.  Il  est  clair  que  dans  l'état  d'équi- 
libre les  poids  contenus  dans  les  deux  branches  verticales  de  ce 
r  canal  doivent  être  égaux;  il  faut  donc  que  le  corps,  par  son  poids, 

compense  le  vide  qu'il  produit  par  l'action  capillaire;  ou,  s'il 
soulève  par  cette  action  le  fluide,  il  faut  que  par  sa  légèreté  spé- 
cifique il  compense  le  poids  du  fluide  élevé.  Dans  le  premier  cas, 
cette  action  soulève  le  corps  qui  peut  être  par  là  maintenu  à  la 
surface,  quoique  plus  pesant  spécifiquement  que  le  fluide.  Dans 
le  second  cas,  elle  tend  à  faire  plonger  le  corps  dans  le  fluide. 

Considérons  un  prisme  solide  rectangle  très-étroit,  dont  \  soit 

la  largeur,  %  la  hauteur,  et  a  la  longueur.  Imaginons  qu'il  soit 

0 
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placé  horizontalement  sur  un  fluide ,  de  manière  que  son  plus 
grand  côté  a  soit  horizontal,  et  supposons  quil  déprime  autour 
de  lui  le  fluide ,  que  q  soit  la  dépression  moyenne  au-dessous  du 
niveau,  dans  un  tuhe  cylindrique  de  la  matière  du  prisme,  et 
dont  le  rayon  est  /.  Nommons  iD  la  densité  du  prisme,  celle  du 
fluide  étant  D,  et  désirons  par  x  la  profondeur  dont  il  s'abaisse 
au-dessous  du  niveau.  On  aura,  par  les  théorèmes  précédents, 
dans  Tétat  d'équilibre, 

gD. alx-^gD.  l(j.  [a-^l)=igD. ahl, 

m 

ce  qui  donne 


œ=:ih — 9-(n — )• 


9(1-4--) 
En  supposant  donc  h  moindre  que  — ^-^ ,  le  prisme  ne  plon- 
gera point  en  entier  dans  le  fluide,  quoique  î  surpasse  Tunité, 
c  est-à-dire  quoique  le  prisme  soit  plus  dense  que  le  fluide.  C'est 
ainsi  qu'un  cylindre  d'acier  très-délié,  dont  le  contact  avec  l'eau 
est  empêché  soit  par  un  vernis,  soit  par  une  petite  couche  d'air 
qui  l'enveloppe,  est  soutenu  à  la  surface  de  ce  fluide.  Si  l'on  place 
ainsi  horizontalement  sur  l'eau  deux  cylindres  égaux  et  parallèles 
qui  se  touchent  de  manière  qu'ils  se  dépassent  mutuellement,  on 
observe  qu'à  l'instant  ils  glissent  l'un  sur  l'autre  pouf  se  mettre 
de  niveau  par  leurs  extrémités.  Le  fluide  étant  plus  déprimé  par 
l'action  capillaire  à  l'extrémité  de  chacun  d'eux,  qui  est  en  con- 
tact avec  l'autre  cylindre,  qu'à  l'extrémité  opposée,  la  base  de 
cette  dernière  extrémité  est  plus  pressée  que  l'autre  base  *:  chaque 
cylindre  tend  en  consécpence  à  se  réunir  de  plus  en  plus  avec 
l'autre;  et  comme  les  forces  accélératrices  portent  toujours  un 
système  de  corps,  dérangé  de  l'état  d'équilibre,  au  delà  de  cette 
situation ,  les  deux  cylindres  doivent  se  dépasser  alternativement 
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en  faisant  des  oscillations  qui,  diminuant  sans  cesse  par  les  ré- 
sistances qu'elles  éprouvent,  finissent  par  être  anéanties.  Ces 
cylindres,  alors  parvenus  à  l'état  d'équilibre,  sont  de  niveau  par 
leurs  extrémités. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  la  manière  dont  nous  venons 
d'envisager  l'action  capillaire  conduit  fort  simplement  aux  prin* 
cipaux  résultats  de  ma  théorie  sur  cet  objet.  Mais  la  méthode 
exposée  dans  cette  théorie  a  des  avantages  qui  lui  sont  propres. 
Elle  fait  connaître  la  nature  de  la  surface  des  fluides  renfermés 
dans  les  espaces  capillaires,  et  montre  avec  évidence  que  dans 
des  tubes  cylindriques  très-étroits  cette  surface  est  à  très-peu  prés 
sphérique,  et  qu'ainsi  les  hauteurs  de  ses  divers  points  au-dessus 
du  niveau  sont  très-peu  différentes.  On  peut  encore  en  conclure 
que  dans  divers  tubes  de  la  même  matière,  plongeant  par  leurs 
extrémités  inférieures  dans  le  même  fluide,  si  leur  figure  dans  la 
partie  où  le  fluide  s'élève  est  la  même,  le  fluide  s'élèvera  dans 
tous  à  la  même  hauteur,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  figure  des 
autres  parties.  Cela  résulte  évidemment  de  l'équilibre  du  fluide 
dans  un  canal  infiniment  étroit  passant  par  l'axe  de  chaque  tube, 
au-dessous  duquel  il  se  recourbe,  pour  aboutir  à  la  surface  de 
niveau  du  fluide.  Car  il  est  clair  que  si  la  figure  des  tubes  est  la 
même  dans  les  parties  où  le  fluide  s'y  élève ,  la  surface  du  fluide 
y  sera  la  même,  et  par  conséquent  aussi  l'action  du  fluide  du 
tube  sur  celui  du  canal  sera  la  même  dans  ces  tubes;  l'un  des 
canaux  étant  supposé  en  équilibre,  les  autres  le  seront  donc 
pareillement. 

Noos  observerons  ici  qu'il  peut  y  avoir  plusieurs  états  d'équi- 
libre dans  on  même  tube,  si  sa  laideur  n*est  pas  uniforme.  Ainsi, 
eo  supposant  deux  tulles  capillaires  communiquant  entre  eux,  et 
dont  le  plus  petit  soit  placé  verticalement  au-dessus  do  plus  grand, 
on  peut  concevoir  leurs  diamètres  et  leurs  longueurs  tels  que  ie 
fluide  soit  d*abord  en  équilib  MiB  du  niveau  dans  le  pins 
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grand,  et  qu  en  versant  ensuite  du  même  fluide  jusqu'à  ce  qu  il 
atteigne  le  plus  petit  tube  et  en  remplisse  une  partie,  le  fluide 
s'y  maintienne  encore  en  équilibre.  Lorsque  la  figure  d'un  tube 
capillaire  diminue  par  nuances  insensibles,  les  divers  états  d'é- 
quilibre sont  alternativement  stables  et  non  stables.  D'abord  le 
fluide  tend  à  s'élever  dans  le  tube,  et  cette  tendance,  en  dimi- 
nuant, devient  nulle  dans  l'état  d'équilibre;  au  delà  elle  devient 
négative,  et  par  conséquent  le  fluide  tend  à  s'abaisser  :  ainsi  ce 
premier  équilibre  est  stable,  puisque  le  fluide,  étant  un  peu 
écarté  de  cet  état,  tend  à  y  revenir.  En  continuant  d'élever  le 
fluide,  sa  tendance  à  s'abaisser  diminue  et  redevient  nulle  dans 
le  second  état  d'équilibre;  au  delà  elle  devient  positive,  et  le 
fluide  tend  à  s'élever,  et  par  conséquent  à  s'éloigner  de  cet  état  qui 
n'est  point  stable.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  le  troisième 
état  sera  stable,  le  quatrième  non  stable,  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  la  comparaison  des  deux  métbodes  nous  a  fait  connaître 
le  rapport  des  quantités  p  et  p,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 

quantités  —  et , — ,  au  moyen  de  l'angle  «  que  forment,  avec  les 

parois  du  tube,  les  pians  tangents  à  la  surface  du  fluide  inté- 
rieur, aux  limites  de  la  sphère  d'activité  sensible  du  tube.  Ces 
quantités  représentent  les  forces  dont  dépendent  les  phénomènes 
capillaires  :  elles  dérivent  des  forces  attractives  des  molécules  des 
corps  dont  elles  ne  sont  que  des  modifications;  mais  elles  sont 
incomparablement  plus  petites  que  ces  forces  attractives  qui, 
lorsqu'elles  agissent  avec  toute  leur  énergie,  sont  les  affinités 
chimiques  elles-mêmes.  Si  la  loi  d'attraction  relative  à  la  distance 
était  la  même  pour  les  difiiérents  corps,  les  valeurs  de  p  et  de  p 
seraient,  comme  nous  l'avons  déjà  observé,  proportionnelles  aux 
intensités  respectives  de  leurs  attractions,  c'est-à-dire  aux  coefii- 
cients  constants  qui  multiplieraient  la  fonction  commune  de  la 
distance  par  laquelle  la  loi  de  ces  attractions  serait  représentée. 
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Les  valeurs  de  p  et  de  p  se  rapportent  alors  à  des  volumes  égaux, 
et  non  à  des  masses  égales.  Pour  le  faire  voir,  concevons  deux 
tubes  capillaires  de  même  diamètre  et  de  substance  différente, 
mais  dans  lesquels  un  fluide  s*élève  à  la  même  hauteur.  Il  est 
clair,  par  ce  qui  précède,  que  si  Ton  prend  dans  ces  tubes  deux 
volumes  égaux  et  infiniment  petits,  semblablement  placés  rela- 
tivement au  fluide  intérieur,  leur  action  sur  ce  fluide  sera  la 
même',  et  l'on  pourra  substituer  l'un  à  l'autre;  il  faut  donc,  pour 
avoir  les  rapports  de  leurs  attractions  à  égalité  de  masses,  diviser 
les  valeurs  de  p  par  les  densités  respectives  des  différents  corps. 
Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  p,  p  et  de  "Cf  doivent  varier 
avec  la  température.  Considérons,  par  exemple,  un  fluide  qui 
mouille  exactement  le  verre,  tel  que  l'alcool,  et  concevons  un 
tube  de  verre  capillaire  plongeant  par  son  extrémité  inférieure 
dans  l'alcool;  supposons  qu'à  zéro  de  température,  ce  fluide  s'y 
élève  au-dessus  du  niveau  de  la  hauteur  q.  Concevons  ensuite 
que,  la  température  croissant,  la  densité  du  fluide  diminue  dans 
le  rapport  de  i — a  à  l'unité;  si  l'on  imagine,  comme  dans  le  n**  1 
de  la  théorie  citée,  un  canal  infiniment  étroit  passant  par  l'axe  du 
tube,  l'action  du  ménisque  fluide  formé  par  un  plan  horizontal 
mené  par  le  point  le  plus  bas  de  la  surface  fluide  dans  le  tube 
sera  diminuée  par  les  deux  causes  suivantes.  i°  Sa  densité  deve- 
nant moindre,  son  attraction  sera  plus  petite  dans  le  même  rap- 
port; car  il  est  naturel  de  penser  que  ce  genre  d'attractions  suit 
la  raison  de  la  densité  pour  la  même  substance,  et  cela  se  vérifie^ 
à  l'égard  de  l'action  des  gaz  sur  la  lumière,  action  qui,  comme 
on  Ta  reconnu  par  des  expériences  très-exactes,  est,  pour  le 
même  gaz  proportionnelle  à  sa  densité.  2**  L'action  du  ménisque 
fluide  sur  le  canal  diminue  encore  évidemment  avec  la  densité 
du  fluide  du  canal.  Par  ces  deux  causes  réunies,  la  valeur  de  H 
est  diminuée  en  raison  du  carré  de  la  densité  du  fluide,  et  par 
conséquent  dans  le  rapport  de  (i — a)'  à  l'unité.  Mais  la  valeur 


TÛMB  ly. 
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de  H,  divisée  par  le  rayon  /  du  tube,  qui  exprime  Taction  du 

ménisque  sur  le  canal,  doit  balancer  le  poids  du  fluide  élevé 

dans  ce  canal,  et  ce  poids  est  égal  au  produit  de  Télévation  du 

fluide  par  sa  densité  et  par  la  pesanteur.  En  représentant  donc 

par  cf  cette  élévation ,  et  par  Tunité  la  densité  du  fluide  à  zéro 

de  température,  et  nommant  g  la  pesanteur,  on  aura  les  deux 

équations 

H 


-.(i— a)«  =  ^9.(i  — a). 


d  où  Ton  tire 


^V_.(^.(i  — a). 

Ainsi  l'élévation  du  fluide  dans  un  même  tube  à  diverses  tempé- 
ratures est  en  raison  de  sa  densité.  Nous  faisons  abstraction  ici 
de  la  dilatation  du  tube,  qui,  en  augmentant  son  diamètre  inté- 
rieur, diminue  son  élévation.  En  y  ayant  égard,  on  aura  ce 
théorème,  qui  doit  avoir  lieu  relativement  aux  liquides  qui,  tels 
que  Talcool,  paraissent  jouir  d'une  parfaite  fluidité:  «L'éléva- 
«tion  d'un  fluide  qui  mouille  exactement  les  parois  d'un  tube 
«capillaire  est,  à  diverses  températures,  en  raison  directe  de  la 
«  densité  du  fluide,  et  en  raison  inverse  du  diamètre  intérieur 
«  du  tube.  » 

De  Tattraction  et  de  la  répulsion  apparente  des  petits  corps  qui  nagent 

à  la  surface  des  fluides. 

J'ai  soumis  à  l'analyse,  dans  le  n°  11  de  ma  théorie  de  l'action 
capillaire,  l'attraction  mutuelle  apparente  de  deux  plans  homo- 
gènes verticaux  et  parallèles  d'une  épaisseur  sensible,  et  plongeant 
par  leurs  extrémités  inférieures  dans  un  fluide.  J'ai  fait  voir  que 
l'action  capillaire  tend  toujours  à  les  rapprocher,  soit  que  le  fluide 
s'élève,  soit  qu'il  s'abaisse  entre  eux.  Chaque  plan  éprouve  alors, 
l'un  vers  l'autre,  une  pression  égale  au  poids  d'un  prisme  du 
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même  fluide,  dont  la  hauteur  serait  la  demi-somme  des  éléva- 
tions au-dessus  du  niveau ,  ou  des  abaissements  au-dessous ,  des 
points  extrêmes  de  contact  des  surfaces  intérieure  et  extérieure 
du  fluide  avec  le  plan ,  et  dont  la  base  serait  la  partie  du  plan 
comprise  entre  les  deux  lignes  horizontales  menées  par  ces  points. 
Ce  théorème  renferme  la  vraie  cause  de  l'attraction  apparente 
des  corps  qui  nagent  sur  un  fluide  lorsqu'il  s'élève  ou  s'abaisse 
près  d'eux.  Mais  l'expérience  fait  connaître  que  les  deux  corps  se 
repoussent  lorsque  le  fluide  s'élève  près  de  l'un  d'eux,  tandis 
qu'il  s'abaisse  près  de  l'autre.  Pour  rendre  raison  de  ce  phéno- 
mène, je  vais  considérer  ici  généralement  la  répulsion  apparente 
de  deux  plans  verticaux  et  parallèles  de  matières  diff'érentes  et 
plongeant  par  leurs  extrémités  inférieures  dans  un  même  fluide. 

Supposons  que  le  fluide  s'abaisse  près  du  premier  plan,  et  qu'il 
s'élève  près  du  second,  la  section  de  la  surface  du  fluide  compris 
entre  eux  aura  d'abord  un  point  d'inflexion  si  les  deux  plans  sont 
fort  distants  l'un  de  l'autre;  ce  point  est  au  niveau  de  la  surface 
du  fluide  indéfini  dans  lequel  on  suppose  que  les  plans  trempent; 
car  si  l'on  conçoit  un  canal  infiniment  étroit  passant  par  ce  point, 
et  se  recourbant  ensuite  au-dessous  de  l'un  des  plans  pour  abou- 
tir loin  d'eux  à  la  surface  du  fluide  extérieur,  les  rayons  de  cour- 
bure de  la  surface  fluide  étant  infinis  aux  deux  extrémités  de  ce 
canal,  il  doit  être  de  niveau  dans  ses  deux  branches. 

Cela  posé,  nommons  z  l'élévation  au-dessus  du  niveau  d'un 
point  quelconque  de  la  section  de  la  surface  du  fluide  intérieur, 
etj  la  distance  horizontale  de  ce  point  au  premier  plan,  z  étant 
négatif  pour  les  points  au-dessous  du  niveau.  On  aura,  par  le 
n""  4  de  ma  théorie  de  l'action  capillaire , 

ààz 


df 


laz. 


64. 
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Cette  équation,  multipliée  par  dz  et  intégrée,  donne 

—  =  constante  —  olz\ 


\/ 


dz 


dr 

Pour  déterminer  la  constante,  nommons  ^crrangle  aigu  que  forme 
avec  un  plan  vertical  la  tangente  à  un  point  de  la  section  placé 
à  la  limite  de  la  sphère  d'activité  sensible  du  premier  plan.  On 
aura 


sJ 


dz 

1 


sm.isT. 


dr 


Soit  q  la  dépression  de  ce  point  au-dessous  du  niveau;  on  aura, 
à  ce  point,  clz*  égal  à  a^*;  donc 

constante  =  sin.  *&  -f-  a^*, 
et  par  conséquent 

=  sin.  isy-f-a^* —  az*. 


si 


dr 


Soit 


on  aura 


Z=  sin.  ^  -f-  aq*  —  az*  : 

Soit  ^'  l'angle  aigu  que  forme,  avec  un  plan  vertical,  la  tangente 
à  un  point  de  la  section  placé  à  la  limite  de  la  sphère  d'activité 
sensible  du  second  plan  ;  on  aura ,  à  ce  point , 


^J 


dz 


sm.  isr . 


dy- 
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En  nommant  donc  q  la  valeur  de  z  relative  au  même  point,  on 
aura 

sin.  isy' = sin .  isy  -f-  a^*  —  a  ^'*  ; 
partant 

sin.  "CT — sin.©'  =  a^'* — a^*.  (r) 

Z  ne  peut  jamais  surpasser  Tunité,  et  si  la  section  a  un  point 
d'inflexion,  z  est  nul  à  ce  point;  alors  Z  est  égal  à  sin-isy-f-ot^*: 
donc  sin-isy-f-aç*  est  égal  ou  moindre  que  Tunité.  S'il  était  égal 
à  Tunité,  on  aurait 

par  conséquent 

_      (i  — az*).(fz 


dy 


.\Ja.\/ 


az 


L*intégrale  de  cette  équation  prise  dans  des  limites  entre  les- 
quelles z  est  nul  donne  pour  y,  et  par  conséquent  pour  la  dis- 
tance mutuelle  des  plans ,  une  valeur  infinie  ;  ainsi ,  lorsque  cette 
distance  est  finie ,  et  lorsqu'il  y  a  un  point  d'inflexion  dans  la 
section  de  la  surface  du  fluide  intérieur,  sin.  tir-ha^*  est  moindre 
que  l'unité;  sin.w'n-ot^'*  sera  donc  pareillement,  en  vertu  de  l'é- 
quation (r),  moindre  que  l'unité. 

Lorsque  les  plans  sont  à  une  distance  infinie  l'un  de  l'autre, 
y  doit  être  infini,  ce  qui  exige  que  Z  soit  égal  à  l'unité  lorsque  z 
est  nul;  en  nommant  donc  q^  la  dépression  du  fluide  dans  ce  cas, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  dépression  du  fluide  à  l'extérieur 
du  premier  plan ,  on  aura 

a.  ^\-f-sin.'cy=i. 

q  est  donc  moindre  que  9,.  Maintenant,  si  l'on  applique  ici  les 
raisonnements  du  n"*  1 1  de  ma  théorie  de  l'action  capillaire ,  on 
verra  que  le  premier  plan  est  pressé  du  dedans  en  dehors  par 
une  force  égale  au  poids  d'un  prisme  fluide  dont  la  hauteur  est 
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~(^~h^,),  dont  la  profondeur  est  9,  —  9,  et  dont  la  largeur  est 
celle  du  plan. 

L'équation  (r)  donne  sm.^'+cuj'*  moindre  que  l'unité.  Lorsque 
les  plans  sont  à  une  distance  infinie,  elle  donne  cette  fonction 
égale  à  l'unité.  Soit  q\  ce  que  devient  alors  q;  q\  sera  donc  plus 
grand  que  q;  et  il  résulte  encore  du  n"*  11  de  la  théorie  citée  que 
le  second  plan  sera  pressé  du  dedans  en  dehors  par  une  force 
égale  au  poids  d'un  prisme  fluide  dont  la  hauteur  est  T(9'-t-9'i), 
dont  la  profondeur  est  q\ — 9',  et  dont  la  largeur  est  celle  du  se- 
cond plan ,  que  nous  supposons  ici  la  même  que  celle  du  premier. 
On  peut  en  conclure  que  les  pressions  que  les  deux  plans  éprouvent 
pour  s'écarter  l'un  de  l'autre  sont  égales;  en  effet,  le  produit  de 

t(9i"+"9  )  P^^  ^l — 9'  ®s'  ^Z^  ^^  produit  de  ^(ç.-h^)  par  9, — 9. 
Ces  produits  sont  y(9/' — 9'*)  et  ■|-(9\ — 9*),  ou 

— .  (1 — sin.isy' — »9*)»        — •  (i — sin.isy  —  09*), 

et  ces  deux  dernières  quantités  sont  égales  en  vertu  de  l'équa- 
tion (r). 

Il  y  aura  toujours  inflexion  au  milieu  de  la  surface  du  fluide 
compris  entre  les  plans,  si  "&  est  égal  à  isy',  quel  que  soit  leur 
rapprochement;  ces  plans  se  repousseront  donc  à  toutes  les  dis- 
tances. Mais  si  "&  est  différent  de  ^\  la  ligne  d'inflexion  de  la 
surface  se  rapprochera  du  premier  ou  du  second  plan,  lorsqu'on 
diminue"  leur  distance,  suivant  que  ^  sera  plus  grand  ou  plus 
petit  que  "&'.  Supposons  ici  tir>tir';  dans  ce  cas  9,  sera  moindre 
que  9'i,  c'est-à-dire  que  le  fluide  sera  moins  déprimé  à  l'extérieur 
du  premier  plan  qu'il  ne  sera  élevé  à  l'extérieur  du  second.  En 
rapprochant  les  plans ,  la  ligne  d'inflexion  de  la  surface  finira  par 
coïncider  avec  le  premier  plan.  En  effet  l'équation 

sin.  ^  —  sin.  ^'=aq* — aq* 
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nous  montre  que  acf^  surpasse  toujours  sin.isT — sin.©';  et  cepen- 
dant il  est  visible,  par  1  équation  (i),  que  s'il  y  a  inflexion  dans 
la  surface  du  fluide  intérieur,  q  est  de  l'ordre  de  la  distance  mu- 
tuelle des  plans,  qui,  par  leur  rapprochement,  peut  devenir  plus 
petite  qu'aucune  grandeur  donnée.  H  y  a  donc  une  limite  de  rap- 
prochement où  cette  inflexion  cesse,  et  où  par  conséquent  la  ligne 
d'inflexion  coïncide  avec  le  premier  plan.  En  deçà  de  cette  limite, 
lorsque  l'on  continue  de  rapprocher  les  plans,  ils  continuent  de  se 
repousser  jusqu'à  ce  que  le  fluide  soit  autant  élevé  au-dessus  du 
niveau  à  l'intérieur  du  premier  plan,  qu'il  est  abaissé  au-dessous 
à  l'extérieur,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  le  n**  1 1  de  la  théorie 
de  l'action  capillaire.  Dans  ce  cas,  ^  étant  l'élévation  du  fluide 
près  du  premier  plan  à  l'intérieur,  on  a 

ouj*=:a.q\  =  i — sin.isy; 

l'équation  (r),  qui  subsiste  toujours,  donne  alors 

OLq'*  =  OLq'*  =  1  —  sin.  ^', 

et  il  résulte  encore  du  n**  11  cité,  que  le  second  plan  cesse  alors 
d'être  repoussé  par  le  premier;  en  sorte  que  la  répulsion  se  change 
en  attraction  au  même  instant  pour  les  deux  plans. 

11  est  facile  de  déterminer  la  distance  mutuelle  des  plans,  lorsque 
ce  changement  a  lieu.  En  eflet,  a.ç*  étant  alors  égal  à  i  —  sin.  ©, 
on  a 

Z=  1 — az*, 

et  l'équation  difiîérentielle  (i)  devient 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

1  ,        {l  —  \/\  —  {az'\         a.V/l  — la^* 

J= -zm.  log. — ^  [  H ^       * -h  constante. 

2.\2a  ll+yi— jaz')  yâa 
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Pour  déterminer  la  constante  on  observera  que  y  étant  nul ,  z  est 
égal  à  9,  et  par  conséquent 

a2J*=i  —  sin-isT; 

si  Ton  nomme  ensuite  2 /la  distance  mutuelle  des  plans,  on  aura 
z  égal  à  (\  lorsque  y  est  égal  à  2  /;  on  aura  donc  alors 

az'=i — sin.tir'. 
Soient 

6  et  0'  exprimeront  les  inclinaisons  des  deux  côtés  extrêmes  de 
la  section  à  Thorizon;  alors  on  aura 


2 


on  doit  observer  que  le  logarithme  est  hyperbolique.  Si  6  est 
infiniment  petit ,  le  fluide  ne  s*abaissera  qu'infiniment  peu  à  l'ex- 
térieur du  premier  plan  :  l'expression  précédente  de  2/  devient 
alors  infinie;  les  deux  plans  s'attirent  donc  alors  à  toutes  les  dis- 
tances. Ainsi  la  supposition  de  0  nul  est  la  limite  où  les  deux 
plans  commencent  à  pouvoir  se  repousser.  Si  0  croissant  devient 
égal  à  d\  alors  2  /  devient  nul  ;  les  deux  plans  se  repoussent  donc 
alors  à  toutes  les  distances.  Entre  ces  deux  limites  les  plans, 
après  s'être  repoussés,  s'attirent  lorsque  l'expression  précédente 
est  moindre  que  2/.  On  déterminera  leur  attraction  ou  leur  ré- 
pulsion au  moyen  du  théorème  suivant,  qu'il  est  facile  de  conclure 
du  n^  11  de  la  théorie  citée. 

«  Quelles  que  soient  les  substances  dont  les  plans  sont  formés, 
«  la  tendance  de  chacun  d'eux  vers  l'autre  est  égale  au  poids  d'un 
«prisme  fluide,  dont  la  hauteur  est  l'élévation  au-dessus  du 
c<  niveau  des  points  extrêmes  de  contact  du  fluide  intérieur  avec 
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«  le  plan,  moins  cette  élévation  à  Textérieur;  dont  la  profondeur 
«  est  la  demi-somme  de  ces  élévations,  et  dont  la  largeur  est  celle 
«  des  plans  dans  le  sens  horizontal.  On  doit  supposer  l'élévation 
«  négative  lorsqu'elle  se  change  en  abaissement  au-dessous  du 
»  niveau.  Si  le  produit  des  trois  dimensions  précédentes  est  né* 
«  gatif ,  la  tendance  devient  répulsion.  » 

Nous  observerons  ici  que  cette  tendance  est  la  même  et  de 
même  signe  pour  les  deux  plans.  Car  les  deux  premiers  facteurs 
étant  q — q^  et  t(9~^90  P^"^  ^^  premier  plan,  leur  produit  est 
j  (9*— 9'i)-  Le  produit  analogue,  pour  le  second  plan,  est  ^(^''-^ 9 V); 
ainsi  la  largeur  des  deux  plans  étant  supposée  la  même,  les  deux 
prismes  fluides  dont  les  poids  égalent  leurs  tendances  Tun  vers 
Tautre  sont  égaux  si  q*  —  q\  est  égal  à  q*  —  q*;  or  cette  égalité 
résulte  de  Téquation  (r),  qui,  en  substituant  pour  sin.isT  et  sin.isT' 
leurs  valeurs  1 — a^*,  et  1 — a<yV>  devient 

«(9'-9*.)=«(7'-</'.*)- 

Ainsi,  quoique  les  deux  plans  n'agissent  Tun  sur  Fautre  que  par 
l'action  capillaire  d'un  fluide  intermédiaire,  cependant  cette  ac- 
tion réciproque  est  telle  que  l'action  est  égale  à  la  réaction. 

Lorsque  les  deux  plans  sont  très-rapprochés ,  z  est  très-peu  dif- 
férent de  q,  en  sorte  que  si  l'on  fait 

z  — 9=2', 

z'  sera  une  très-petite  quantité  dont  on  pourra  négliger  le  carré. 
On  aura  ainsi 


Z  =r~  sin.  ^  —  a  otqz 


et  par  conséquent 


dz  =  dz=: 

2aq 


TOMB   I?. 
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l'équation  (i)  deviendra  ainsi 

ZdZ 


dy 


2aq.\J\—Z' 


ce  qui  donne,  en  intégrant, 


y  =  constante 


2aq 


Pour  déterminer  la  constante,  on  observera  que  y  est  nul  avec  z\ 
et  qu*alors  Z=  sin-isy;  on  a  donc 


constante  =  — 


%0Lq 


De  plus,  il  étant  la  distance  mutuelle  des  plans,  on  a,  lorsque 
y=z2l,  z  égal  à  q,  et  par  conséquent  Z=sin.^';  donc 


7          COS.tV — COS. 
2£=  


2aq 

et  par  conséquent 

cos.«r  —  cos.fiT 


9 


àal 


La  hauteur  du  fluide  entre  les  plans  est  donc  en  raison  inverse 
de  leur  distance  mutuelle.  On  peut  conclure  de  cette  analyse  le 
théorème  suivant  : 

«  Lorsque  les  plans  sont  très-rapprochés ,  l'élévation  du  fluide 
«  entre  eux  est  en  raison  inverse  de  leur  distance  mutuelle ,  et  elle 
»  est  égale  à  la  demi-somme  des  élévations  qui  auraient  lieu  si 
«  Ton  supposait  d'abord  le  premier  plan  de  la  même  matière  que  le 
«  second,  et  ensuite  le  second  de  la  même  matière  que  le  premier: 
«on  doit  observer  de  supposer  l'élévation  négative  lorsqu'elle 
tf  se  change  en  abaissement.  »  Ce  théorème  est  un  corollaire  de 
celui  que  nous  avons  donné  précédemment  sur  Télévation  du 
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fluide  entre  deux  surfaces  prismatiques  de  matières  diflPérentes, 
et  dont  Tune  est  comprise  dans  Tautre. 

On  voit,  par  ce  théorème  et  par  celui  que  nous  avons  énoncé 
ci*dessus,  que  la  force  répulsive  des  plans  est  beaucoup  plus 
faible  que  la  force  attractive  qui  se  développe  lorsque  les  plans 
sont  très-rapprochés,  et  qui  doit  les  porter  Tun  vers  l'autre  d'un 
mouvement  accéléré.  Dans  ce  cas,  l'élévation  du  fluide  entre  les 
plans  est  très-grande  relativement  à  son  élévation  près  des  mêmes 
plans  à  leur  extérieur;  en  né^i géant  donc  le  carré  de  cette  der- 
nière élévation  par  rapport  au  carré  de  la  première,  le  prisme 
fluide  dont  le  poids  exprime  la  tendance  d'un  des  plans  vers 
l'autre,  en  vertu  du  premier  des  deux  théorèmes  précédents, 
sera  égal  au  produit  du  carré  de  l'élévation  du  fluide  intérieur, 
par  la  demi-largeur  des  plans  dans  le  sens  horizontal.  Cette 
élévation  étant,  par  le  second  de  ces  théorèmes,  réciproque 
à  la  distance  mutuelle  des  plans ,  le  prisme  sera  proportionnel  à 
leur  largeur  horizontale  divisée  par  le  carré  de  cette  distance  ;  la 
tendance  des  deux  plans  l'un  vers  l'autre  sera  donc  en  raison  in- 
verse du  carré  de  leur  distance ,  et  par  conséquent  elle  suivra  la 
loi  de  l'attraction  universelle,  loi  que  paraissent  suivre  toutes  les 
attractions  et  les  répulsions  qui  s'exercent  à  des  distances  sensibles , 
telles  que  l'électricité  et  le  magnétisme. 

Désirant  de  reconnaître  par  l'expérience  le  phénomène  singu- 
lier de  la  répulsion  des  plans,  qui  se  change  en  attraction  par 
leur  rapprochement,  j'ai  prié  M.  Haûy  de  faire  quelques  expé- 
riences sur  un  résultat  aussi  curieux  de  la  théorie  de  l'action 
capillaire.  Il  en  a  fait  plusieurs  en  employant  des  plans  d'ivoire 
qui,  comme  on  sait,  est  mouillé  par  l'eau,  et  des  plans  de  taie 
laminaire,  corps  dans  lequel  le  toucher  indique  une  sorte  d'onc- 
tuosité qui  l'empêche  de  se  mouiller.  Ces  expériences  ont  confirmé 
pleinement  le  résultat  de  la  théorie,  comme  on  le  voit  par  la  note 
suivante,  qu'il  m'a  communiquée. 


05. 
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«  On  a  suspendu  à  un  fil  très-délié  une  petite  feuille  carrée  de 
«  talc  laminaire ,  de  manière  qu  elle  fût  plongée  dans  Teau  par  le 
«  bas.  On  a  plongé  dans  la  même  eau,  et  à  la  distance  de  quelques 
«centimètres,  la  partie  inférieure  d*un  parallélipipède  d'ivoire, 
a  en  sorte  qu'une  de  ses  faces  fût  parallèle  à  la  feuille  de  talc,  en 
«la  maintenant  toujours  dans  une  situation  parallèle  à  cette 
«feuille,  et  en  arrêtant  le  parallélipipède  par  intervalles,  afin 
«  d'être  assuré  que  l'eflFet  du  mouvement  qu'il  pouvait  imprimer 
«  au  fluide  était  insensible  dans  l'expérience.  Alors  cette  feuille 
«s'est  éloignée  du  parallélipipède;  et  lorsqu'en  continuant  de 
«  faire  mouvoir  celui-ci,  toujours  avec  une  extrême  lenteur,  il  n  y 
«  a  plus  eu  qu'une  très-petite  distance  entre  les  deux  corps ,  la 
«  feuille  de  talc  s'est  approchée  tout  à  coup  du  parallélipipède  et 
«  s'est  mise  en  contact  avec  lui.  En  séparant  alors  les  deux  corps, 
«  on  a  trouvé  le  parallélipipède  d'ivoire  mouillé  jusqu'à  une  cer- 
«  taine  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  l'eau  ;  et  en  recommen- 
«  çant  l'expérience  avant  de  l'avoir  essuyé ,  l'attraction  a  commencé 
«plus  tôt,  et  quelquefois  elle  a  eu  lieu  dès  le  premier  instant 
«  sans  être  précédée  d'une  répulsion  sensible.  Ces  expériences  ré- 
«  pétées  plusieurs  fois  et  avec  soin  ont  toujours  donné  les  mêmes 
«  résultats.  » 

Lorsque  le  plan  d'ivoire  est  très-humecté,  l'eau  qui  recouvre 
sa  surface  forme  un  nouveau  plan  qui  attire  la  lame  de  talc,  et 
relativement  auquel  l'ange  0'  de  la  formule  (t)  est  le  plus  grand 
possible,  et  égal,  par  le  n"*  12  de  la  théorie  de  l'action  capillaire, 
au  quart  de  la  circonférence.  La  valeur  de  q  /  donnée  par  cette 
formule,  valeur  qui  exprime  la  distance  des  plans  où  l'attraction 
commence,  devient  donc  plus  grande  conformément  à  l'expé- 
rience. De  plus ,  il  peut  arriver  que  par  l'efiet  du  frottement  du 
fluide  contre  la  lame  de  talc,  lorsqu'il  redescend  après  s'être  élevé 
enti;e  les  plans  très-près  du  contact,  l'angle  0  devienne  nul  ou 
insensible,  de  même  que  l'on  observe  l'angle  semblable  relatif  au 


SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  DIXIÈME.  517 

mercure,  diminuer  dans  le  baromètre  lorsqu il  descend:  l'expres- 
sion de  2/  devient  alors  infinie,  et  l'attraction  nest  précédée 
d'aucune  répulsion  sensible. 

Sur  ]*adhésion  des  disques  à  la  surface  des  fluides. 

Lorsqu'on  applique  un  disque  sur  la  surface  d'un  fluide  stag- 
nant dans  un  vase  d'une  grande  étendue,  on  éprouve  pour  l'eu' 
détacher,  même  dans  le  vide,  une  résistance  d'autant  plus  con* 
sidérable  que  la  surface  du  disque  est  plus  grande.  Le  disque, 
en  s'élevant,  soulève  une  colonne  fluide  qui  le  suit  jusqu'à  une 
certaine  limite,  où  elle  s'en  sépare  pour  retomber  dans  le  vase. 
A  cette  limite,  la  colonne  pourrait  être  maintenue  en  équilibre, 
si  la  force  qui  soulève  le  disque  était  exactement  celle  qui  cout 
vient  à  cet  état  d'équilibre;  et  il  est  visible  que  cette  force  doit, 
pour  cela,  égaler  les  poids  du  disque  et  de  la  colonne  élevée. 
L'adhésion  du  disque  au  fluide  est  ainsi  un  phénomène  capil- 
laire. Mais  pour  l'établir  incontestablement,  je  vais  déterminer 
cette  force  par  l'analyse  ^  et  la  comparer  à  l'expérience. 

Considérons  une  section  de  la  surface  de  la  colonne,  par  un 
plan  vertical  passant  par  le  centre  du  disque  supposé  circulaire. 
Cette  section  sera  la  courbe  génératrice  de  la  surface  produite 
par  la  révolution  de  la  courbe  autour  de  la  verticale  passant  par 
le  centre  du  disque.  Soit  /  le  rayon  du  disque ,  et  /  -4- j  la  distance 
à  cette  verticale  d'un  point  quelconque  de  la  section  dont  z  est 
la  hauteur  au-dessus  du  niveau  du  fluide.  L'équilibre  de  la 
colonne  donnera,  par  la  théorie  de  l'action  capillaire  (n^  4),  en 

observant  qu'ici  ^  est  nul, 

iàz  dz 

dy*  1  dy 


(         dz\^ 


'+y'   I     rfJ 


dy 
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Pour  intégrer  cette  équation ,  nommons  tu  iangle  que  le  côté  de 
la  section  génératrice  forme  avec  la  ligne  horizontale  menée  de 
Textrémité  inférieure  de  ce  côté,  à  la  verticale  qui  passe  par  le 
centre  du  disque.  On  aura 

dz 

^  =  -Ung.©; 

l'équation  précédente  deviendra  ainsi , 

dvr  sin.tv  ,    . 

—  —.COS.^—  j;^  =^2(iz;  {s) 

en  la  multipliant  par  dz  ou  par  — dy.  tang.tsr,  et  en  l'intégrant, 
on  aura 

/dz.sin.'cr  ^     ^ 

— I =  constante  —  az\ 
l+y 

Supposons  que  l'intégrale  commence  avec  z,  et  observons  que  z 
étant  nul,  le  côté  de  la  section  coïncide  avec  la  surface  de  niveau, 
ce  qui  rend  «  nul,  et  par  conséquent  cos.tar=i  :  nous  aurons 
constante  =  i  ;  donc 

az«=i_cos.«-J  -^-py-  .  [t) 

Lorsque  le  disque  est  fort  large,  /  est  une  quantité  considérable 
par  rapport  à  —  ;  on  aura  ainsi  une  première  valeur  approchée 

de    z   en   négligeant,   dans   l'équation    précédente,    l'intégrale 

/(^z.sin.isr  .    ^ 

l^y    ;  ce  qui  donne 

v/a     .     , 

v/. 
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On  pourra  donc  substituer  cette  valeur  de  z  dans  l'intégrale 

1 ,  qui  devient  par  la 


-f- 


sfl-f 


dur.  sin.  7«r,  cos*.  7«r 


Cette* intégrale  prise  depuis  ^=o  est  égale  à 


— cos*.Y«^) 


3-('+/) 


.^.|._e<„...«,_*^î./&I^ 


L'élément  de  cette  dernière  intégrale  nest  jamais  infini,  car 
quoique  ^  devienne  infini  lorsque  ts  est  nul ,  puisqu  il  est  égal  à 

(fz.cos.iir  .  1  cos.iir  j     ^  «i       . 

—  -j — '. ,  ou  à —z.  -  -' — i— >  cependant,  comme  il  est 

atv.  sm.tir  av/âa     ^^'^•t*' 

multiplié  dans  Tintégrale  précédente  par  d^.  (i — cos'.y©),  le 
coefficient  de  d^  dans  ce  produit  n  est  jamais  infini.  En  négli- 
geant les  termes  divisés  par  {l-^y)*  relativement  aux  termes 
divisé  par  l-hy,  on  aura 


/ 


(fjg.sin.ty 2y/^.(i— cos'.jtar) 

^-^y     ~  3.(/+y).\/^ 


Lmtégrale  doit  être  prise  depuis  'cy  =  o  jusqu'à  ^z=:Tt  —  taf', 
"Ct'  étant  l'angle  que  le  côté  extrême  de  la  section  génératrice 
forme  avec  la  ligne  menée  sur  la  surface  inférieure  du  disque 
jusqu'au  centre  de  cette  surface.  En  nommant  donc  z  la  valeur 
extrême  de  z,  ou  la  hauteur  eatière  de  la  colonne  soulevée  par 
le  disque,  l'équation  [t]  donnera 

u                       f       a.v/î-h  — sm\viir'j 
az*=n-cos.isr ^ — ! zr— ^ — '; 

3/.\/« 


520  MÉCANIQUE  CELESTE. 

d*où  Ton  tire,  à  fort  peu  près, 


t/^.cos.|«' 


3 /.a.  COS.  Y  W 


Pour  avoir  le  volume  entier  de  la  colonne  soulevée,  il  faut  d'abord 
multiplier  cette  valeur  de  z  par  la  surface  inférieure  du  disque 
ou  par  ir.Z';  ajouter  ensuite  à  ce  produit  le  fluide  qui  envi- 
ronne le  cylindre  fluide  dont  la  base  supérieure  est  la  surface 
inférieure  du  disque.  Ce  dernier  volume  est  égal  à  l'intégrale 
—  a  '^•/{l^y)'  ^dy,  prise  depuis  «=  o  jusqu'à «r=  ir — tsr';  on 
aura  ainsi,  pour  l'expression  du  volume  entier  de  la  colonne 
soulevée, 

On  peut  déterminer  rigoureusement  cette  dernière  intégrale  de 
la  manière  suivante. 

L'équation  [s)  multipliée  par  {l-^y)dy  donne,  en  l'intégrant. 


—  2  a./{  /  -+- j  ).zdy=[l  -4- j) .  sin.isT  -h  constante. 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  observerons  que  l'intégrale 
doit  être  prise  depuis  «=0  jusqu'à  «  =ir— «/,  et  que  (/-fy).  sin-« 
est  nul  avec  «.  En  effet,  /-f-7  devient  infini  lorsque  tar  est  nul; 
en  réduisant  donc  son  expression  dans  une  série  ascendante  par 
rapport  à  ^,  le  premier  terme  de  cette  série  sera  de  la  forme 
il.ian*';  de  plus,  z  étant  nul  avec  fsf,  si  l'on  réduit  pareillement 
son  expression ,  dans  une  série  ascendante  en  tar,  le  premier  terme 
sera  de  la  forme  A',  isf",  r  et  r  étant  positifs.  L'équation 

^- 

_  =  _tang.tBr 
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donnera  donc,  en  n  ayant  égard  qu  à  ces  premiers  termes,  et  ob- 
servant que  tang.  ^  devient  ^  dans  le  cas  de  isr  très-petit, 


rA. 


^; 


d'où  Ton  tire,  en  comparant  les  exposants  de  ^, 


1  —  r=r; 


(  ^~^y)'  sin-'Of  deviendra  donc  A.  ^^,  en  substituant  A^^"^  pour  j*, 
et  «  pour  sin.'cr;  (^-+-7).  sin.  tsT  est  donc  nul  avec  «,  et  par  con- 
séquent la  constante  de  l'intégrale  précédente  est  nulle.  On  aura 
donc,  en  observant  qu'à  la  fin  de  l'intégrale  «  devient  ir — ^\ 
et  que  y  est  nul , 


2 


•/( 


Le  volume  entier  de  la  colonne  soulevée  sera,  par  conséquent, 
— — — î 5 î— /-h  —  6.sm.-5-«-h5.sm*.-|-'Œf  . 

4/^  3a.C0S.7«r    *  '  '        ' 

On  aura  la  valeur  de  -  au  moyen  de  l'équation  suivante,  donnée 
par  le  n""  5  de  ma  théorie, 

q= 1 — .{1 —  7 : — /.(i  —  sm.«)*.  (l-h2.sm.«)}, 

'  ah        (  oç.cos^.-er    ^  '    ^  ') 

h  étant  ici  le  diamètre  intérieur  du  tube ,  et  (j  étant  la  hauteur 
à  laquelle  le  point  le  plus  bas  du  fluide  intérieur  s'élève  au-des- 
sus du  niveau  :  dans  le  cas  où  le  fluide  s'abaisse  au-dessous  du 
niveau,  q  devient  négatif,  et  exprime  la  dépression  du  point  le  plus 
élevé  du  fluide  intérieur.  Cette  équation  donne,  à  fort  peu  près, 

-  = ?-19-+-  -ô ; — T.  (1 — sm.tsy  l'.fiH-a.sm.^)}. 

a  a.COS.«    ('  O.C08*.«     ^  '     ^  ') 

TOME   IT.  Oô 
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Ainsi ,  pour  .avodr  des  élévatioos  réciproques  aux  diamètres  inté- 
rieurs des  tubes,  il  faut  ajouter  aux  élévatnHis  observées  (j,  ie 
sixième  du  diamètre  multiplié  par  le  facteur 

(  I  —  sin.  «r')V  (  i  +  2 .  sin .  «r')  ^ 
cos*.«r 

facteur  qui  se  réduit  à  Tunité  lorsque  Fangle  tar'  est  nul.  Cette 
correction  est  nécessaire  dans  des  expériences  faites  avec  une 
grande  précision ,  comme  celles  que  nous  allons  rapporter.  M.  Gay- 
Lussac  a  bien  voulu  les  entreprendre  à  ma  prière  ;  il  a  imaginé, 
pour  mesurer  les  ascensions  et  les  dépressions  des  fluides  dans 
les  tubes  capillaires  transparents,  un  moyen  qui  donne  à  ses  ex- 
périences la  précision  des  observations  astronomiques  ;  en  sorte 
que  Ton  peut  en  adopter  les  résultats  avec  confiance.  Les  tubes 
ont  été  choisis  bien  calibrés,  et  leurs  diamètres  intérieurs  ont  été 
mesurés  au  moy^n  d«i  poids  d*une  colonne  de  mercure  qui  les 
remplissait;  ce  qui  est  le  moyen  le  plus  exact  de  déterminer  ces 
diamètres. 

Les  physiciens  ne  sont  pas  d'accord  sur  l'élévation  de  Teau 
dans  les  tubes  capillaires  de  verre  d'un  diamètre  donné  ;  leurs 
résultats  à  cet  égard  diffèrent  au  moins  du  simple  au  double.  Ces 
différences  tiennent  principalement  au  plus  ou  moins  d'humidité 
des  parois  des  tubes  :  quand  ils  sont  très-humectés ,  comme  ils  l'ont 
toujours  été  tlans  les  expériences  suivantes,  l'eau  s'élève  toujours, 
à  fort  peu  près,  à  la  même  hauteur  dans  un  même  tube.  M.  Gay- 
Lussac  a  observé,  dans  un  tube  de  verre  blanc,  dont  le  diamètre 
intérieur  était  de  i"'"  ,29441,  l'élévation  du  point  le  plus  bas  de 
la  surface  intérieure  de  l'eau ,  au-dessus  du  niveau  de  ce  liquide 
dans  un  vase  très-large  dans  lequel  le  tube  plongeait  par  son  ex- 
trémité inférieure.  Il  l'a  trouvée,  par  plusieurs  expériences  qui 
s'accordaient  entre  elles,  égale  à  2  3"""  ,1 634,  la  température  étant 
de  8*^,5  environ ,  du  thermomètre  centigrade.  Ici  l'angle  «'  est  ?îu1. 
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Veau  inouvliant  parfaitement  les  parois  du  tube.  En  au^entant 
cette  élévation  du  sixième  du  diamètre  du  tube,  on  aura  2  3"'"*, 3  79 1 . 
Cette  quantité,  multipliée  par  le  diamètre  du  tube,  donnera,  par 

ce  qui  précède,  la  valeur  de  -,  et  Ton  trouvera 

a 

Dans  un  second  tube  de  verre  dont  le  diamètre  intérieur  était  de 
i°*'"-,9o38i,  M.  Gay-Lussac  a  observé,  à  la  même  température, 
l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  intérieure  au-dessus 
du  niveau,  de  i5"''*'',586i;  ce  qui  donne  i5™'"-,9o34,  en  y  ajou- 
tant le  sixième  du  diamètre  du  tube.  L'élévation  du  premier  tube 
corrigée  donne,  pour  l'élévation  corrigée  du  second  tube,  1 5"""  ,896; 
ce  qui  diffère  très-peu  de  l'élévation  qui  résulte  de  l'observation , 
et  ce  qui  prouve  i"*  que  les  élévations  corrigées  sont  à  très-peu 
près  réciproques  aux  diamètres  des  tubes  ;  2*"  que  dans  les  expé- 
riences  très-précises,  la  correction  faite  par  l'addition  du  sixième 
du  diamètre  des  tubes  est  indispensable. 

On  pourrait  encore  déterminer  la  valeur  -  au  moyen  de  l'élé- 
vation du  point  le  plus  bas  de  la  surface  de  l'eau  qui  s'élève  entre 
deux  lames  de  verre  verticales  et  parallèles,  très-rapprochées 
l'une  de  l'autre,  et  plongeant  par  leurs  extrémités  inférieures  dans 
un  vase  plein  de  ce  liquide.  M.  Gay-*Lussac  a  trouvé,  par  le  ré- 
sultat moyen  de  cinq  expérienees  peu  différentes  entre  elles, 
cette  élévation  égale  à  i^^'^^.bj^y  la  distance  mutcielle  des  lames 
étant  de  i"^"^'  ,069.  Cette  distance  était  exactement  égak  au  dia- 
mètre d'un  fil  de  fer  passé  à  la  filière;  et,  pour  mesurer  ce  dia- 
mètre, on  a  placé  les  unes  à  côté  des  autres  plusieurs  portions 
du  même  fil  qui,  par  la  somme  de  leurs  diamètres,  formaient 
une  largeur  considérable,  que  l'on  a  mesurée  avec  soin,  et  que 
l'on  a  ensuite  divisée  par  le  nombre  de  ces  diamètres.  Les  kmes , 

66. 
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parfaitement  planes ,  avaient  été  très-humectées  :  la  température 
était  de  1 6""  pendant  les  expériences.  Si  Ton  ajoute  à  Télévation 

observée  le  produit  de  la  demi-distance  des  lames  par  i —  t»  '^ 

étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité,  et  si  Ton 
multiplie  la  somme  par  la  distance  i"^'*,o69,  on  aura,  par  le  n**  8 

de  ma  théorie  de  Taction  capillaire,  la  valeur  de  -.On  trouve  ainsi 

a 

Ce  résultat  doit  être  un  peu  augmenté  pour  le  réduire  à  la  tem- 
pérature de  8^5;  car  on  a  vu  précédemment  que  Télévation  croît 
avec  la  densité  du  liquide.  Il  diffère  peu  du  résultat  i5"^,i3, 
que  donne  l'élévation  de  feau  dans  un  tube  de  verre;  ce  qui 
fournit  une  confirmation  nouvelle  de  la  théorie  suivant  laquelle 
l'élévation  entre  des  plans  parallèles  doit  être  environ  la  moitié 
de  l'élévation  dans  les  tubes  capillaires  d'un  diamètre  égal  à  la 
distance  des  plans.  Nous  adopterons  ici,  de  préférence,  la  valeur 

de  -  conclue  des  expériences  sur  le  tube  le  plus  étroit,  et  nous 

supposerons  ainsi,  à  la  température  de  8**, 5, 

i=3o"^•'»^^362l. 

a 

Cela  posé  :  la  formule  précédente,  qui  détermine  le  volume  du  li- 
quide élevé,  donne,  en  ayant  égard  à  ses  deux  termes,  et  en  pre- 
nant pour  unité  le  centimètre  cube,  le  volume  du  liquide  élevé 
par  un  disque  de  verre  blanc  circulaire,  et  dont  le  diamètre  est 
de  ii8°^-,366,égalà 

60,5327  —  0,9378. 

Le  poids  du  centimètre  cube  d'eau  à  son  maximum  de  densité  est 
le  gramme*  Mais  les  expériences  précédentes  ayant  été  faites  à  la 
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température  d'environ  8  degrés  -^ ,  le  centimètre  cube  d'eau  pèse 
un  peu  moins  que  le  gramme.  En  ayant  égard  à  cette  correction, 
on  trouve  le  poids  de  la  colonne  d'eau  soulevée,  au  moment  où 
elle  est  prête  à  se  détacher,  égal  à  5 9^""*, 687 3.  M.  Gay-Lussac 
a  trouvé,  par  plusieurs  expériences  qui  diffèrent  très-peu  entre 
elles,  ce  poids  égal  à  59^'"°',4o;  ce  qui  s'accorde  aussi  bien  qu'on 
peut  le  désirer  avec  le  résultat  de  l'analyse. 

De  l'alcool,  dont  la  pesanteur  spécifique  à  8  degrés  de  tempé- 
rature, comparée  à  celle  de  l'eau  à  la  même  température,  était 
0,81961,  s'est  élevé,  dans  le  premier  des  deux  tubes  précédents, 
à  la  hauteur  de  9"^,  182 35,  la  température  étant  toujours  de 
8  degrés.  L'alcool  mouillant  parfaitement  le  verre,  il  faut  ajouter  à 
cette  hauteur  le  sixième  du  diamètre  du  tube  ;  elle  devient  alors 
égale  à  9"""',398o8.  Ce  nombre,  multiplié  par  le  diamètre  du  tube, 

donnera  la  valeur  de  -  relative  à  cet  alcool,  et  l'on  aura 

a 

i  =  i2"^^""^\i649. 

et 

Au  moyen  de  cette  valeur,  on  aura  l'élévation  de  l'alcool  dans  le 
second  tube,  corrigée  par  l'addition  du  sixième  du  diamètre,  du 

tube ,  en  divisant  -  par  le  diamètre  de  ce  tube  ;  ce  qui  donne 

6°^,38976  pour  cette  élévation,  que  M.  Gay-Lussac  a  trouvée, 
par  l'expérience,  égale  à  6"^*-,4oi2  7.  Le  peu  de  différence  de  ces 
deux  valeurs  prouve  que  les  élévations  corrigées  de  l'alcool  dans 
divers  tubes  capillaires  très-étroits  sont  réciproques  aux  diamètres 

de  ces  tubes.  En  employant  la  valeur  précédente  de  -,  on  trouve 

le  volume  d'alcool ,  élevé  par  le  disque  de  verre  de  la  première 
expérience,  égal  à 

38,3792—0,3770, 
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le  centimètre  cube  étanit  pris  pour  unité.  Cette  valeur^  multipUée 
par  la  pesanteur  spécifique  0,8 1 96 1  de  cet  alcool,  donne  le  poids 
de  ce  volume  d'alcool  égal  à  celui  de  81,1^69  centimètres  cubes 
d*eau  à  la  température  de  8  degrés  ;  et  ce  dernier  poîdâ  est  égal 
à  3i^'''™',i485.  Tel  est  donc  le  poids  nécessaire  pour  détacher 
de  Talcool  le  disque  de  verre  précédent,  la  température  étant  de 
8  degrés.  M.  Gay-Lussac  a  trouvé,  par  Texpérienee,  ce  poids  égal 
à  3i8^"°'\o8  à  la  même  température;  ce  qui  diffère  très-peu  du 
résultat  de  Tanalyse. 

De  Uakool,  dont  la  pesanteur  spécifique  à  10  degrés  de  tem- 
pérature, et  comparée  à  celle  de  Teau  à  la  même  tea^pérature , 
était  0,8695,  s'est  élevé,  dans  le  premier  tube,  à  g"***, 80079; 
ce  qui  donne  9"'**-,5i649  pour  son  élévation  corrigée-  D'où  Ton 

conclut  la  valeur  de  -relative  à  cet  akool,  égale  à  1  a^^'^^^^^S  1 905. 

Cette  valeur  de  -  donne  le  poids  nécessaire  pour  détacher  le 

disque  précédent  de  la  surface  de  cet  alcool,  égal  à  32^"-,86o, 
et  l'expérience  a  donné  à  M.  Gay-Lussac  32^^"™',87;  ce  qui  s'ac- 
corde exactement  avec  le  calcul. 

Enfin,  de  l'alcool  dont  la  densité  était  0,941 53  à  8  degrés  de 
température,  s'est  élevé,  dans  le  tube  précédent,  à  9"*'^*'9972  7; 

ce  qui  donne  -  =i3°"^**'^*',a  198,  et  par  conséquent  l'adhésion  du 

disque  précédent  égale  à  37^™"", 2 83.  ML  Gay-Lussac  a  trouvé, 
par  l'expérience,  à  la  même  température,  cette  adhésion  égale  à 
37ï^'^,i5a. 

De  l'huile  de  térébenthine,  dont  la  pesanteur  spécifique  à  8  de- 
grés de  température,  et  comparée  à  l'eau  à  la  même  tempéra- 
ture, était  0,869458,  s'est  élevée,  dans  le  premier  tube,  à 
9'^'y95i59;  ce  qui  donne  10°^*,  16729  pour  son  élévation  cor- 

rigée,  et  -  égal  à  13"""'  °*^^',  1606.  De  là  on  conclut  l'adhésion  du 

disque  précédent  à  la  surface  de  ce  liquide,  égale  à  34^'''™\35o. 
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M.  Gay-LuBsac  a  trouvé,  à  ia  même  température  de  8  degrés, 
celte  adhésion  ^gale  à  S^^^sioii;  ce  qui  diffère  très-peu  du 
résultat  précédent. 

M.  Gay-Lussac  a  fait  plusieurs  expériences  sur  Fadhésion  du 
disque  précédent  au  mercure.  Mais  pour  les  comparer  à  la  théorie, 
il  fant  connaître:  i° l'élévation  du  mercure  dans  un  tube  de  verre 
d'un  diamètre  donné;  2®  l'ang'le  que  la  surface  du  mercure  forme 
avec  le  verre,  au  point  de  contact.  L^une  et  l'autre  de  ces  données 
est  très-diflBcile  à  déterminer  par  l'expérience,  à  cause  du  frotte- 
ment du  mercure  contre  la  surface  du  verre,  frottement  qui  met 
obstacle  à  l'élévation  ou  à  la  dépression  de  ce  liquide  dans  les 
tubes  capiliaires,  et  qui  peut  changer  considérablement  l'angle 
d'inclinaison  de  sa  surface  à  celle  du  verre.  La  comparaison  de 
plusieurs  phénomènes  capillaires  observés,  avec  la  théorie,  m'a 

donné,  par  un  résultat  moyen,  la  valeur  de  -  relative  au  mer- 
cure, à  la  température  de  10  degrés,  égale  i  13°"». «ni.,  et  l'angle 
aigu  formé  par  les  parois  du  verre  et  par  un  plan  tangent  à  la 
surface  du  mercure,  à  l'extrémité  de  la  sphère  d'activité  sensible 
de  ces  parois,  égal  à  48**.  Je  ferai  donc  usage  de  ces  données,  que 
des  expériences  plus  nombreuses  peuvent  rectifier  encore.  Elles 
donnent  «'=1 52^  et  ^^«7=  76**.  On  trouve  ainsi,  par  la  formule 
précédente,  que  le  poids  de  la  colonne  de  mercure  soulevée  par 
le  disque  de  verre  précédent  est  de  2  07^°*-,o.  M.  Gay-Lussac  a 
trouvé  de  très-grandes  différences  entre  les  résultats  de  ses  expé- 
riences sur  cet  objet.  Dans  ses  expériences  sur  l'adhésion  d'un 
disque  de  verre  à  la  surface  des  liquides^  il  suspendait  le  disque 
au  fléau  d'une  balance  très-«xacte,  qui  l'enlevait  verticalement  au 
moyen  de  poids  très-petits  ajoutés  successivement  et  avec  lenteur 
dans  le  plateau  de  l'autre  fléau  de  la  balance.  La  somme  de  ces 
petits  poids,  au  moment  où  le  disque  se  détachait  du  liquide, 
indiquait  le  poids  de  la  colonne  entière  soulevée.  En  opérant 
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ainsi  sur  le  mercure,  il  a  observé  que  cette  somme  était  plus  ou 
moins  grande  suivant  la  lenteur  avec  laquelle  il  ajoutait  ces  poids 
successifs;  et  en  les  ajoutant  à  de  très-grands  intervalles,  il  est 
parvenu  à  élever  leur  somme  de  i58^°*-  à  396^™"-.  Elle  dépend, 
comme  on  le  voit  par  la  formule  précédente,  de  Tangle  aigu 
que  la  surface  du  mercure  forme  avec  celle  du  verre,  et  elle 
est  à  fort  peu  près  proportionnelle  au  sinus  de  la  moitié  de  cet 
angle;  or  on  sait,  par  l'expérience  journalière  du  baromètre,  que 
cet  angle  peut  augmenter  considérablement  lorsque  le  mercure 
descend  avec  une  grande  lenteur;  le  frottement  du  liquide  contre 
les  parois  du  tube  empêchant  la  descente  des  parties  de  ce  liquide 
contiguës  à  ces  parois.  Le  frottement  empêche  également  la  co- 
lonne de  mercure  de  se  détacher  du  disque.  Lorqu  elle  s*en  dé- 
tache, elle  commence  à  quitter  le  bord  du  disque,  ensuite  elle 
se  rétrécit  de  plus  en  plus,  près  du  disque,  jusqu'à  ce  quelle  le 
quitte.  Le  frottement  du  mercure  contre  la  surface  inférieure  du 
disque  doit  donc  empêcher  cet  eOel,  et  diminuer,  comme  dans 
la  descente  du  baromètre,  l'angle  aigu  du  contact  de  la  surface 
du  disque  avec  celle  du  mercure  ;  et  si  toutes  les  molécules  de  la 
colonne  liquide  ont  le  temps  nécessaire  pour  s'accommoder  au 
nouvel  état  d'équilibre  qui  en  résulte,  on  conçoit  que  l'on  peut 
accroître  considérablement  le  poids  entier  nécessaire  pour  déta- 
cher le  disque  de  la  surface  du  mercure.  Ce  poids  s'élèverait  à 
près  de  4oo  grammes,  si  l'angle  de  contact  était  droit. 

Les  disques  des  diverses  substances  qui  sont  parfaitement 
mouillées  par  un  liquide  doivent  opposer  la  même  résistance  à 
leur  séparation  de  ce  liquide,  si  leurs  diamètres  sont  égaux;  car 
alors  cette  résistance  est  produite  par  l'adhésion  du  liquide  avec 
lui-même ,  c'est-à-dire  avec  la  couche  du  liquide  qui  tapisse  la 
surface  inférieure  du  disque.  Pour  vérifier  ce  résultat,  M.  Gay- 
Lussac  a  mis  en  contact  avec  l'eau  un  disque  de  cuivre,  dont  le 
diamètre  était  de  ii6°^-,6o4;  et  il  a  trouvé,  à  la  température 


SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  DIXIÈME.  529 

de  i8%5,  le  poids  nécessaire  pour  l'en  détacher  égal  à  578™"',945. 

Si  Ton  suppose  que,  relativement  au  cuivre,  la  valeur  -  est  la 

même  que  relativement  au  verre,  c  est-à-dire  égale  à  3o"'*"°*^-,262 1, 
on  trouve,  par  la  formule  précédente,  le  poids  de  Teau  soulevée 
par  le  disque  égal  à  ôy^'^^^^yôy  ;  ce  qui  diffère  extrêmement 
peu  du  résultat  de  Texpérience. 

Les  expériences  sur  fadhésion  des  disques  de  diverses  subs- 
tances à  la  surface  d'un  même  liquide,  peuvent  déterminer  les 
rapports  de  leurs  forces  attractives  sur  ce  liquide.  En  effet,  si  l'on 
emploie  des  disques  circulaires  d'un  diamètre  très-large,  cette 
adhésion  sera,  à  très-peu  près,  par  ce  qui  précède,  égale  à 

w/*.  y/a.  COS.  7  «r'.D' 

D  étant  la  densité  du  liquide.  En  nommant  donc  p  le  poids  né- 
cessaire pour  séparer  le  disque  de  la  surface  du  liquide ,  la  quan- 
tité précédente  sera  égale  à  />.  Les  quantités  D' et  a  étant  unique- 
ment relatives  au  liquide,  les  valeurs  de  qos.\'js  relatives  aux 
disques  d'un  même  diamètre  et  de  diverses  substances  sont  pro- 
portionnelles au  poids  p;  cos'.y^'  est  donc  proportionnel  à  f\ 
mais  on  a,  par  ce  qui  précède,  p  =:p'.  cos'-y'©';  ainsi  p  étant 
relatif  au  liquide,  les  valeurs  de  p  correspondantes  aux  divers 
disques  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  poids  correspondants 
p.  Ces  valeurs  sont,  comme  on  l'a  vu,  relatives  à  des  volumes 
égaux  :  il  faut  les  diviser  par  les  densités  respectives  des  subs- 
tances pour  avoir  les  valeurs  relatives  à  des  masses  égales.  Elles 
seraient  proportionnelles  aux  forces  attractives  si  la  loi  d'attrac- 
tion était  la  même  pour  les  diverses  substances.  Dans  ce  cas,  les 
attractions  respectives  de  ces  substances  sur  le  liquide  sont,  à 
égalité  de  volume,  comme  les  carrés  des  poids  nécessaires  pour 
détacher  les  disques  de  sa  surface. 
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Lorsqu'un  liquide  mouille  parfaitement  les  disques,  les  expé- 
riences sur  leur  adhésion  à  sa  surface  n'indiquent,  comme  on 
vient  de  le  voir,  que  l'attraction  du  liquide  sur  lui-même.  Mais 
quand  il  ne  mouille  pas  parfaitement  les  disques,  son  frottement 
contre  leur  surface  inférieure  produit  de  grandes  variétés  dans 
les  résultats  des  expériences  d'adhésion,  ainsi  qu'on  l'a  vu  rela- 
tivement aux  disques  de  verre  appliqués  à  la  surface  du  mercure. 
11  devient  alors  difficile  de  distinguer  le  résultat  qui  aurait  lieu 
sans  cette  cause  d'anomalie,  et  par  conséquent  d'avoir  l'attrac- 
tion du  disque  sur  ce  liquide. 

On  a  vu  précédemment  que  l'angle  de  contact  du  mercure  avec 
le  verre  dans  l'eau  était  nul,  en  sorte  que  la  surface  de  mercure, 
recouverte  d'eau  dans  un  tube  capillaire  de  verre,  forme  une 
demi-sphère  convexe.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  applique  un  disque 
de  verre  à  la  surface  du  mercure ,  et  qu'ensuite  on  recouvre  d'une 
couche  d'eau,  le  disque  et  le  mercure  du  vase,  on  aura  'sr'  =  ir; 
ce  qui  rend  nulle  l'expression  précédente  de  la  colonne  de  m»-- 
ciire  élevée  par  le  disque,  qui  ne  doit  par  conséquent  opposer 
aucune  résistance  à  sa  séparation  du  mercure.  C'est,  en  effet,  ce 
que  M.  Gay-Lussac  a  reconnu  par  l'expérience. 

[)•'  la  figure  d'une  lai^e  goutte  de  mercure,  et  de  la  dépression  de  ce  fluide 
dans  un  tuhei  de  verre  d'un  grand  diamètre. 

imaginons,  sur  on  {^n  de  verre  horizontal,  une  goutte  de 
mercure,  large  et  circulaire.  La  section  de  sa  surface,  par  un 
plan  vertical  mené  par  son  centre,  aéra  très-peu  ccmrbe  à  son 
summet.  En  s'éloignant  de  ce  point,  sa  oouriiure  augmentera  de 
plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que  sa  tangente  soit  verticale.  A  ce  point, 
la  courbure  et  la  largeur  de  la  section  seront  à  leur  maximum. 
Au-dessous  de  ce  point,  elle  se  rapprochera  de  son  axe,  et  coïn- 
cidera enfin  avec  le  plan  àe  verre,  en  fomaant  avec  lui  un  im^e 
aigu.  Déterminons  l'équation  de  cette  courbe. 
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Nommons  b  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  au  sommet;  z 
l'ordonnée  verticale  d'un  de  ses  points,  l'origine  des  z  étant  à  ce 
sommet;  nommons  encore  a,  l'ordonnée  horizontale,  ou  la  dis- 
tance de  ce  point  à  l'axe  des  z,  passant  par  le  sommet;  on  aura, 
par  le  n^  k  de  ma  théorie  sur  l'action  capillaire, 


ddz 
rfw 


('+ë)'     (■+S)" 


('■) 


Lorsque  la  goutte  est  fort  large,  on  peut,  dans  une  grande  éten- 
due de  sa  surface,  négliger  les  troisièmes  puissances  de  V-,  et 
alors  l'équation  précédente  se  réduit  à 

ddz         dz  l«  ,  , 

Cette  équation  différentielle,  quoique  beaucoup  plus  simple  que 
l'équation  (r),  ne  paraît  pas  cependant  intégrable  par  les  mé- 
thodes connues  ;  mais  je  trouve  que  Von  y  satisfait  en  faisant 

l'intégrale  étant  prise  depuis  <p  nul,  jusqu'à  (p  égal  à  la  demi- 
circonférence  ir.  En  effet,  on  a  alors 

ddz  1      /•  7-,  . -,     bv/ï**»»-* 

-j—:  =^ —i~-fd<p.  i(t.  cos*.0.c  ; 

da*  abv  •'     ~  ~ 

le  premier  membre  de  l'équation  (5)  devient  ainsi 

—r-.fd<p.\i au, cos'.ip H-\/ aa. cos.^  —  a »b  j. c"    "  "" 


r 


t 
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et  en  intégrant,  il  devient 


1  / .         ^  BV/2a.  COS.  Ç 

r~,y  2a.  sin.(p.  c  -f-  constante. 


aon 


L*intégrale  devant  être  prise  depuis  (p  =  o,  la  constante  est  nulle. 
De  plus,  l'intégrale  devant  s'étendre  depuis  (p  =  o  jusquà  (^=t^, 
elle  est  encore  nulle  à  cette  seconde  limite;  ainsi  Téquation  [s) 
est  satisfaite.  La  valeur  précédente  de  z  nest  pas  Tintégrale  com- 
plète de  cette  équation;  mais  elle  suffiit  dans  le  cas  présent,  où  z 

dz  1 

et  -T-  sont  nuis  avec  u. 
au 

Cos.(p  est  égal  à  i  —  a.sin'.j^;  ce  qui  change  Texpressiôn 
de  z  en  celle-ci. 


ablT'f^^''  ab- 

Lorsque  2  a \/ 2 a  est  un  nombre  considérable,  ce  qui  a  lieu  vers 

les  bords  d'une  large  goutte,  la  valeur  de  c    '"    >«•««»•.    (j^yj^j^t 
très-petite  et  insensible,  dans  le  cas  où  (^  a  une  valeur  sensible; 

en  mettant  donc  alors  l'intégrale /(/(p.  c    '"    ««^ .    ^^^  ^^^^ 
forme 

/c/(p.cos.|(p.{i-f-|-sm\|(p}.c 

-f-2/c/(p.sm*.|^.ii-h2COS\|(pj.c  "  ; 

on  pourra  négliger,  sans  erreur  sensible,  ce  dernier  terme.  Ainsi 
en  faisant 

2  tt.  y/2a.  sin\  j-  (p  =  f , 
on  aura 


Bvaa 


c  '  r    .    -H  r     j       I 

.  la.A.c      jiH 31 


6' 
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L*intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t*=o,  jusquà 

V=z2u.^2œ;  mais  c  '"  "  étant,  par  la  supposition ,  une  quan- 
tité insensible,  on  peut  prendre  cette  intégrale  depuis  t==o 
jusquà  Tinfini,  et  alors  on  a 

— f*        / — 

2fdt.C       z=zy%; 

partant 

C  \  II 

^= -   IH — . T. 

Reprenons  maintenant  Téquation  différentielle  (r),  et  faisons 
z=2(i  —  z\q  étant  la  valeur  entière  de  z;  Téquation  (r)  deviendra 

dd£  

da^  u*  du  ,  2 

2a(j  —  2œz= — TT. 


1 
a 

dz' 
du 

^. 

dz'"] 

l 

Nommons,  comme  précédemment,  tar  Tan^e  que  la  tangente  à 
la  courbe  forme  avec  le  rayon  a;  on  aura 

dz' 
^=-tang.'©; 

* 

Téquation  précédente  devient  ainsi 

dvr  1     •  2  , 

-j-.cos.'ŒfH — .sm«=2aa-l-T  — 2az  ; 
au  u  '       0 

en  multipliant  les  termes  de  cette  équation  par  — du  tàu^.^  ou 
par  dz,  on  aura 

—  diar.  sin.  tar  H .  sin.  tar  =  a  aq.  dz-h  r •  d^' —  2az'dz; 

u  '  0 
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et  en  intégrant 

COS. « -K  I 1=  (  2  a^  ~f-  ^  I.  z  —  a^r  -^  constante. 

Pour  déterminer  la  constante,  nommons  nsl  ce  que  devient  tar, 
lorsque  z  est  nul;  ^  sera  Tangle  obtus  formé  par  la  surface  de  la 
goutte  avec  le  plan.  En  faisant  commencer  Tintégrale  de  Téquation 
précédente  avec  2 ,  on  aura  constante  =  cos.  «'.  Nous  négligerons 

d'abord  cette  intégrale,  et  le  terme  ^.z';  nous  aurons  ainsi 

cos.«=2a9z' — az'*-4-cos,t!T'. 

Nous  pouvons ,  dans  une  première  approximation,. supposer  2  =  9, 
lorsque  la  tangente  est  horizontale,  ou  lorsque  co&ist=i;  nous 
aurons  ainsi 

1 — C0S.1!T'=a9*, 


ou 


partant 


ce  qui  donne 


7  =  W^.sin.|ti/; 

;'=y^i.sin.i 


«  =  2; 


c/z= — yi /-.c/'O. COS. ytsy; 


mtégrale  | devient  amsi 


/  2     rdvr.  sin.  7  «r.  ces* .  7  «r 


L*intégrale  précédente  est  insensible,  lorsque  l'angle  ts  est  très-pe- 

If    • 

tit;  car  quoique  alors  le  dénominateur  de  la  diflFérentielle  — '■ — - 
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puisse  être  très-petit  et  même  nul,  cependant  la  di£PérentieIle 
elle-même  est  très-petite  et  beaucoup  moindre  que  dans  le  cas 
où  Tangle  tsT  n'est  pas  très-petit,  comme  il  est  facile  de  s'en 
assurer.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  a  est  à  fort  peu  près  égale  au 
demi-diamètre  de  la  section  circulaire  de  contact  du  mercure 
avec  le  plan.  Désignons  par  /  ce  demi-diamètre;  on  pourra  donc, 
sans  erreur  sensible,  supposer  «  =  /  dans  l'intégrale  précédente, 
et  alors,  en  la  prenant  depuis  'm^=^\  on  aura 

/d2:'.sin.«r         2        /a    «       ,   1  ,   1      m 
li =  37-V/--|cost«  — cûs\|«(. 

Par  conséquent,  on  aura 


cos 


.t!y+  TTy.l  /-.{C0S\Yt5— COS\y«'}=i:|  306^  +  ^^ 


en  substituant  pour  z  sa  valeur  (\  —  z,  on  aura 


cos.t!y+ 


3       11  2 

^•W-.{cos\;^«— cos*.-|"'By'}=a9*+^.  (9— ^)— a^*+cos.tar'. 

Maintenant,  z  étant  nul  avec  tar,  on  aura  tsj*  égal  à  une  série 
ascendante  des  puissances  de  z  :  en  la  substituant  dans  l'équation 
précédente,  et  comparant  entre  eux  les  coefficients  de  ces  puis- 
sances, le  coefficient  indépendant  de  z  donnera 


1  —  cos 


^'^'~^-^y^'{^—^os\\^)=^(tq^-^^^^ 


^  est  une  très-petite  fraction  dont  on  peut  négliger  le  carré, 

lorsque  la  goutte  a  une  grande  largeur,  et  alors  l'équation  pré- 
cédente donne  à  fort  peu  près 

1  /a     .     ,     ,       1— cos\t« 
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Déterminons  présentement  la  constante  j.  Reprenons  pour 
cela  les  équations 


dz' 


on  aura 


rftt.tang.«=:  —  i..  K/-.d^.cos.j^; 


du=^  — ■ — .  d^.  U — ; s.sin.Tisr}; 


'sm.-j-«r 


ce  qui  donne,  en  intégrant, 

u.  \/2a= log.  tang.  -J-  iït -+-  n . cos.  j  «  ~h constante- 

Pour  déterminer  la  constante ,  on  observera  que  ^  étant  'cs',  u  est 
égal  à  l,  ce  qui  donne 

constante = l^Tâ  —  log.  tang.  -^^ —  2 .  cos.  j^'; 
on  aura  donc 

tang.-ftiTz^tang.-J-.iïT.c  , 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 
Cette  équation  donne  à  très-peu  près,  lorsque  Tangle  isr  est  très- 
petit  , 

tang.  tiT  =  4.  tang.  Y  « .  c 

Maintenant,  si  Ton  différentie  l'expression  de  z  trouvée  ci-dessus, 
dans  le  cas  de  tfT  très-petit,  on  a 


dz yaa. 


n 


V/aâ 


on  peut  dans  cette  expression  négliger,  lorsque  /  est  fort  grand. 
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les  termes -=  et ^— - —  ,  vis-à-vis  de  Tunité,  et  sup- 

poser  dans  le  dénominateur,  u=l,  ce  qui  revient  à  négliger, 
comme  on  Ta  fait  dans  l'expression  précédente  de  tang.  ^  ou 

de  -7-,  les  puissances  de  — î— ;  et  alors  on  a 

\/a.  c 

tang.'CT^^:      ^ 


b.yJiF.L 


2a 


En  comparant  cette  expression  de  tang.®,  à  la  précédente,  on 
aura 

— .  Y  TT  / .  y  2  a .  ta  n  g .  Y  «T .  C 


6 


V. 


Cette  valeur  de  — ^  donne,  par  le  n*^  4  de  ma  théorie,  la  dépres- 
sion due  à  la  capillarité,  dans  un  baromètre  dont  le  tube  est  fort 
large.  En  effet,  il  est  visible  que  la  surface  du  mercure  dans  le 
tube  est  la  même  que  celle  de  la  goutte  que  nous  venons  de 
considérer;  mais  au  point  où  cette  surface  se  termine,  elle  fait 
avec  les  parois  du  tube  un  angle  dont  tir'  est  le  complément. 
Lorsqu'il  s'agit  d'un  liquide  qui,   comme  l'eau  ou  l'alcool, 

mouille  exactement  les  parois  d'un  tube  de  verre;  -j-  exprime 

dans  un  semblable  tube  l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la 

surface,  au-dessus  du  niveau,  et  l'on  a  «'=-;  ce  qui  donne 
pour  cette  élévation, 

(.4-V/ï).\/« 

TOMB  IV.  Ô8 
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ou 


i;^M2i.v/;.viS.c-'-^. 

v/. 

Comparons  les  résultats  précédents  à  Texpérience.  M.  Gay- 
Lussac  a  observé  à  la  température  de  i2",8,  l'épaisseur  d'une 
large  goutte  de  mercure,  circulaire  et  d'un  décimètre  de  dia- 
mètre, s'appuyant  sur  un  plan  de  verre  blanc,  parfaitement 
horizontal.  Il  a  trouvé,  au  moyen  d'un  micromètre  très-exact, 
cette  épaisseur  égale  à  3°""',378.  Cette  valeur  diflFère  très-peu  de 
celle  que  Segner  a  trouvée  par  un  moyen  semblable,  et  qui, 
réduite  en  millimètres,  est  égale  à  3*"^'-, 40674.  En  calculant  cette 

épaisseur,  d'après  l'expression  précédente  de  ^  H — r  »  c*  faisant, 
comme  précédemment,  -  ==.  i3™iï- «"*'>•;  en  supposant,  de  plus, 

l'angle  aigu  formé  par  la  surface  du  mercure  et  par  celle  du 
verre,  au  contact,  égal  à  48**,  ce  qui  donne  dans  l'expression  ci- 
tée, «'=182°;  enfin ,  en  négligeant  le  terme  — ^ ,  qui  devient 

insensible  relativement  à  une  goutte  d'un  décimètre  de  diamètre; 
cette  expression  donnera  pour  l'épaisseur  q  de  la  goutte, 

9  =  3-^,39664; 

ce  qui  diffère  peu  de  l'expérience. 

M.  Gay-Lussac  a  observé  encore  dans  un  vase  de  verre,  très- 
large,  et  dont  les  parois  étaient  verticales,  la  distance  du  point 
de  contact  de  la  surface  du  mercure  avec  les  parois,  au  point  le 
plus  élevé  de  cette  surface;  et  il  l'a  trouvée  de  i°'^,455.  Cette 

distance  est,  par  ce  qui  précède,  égale  à  V /-.  sin.-®'.  Ici,  «'  est 

égal  à  52°,  et  alors  on  a  par  le  calcul,  1  "''"•, 43 2  pour  cette  dis- 
tance; ce  qui  s'éloigne  peu  du  résultat  de  l'observation. 

Pour  comparer  l'analyse  à  l'expérience,  relativement  à  la  dé- 
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pression  du  mercure  dans  des  tubes  de  verre  fort  larges,  je 
choisirai  les  expériences  faites  par  M.  Charles  Cavendîsh,  et  rap- 
portées dans  les  Transactions  philosophiques  pour  Tannée  1776. 
Elles  donnent,  en  pouces  aurais,  cette  dépression  égale  à  cinq 
millièmes  de  pouce,  dans  un  tube  de  verre  de  six  dixièmes  de 
pouce  en  diamètre;  égale  à  sept  millièmes  de  pouce,  dans  un 
tube  d'un  demi-pouce  de  diamètre;  et  égale  à  quinze  millièmes 
de  pouce,  dans  un  tube  de  quatre  dixièmes  de  pouce  de  diamètre. 

L'expression  précédente    de  — ^,   donne,   en    observant    qu'ici 

i!j'=52%  et  en  réduisant  les  résultats  en  pouces  anglais,  la  dé- 
pression égale  à  o,oo38  dans  le  premier  tube;  égale  à  0,0069 
dans  le  second  tube;  et  égale  à  0,0126  dans  le  troisième  tube; 
ce  qui  s'accorde  avec  l'expérience,  autant  qu'on  peut  l'attendre 
de  ces  observations  dans  lesquelles  on  apprécie  d'aussi  petites 
quantités. 

M.  Gay-Lussac  a  trouvé,  par  un  milieu  entre  cinq  expériences, 
l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  de  Talcool,  dans  un 
tube  de  verre  dont  le  diamètre  était  de  io°""-,5o8,  égale  a 
o°""-,3835.  La  température  était  de  16^  pendant  les  expériences, 
et  la  pesanteur  spécifique  de  l'alcool  était  0,818467,  à  cette  tem- 
pérature. Le  point  le  plus  bas  de  la  surface  du  même  liquide 
s'élevait  à  la  même  température  de  7*^,07 8 5o,  dans  un  tube  de 
verre  dont  le  diamètre  était  de  i°""-,!ï944;  d'où  l'on  tire 

i  =  i2»®-»3i.o3o5, 

a 

La  formule  précédente  donne  ainsi  o"*^',3378  pour  l'élévation  de 
l'alcool  dans  le  large  tube  dans  lequel  l'expérience  a  donné  cette 
élévation  égale  à  o™"',3835.  La  différence  o"^-,o457  est  dans  les 
limites  des  erreurs,  soit  de  l'expérience,  soit  de  la  formule  elle- 
même,  qui  n'est  qu'approchée. 

Ô8. 
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Considérations  générales. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  Taccord  qui  existe  entre  les  phé- 
nomènes capillaires,  et  les  résultats  de  la  loi  d^attraction  des 
molécules  des  corps,  décroissante  avec  une  extrême  rapidité,  de 
manière  à  devenir  insensible  aux  plus  petites  distances  percep- 
tibles à  nos  sens.  Cette  loi  de  la  nature  est  la  source  des  affinités 
chimiques  :  semblable  à  la  pesanteur,  elle  ne  s'arrête  point  à  la 
superficie  des  corps ,  mais  elle  les  pénètre  en  agissant  au  delà  du 
contact,  à  des  distances  imperceptibles.  De  là  dépend  Tinfluence 
des  masses  dans  les  phénomènes  chimiques,  ou  cette  capacité  de 
saturation ,  dont  M.  Berthollet  a  si  heureusement  développé  les 
effets.  Ainsi  deux  acides,  en  agissant  sur  une  même  base,  se  la 
partagent  en  raison  de  leurs  affinités  avec  elle  ;  ce  qui  n  aurait 
point  lieu,  si  l'affinité  n  agissait  qu'au  contact,  car  alors  l'acide 
le  plus  puissant  retiendrait  la  base  entière.  La  figure  des  molécules 
élémentaires,  la  chaleur  et  d'autres  causes,  en  se  combinant  avec 
cette  loi  générale,  en  modifient  les  effets.  La  discussion  de  ces 
causes  et  des  circonstances  qui  les  développent  est  la  partie  la 
plus  délicate  de  la  chimie,  et  constitue  la  philosophie  de  cette 
science,  en  nous  faisant  connaître  autant  qu'il  est  possible  la 
nature  intime  des  corps,  la  loi  des  attractions  de  leurs  molécules, 
et  celle  des  forces  étrangères  qui  les  animent. 

Les  molécules  d'un  corps  solide  ont  la  position  dans  laquelle 
leur  résistance ,  à  un  changement  d'état,  est  la  plus  grande.  Chaque 
molécule,  lorsqu'on  la  dérange  infiniment  peu  de  cette  position, 
tend  à  y  revenir  en  vertu  des  forces  qui  la  sollicitent.  C'est  là  ce 
qui  constitue  l'élasticité  dont  on  peut  supposer  tous  les  corps 
doués,  lorsqu'on  ne  change  qu'extrêmement  peu  leur  figure.  Mais 
quand  l'état  respectif  des  molécules  éprouve  un  changement 
considérable,  ces  molécules  retrouvent  de  nouveaux  états  d'équi- 
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libre  stable,  comme  il  arrive  aux  métaux  écrouis,  et  généralement 
aux  corps  qui,  par  leur  mollesse,  sont  susceptibles  de  conserver 
toutes  les  formes  qu  on  leur  donne  en  les  pressant.  La  dureté  des 
corps  et  leur  viscosité  ne  me  paraissent  être  que  la  résistance 
des  molécules  à  ces  changements  d'état  d*équilibre.  La  force  ex- 
pansive  de  la  chaleur  étant  opposée  à  la  force  attractive  des  molé- 
cules, elle  diminue  de  plus  en  plus  leur  viscosité  ou  leur  adhérence 
mutuelle  par  ses  accroissements  successifs;  et,  lorsque  les  molé- 
cules d'un  corps  n'opposent  plus  qu'une  très-légère  résistance  à 
leurs  déplacements  respectifs,  dans  son  intérieur  et  à  sa  surface, 
il  devient  liquide.  Mais  sa  viscosité,  quoique  très-aflFaiblie,  subsiste 
encore,  jusqu'à  ce  que,  par  une  augmentation  de  température, 
elle  devienne  nulle  ou  insensible.  Alors,  chaque  molécule,  retrou- 
vant, dans  toutes  ses  positions,  les  mêmes  forces  attractives  et  la 
même  force  répulsive  de  la  chaleur,  elle  cède  à  la  pression  la  plus 
légère,  et  le  liquide  jouit  d'une  fluidité  parfaite.  On  peut  con- 
jecturer avec  vraisemblance  que  cela  a  lieu  pour  les  liquides 
qui ,  comme  l'alcool ,  ont  une  température  fort  supérieure  à  celle 
où  ils  commencent  à  se  congeler.  Cette  influence  de  la  figure  des 
molécules  est  très-sensible  dans  les  phénomènes  de  la  congélation 
et  de  la  cristallisation,  que  l'on  rend  beaucoup  plus  promptes  en 
plongeant  dans  le  liquide  un  morceau  de  glace  ou  un  cristal  formé 
du  même  liquide,  les  molécules  de  la  surface  de  ce  solide  se 
présentant  aux  molécules  liquides  qui  les  touchent,  dans  la  situa- 
tion la  plus  favorable  à  leur  union  avec  elles.  On  conçoit  que 
l'influence  de  la  figure,  quand  la  distance  augmente,  doit  dé- 
croître bien  plus  rapidement  que  l'attraction  elle-même.  C'est 
ainsi  que,  dans  les  phénomènes  célestes  qui  dépendent  de  la  figure 
des  planètes ,  tels  que  la  précession  des  équinoxes,  cette  influence 
décroît  en  raison  du  cube  de  la  distance,  tandis  que  l'attraction 
ne  diminue  qu'en  raison  du  carré  de  la  distance. 

Il  paraît  donc  que  l'état  solide  dépend  de  l'attraction  des  mo- 
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lécules,  combioëe  avec  leur  figure;  en  sorte  qu  un  acide,  quoique 
exerçant  sur  une  base  une  moindre  attraction  à  distance  que 
sur  une  autre  base,  se  combine  et  cristallise  de  préférence  avec 
elle,  si,  par  la  forme  de  ses  molécules,  son  contact  avec  cette 
base  est  plus  intime.  L'influence  de  la  figure,  sensible  encore 
dans  les  fluides  visqueux,  est  nulle  dans  ceux  qui  jouissent  d'une 
fluidité  parfaite.  Enfin,  tout  porte  à  croire  que  dans  Tétat  gazeux, 
non-seulement Tinfluence  de  la  figure  des  molécules,  mais  encore 
celle  de  leurs  forces  attractives  est  insensible  par  rapport  à  la 
force  répulsive  de  la  chaleur.  Ces  molécules  ne  paraissent  être 
alors  qu'un  obstacle  à  l'expansion  de  cette  force  ;  car  on  peut,  sans 
changer  la  tension  d'un  volume  donné  d'un  gaz  quelconque ,  sub- 
stituer à  plusieurs  de  ses  molécules  disséminées  dans  ce  volume , 
un  pareil  nombre  de  molécules  d'un  autre  gaz.  C'est  la  raison 
pour  laquelle  divers  gaz,  mis  en  contact,  finissent  à  la  longue 
par  se  mêler  d'une  manière  uniforme  ;  car  ce  n'est  qu'alors  qu'ils 
sont  dans  un  état  stable  d'équilibre.  Si  l'un  de  ces  gaz  est  de  la 
vapeur,  l'équilibre  n'est  stable  que  dans  le  cas  où  cette  vapeur 
disséminée  est  en  quantité  égale  ou  moindre  que  celle  de  la  même 
vapeur  qui  se  répandrait,  à  la  même  température,  dans  un  espace 
vide  égal  à  celui  qu'occupe  le  mélange.  Si  la  vapeur  est  en  plus 
grande  quantité,  l'excédant  doit,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre , 
se  condenser  sous  forme  liquide. 

La  considération  de  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  système  de 
molécules  réagissant  les  unes  sur  les  autres  est  très-utile  pour 
l'explication  de  beaucoup  de  phénomènes.  De  même  que  dans 
un  système  de  corps  solides  et  fluides  animés  par  la  pesanteur 
la  mécanique  nous  montre  plusieurs  états  d'équilibre  stable,  la 
chimie  nous  ofire,  dans  la  combinaison  des  mêmes  principes, 
divers  états  permanents.  Quelquefois  deux  principes  s'unissent 
ensemble ,  et  les  molécules  formées  de  leur  union  s'unissent  à 
celles  d'un  troisième  principe.  Telle  est,  selon  toute  apparence. 
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la  combinaison  des  principes  constitifSints  d'un  acide  avec  une 
base.  D'autres  fois,  les  principes  d'une  substance,  sans  être  unis 
ensemble,  comme  ils  le  sont  dans  la  substance  même,  s'unissent 
à  d'autres  principes,  et  forment  avec  eux  des  combinaisons  triples 
ou  quadruples,  en  sorte  que  cette  substance,  retirée  par  l'analyse 
chimique,  est  alors  un  produit  de  cette  opération.  Les  molécules 
intégrantes  peuvent  encore  s  unir  par  diverses  faces,  et  produire 
ainsi  des  cristaux  différents  par  la  forme,  la  dureté,  la  pesanteur 
spécifique  et  leur  action  sur  la  lumière.  Enfin,  la  condition  d'un 
équilibre  stable  me  paraît  être  ce  qui  détermine  les  proportions 
fixes  suivant  lesquelles  divers  principes  se  combinent  dans  un 
grand  nombre  de  circonstances.  Tous  ces  phénomènes  dépendent 
de  la  forme  des  molécules  élémentaires,  des  lois  de  leurs  forces 
attractives,  de  la  force  répulsive  de  la  chaleur,  et  peut-être, 
d'autres  forces  encore  inconnues.  L'ignorance  où  nous  sommes 
de  ces  données,  et  leur  complication  extrême  ne  permettent  pas 
d'en  soumettre  les  résultats  à  l'analyse  mathématique.  Mais  on 
supplée  à  ce  grand  avantage  par  le  rapprochement  des  faits  bien 
observés,  en  tirant  de  leur  comparaison,  des  rapports  généraux 
qui,  liant  ensemble  un  grand  nombre  des  phénomènes,  sont  la 
base  des  théories  chimiques  dont  ils  étendent  et  perfectionnent 
les  applications  aux  arts. 

Â  la  surface  des  liquides,  l'attraction  moléculaire,  modifiée  par 
la  courbure  des  surfaces  et  des  parois  qui  les  renferment,  produit 
les  phénomènes  capillaires.  Ainsi  ces  phénomènes  et  tous  ceux 
que  la  chimie  nous  présente  se  rattachent  à  une  même  loi  que 
l'on  ne  peut  maintenant  révoquer  en  doute.  Quelques  physiciens 
ont  attribué  les  phénomènes  capillaires  à  l'adhésion  des  molé- 
cules liquides ,  soit  entre  elles ,  soit  aux  parois  qui  les  contiennent; 
mais  cette  cause  est  insuffisante  pour  les  produire.  En  effet,  si 
l'on  suppose  la  surface  de  l'eau  contenue  dans  un  tube  de  verre, 
horizontale  et  de  niveau  avec  celle  de  l'eau  do  vase  dans  lequel 
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le  tube  plonge  par  son  extrémité  inférieure,  la  viscosité  du  liquide 
et  son  adhérence  au  tube  ne  doivent  point  courber  cette  surface 
et  la  rendre  concave.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'admettre  une 
attraction  de  la  partie  supérieure  du  tube,  qui  n'est  point  immé- 
diatement en  contact  avec  le  liquide.  D'ailleurs,  la  surface  du  li- 
quide renfermé  dans  le  tube  serait,  lorsqu'elle  est  concave,  tirée 
verticalement  en  bas  par  les  colonnes  verticales  du  liquide  qui 
lui  sont  adhérentes;  et  lorsque  cette  surface  est  convexe,  comme 
celle  du  mercure  dans  un  tube  de  verre,  et  d'une  goutte  d'eau  à 
l'extrémité  d'un  tube,  elle  serait  pressée  perpendiculairement, 
dans  chacun  de  ses  points,  par  le  poids  des  colonnes  supérieures 
du  liquide.  Cette  surface  ne  serait  donc  pas  la  même  dans  ces 
deux  cas,  et  les  phénomènes  capillaires  ne  suivraient  pas  les 
mêmes  lois,  ce  qui  est  contraire  à  l'expérience.  Il  faut  donc  re- 
connaître que  ces  phénomènes  ne  dépendent  pas  seulement  de 
l'action  au  contact,  mais  d'une  attraction  qui  s'étend  au  delà, 
en  décroissant  avec  une  extrême  rapidité. 

La  viscosité  des  liquides,  loin  d'être  la  cause  des  phénomènes 
capillaires,  en  est  une  cause  perturbatrice:  ils  ne  sont  rigoureu- 
sement conformes  à  la  théorie  que  dans  les  liquides  qui  jouissent 
d'une  fluidité  parfaite;  car  les  forces  dont  ces  phénomènes  dé- 
pendent sont  si  petites,  que  le  plus  léger  obstacle  peut  en  mo- 
difier les  eflFets  d'une  manière  sensible.  C'est  à  la  viscosité  de  l'eau 
que  l'on  doit  attribuer  les  diflFérences  considérables  observées  par 
les  physiciens,  entre  les  élévations  de  ce  liquide  dans  des  tubes 
capillaires  de  verre  d'un  même  diamètre.  La  seconde  manière 
dont  nous  avons  envisagé  précédemment  l'action  capillaire  nous 
montre  que  la  surface  intérieure  du  tube  élève  d'abord  une  pre- 
mière lame  d'eau;  celle-ci  en  élève  une  seconde,  qui  en  élève  une 
troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'axe  du  tube.  L'existence  de 
ces  lames  peut  être  rendue  sensible  au  moyen  de  quelques  grains 
de  poussière  adhérents  aux  parois  du  verre  :  on  voit  ces  petits 
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corps  agités  par  Timpulsion  de  ces  lames,  avant  que  d'être  at- 
teints par  la  surface  du  liquide.  L'attraction  mutuelle  des  lames 
est  oblique  à  la  surface  des  parois,  et  tend  à  faire  pénétrer  les 
molécules  de  la  seconde  lame  dans  l'intérieur  de  la  première,  ce 
qu  elles  ne  peuvent  faire  sans  la  soulever  ou  la  rompre.  Lorsque 
le  tube  est  fort  peu  humecté,  cette  première  lame,  alors  très- 
mince,  résiste  à  ces  efforts,  par  son  adhérence  au  verre  et  par 
la  viscosité  de  ses  parties.  C'est,  si  je  ne  me  trompe,  la  raison 
pour  laquelle  Newton  et  M.  Haûy  n'ont  observé  que  treize 
millimètres  environ  d'ascension  de  l'eau  dans  un  tube  de  verre 
dont  le  diamètre  est  d'un  millimètre,  tandis  que,  dans  un  tube 
semblable  fort  humecté,  l'eau  s'élève  au-dessus  de  trente  milli- 
mètres. 

A  l'extrémité  d'un  tube  de  verre,  les  premières  lames  d'eau  ne 
peuvent  plus  s'élever,  sans  changer  de  figure  à  leur  surface  supé- 
rieure; et,  du  moment  où  cette  surface  devient  convexe,  elle 
tend  à  déprimer  le  liquide  inférieur  et  oppose  ainsi  un  obstacle 
à  son  ascension.  Cette  cause,  jointe  à  la  viscosité  du  liquide  et 
à  son  adhérence  au  verre ,  explique  la  petite  résistance  que  l'eau 
éprouve  à  s'élever,  lorsqu'elle  parvient  près  de  l'extrémité  d'un 
tube,  résistance  qui  doit  être  nulle  et  qui  l'est  en  effet,  dans  les 
liquides  qui,  comme  l'alcool,  sont  parfaitement  fluides. 

Le  frottement  du  liquide  contre  la  surface  des  parois,  et  l'adhé- 
sion de  l'air  à  la  surface  des  corps,  sont  encore  des  causes  d'ano^ 
malie  dans  les  phénomènes  capillaires.  Il  est  nécessaire  d'y  avoir 
égard  dans  la  comparaison  de  Texpérience  avec  la  théorie,  qui 
s'accorde  d'autant  mieux  avec  elle,  que  ces  diverses  causes  ont 
moins  d'influence. 

11  est  presque  impossible  de  déterminer  par  l'expérience  l'in- 
tensité de  la  force  attractive  des  molécules  des  corps  :  nous  savons 
seulement  qu'elle  est  incomparablement  supérieure  à  l'action 
capillaire.  On  a  vu  précédemment  que  l'eau  se  maintient  élevée 
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dans  Taxe  d'un  tube  capillaire,  par  la  différence  des  actions  du 
liquide  sur  lui-même,  à  la  surface  du  liquide  du  vase  dans  lequel 
le  tube  est  plongé,  et  à  la  surface  du  liquide  intérieur  du  tube. 
Cette  différence  est  l'action  du  ménisque  liquide  que  retranche- 
rait un  plan  horizontal  mené  par  le  point  le  plus  bas  de  cette 
dernière  surface;  et  cette  action  est  mesurée  par  la  hauteur  de  la 
colonne  élevée.  Pour  avoir  faction  de  la  masse  entière  du  liquide, 
imaginons,  dans  une  masse  indéfinie  d'eau  stagnante,  un  canal 
vertical  infiniment  étroit  aboutissant  à  sa  surface,  et  dont  les  pa- 
rois infiniment  minces  n'empêchent  point  l'action  des  molécules 
extérieures  à  ce  canal,  sur  la  colonne  d'eau  qu  il  contient.  Déter- 
minons la  pression  de  cette  colonne  sur  une  base  perpendiculaire 
aux  côtés  du  canal,  et  placée  à  une  distance  sensible  au-dessous 
de  la  surface  liquide,  cette  base  étant  prise  pour  unité.  Il  est  fa- 
cile de  s'assurer  que  si  l'on  a  plusieurs  canaux  semblables  de 
même  largeur,  mais  de  longueurs  différentes,  dans  lesquels  feau 
soit  animée  par  des  forces  différentes  pour  chacun  deux,  et  va- 
riables suivant  des  lois  quelconques,  les  pressions  de  ce  liquide 
sur  les  bases  des  canaux  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
vitesses  acquises  par  des  corps  primitivement  en  repos,  et  qui, 
mus  dans  toute  la  longueur  de  ces  canaux  supposés  vides,  seraient 
animés,  à  chaque  point,  des  mêmes  forces  que  les  molécules  cor- 
respondantes de  l'eau  qui  remplit  les  canaux.  Si  faction  de  feau 
sur  elle-même  était  égale  à  son  action  sur  la  lumière,  il  suit  du 
n"*  2  du  dixième  livre  de  la  Mécanique  céleste,  que  le  carré  de  la 
vitesse  acquise,  dans  le  canal  dont  nous  venons  de  parier,  serait 
égal  k  2Ky  là  densité  de  feau  étant  prise  pour  unité.  Dans  un 
canal  dont  la  hauteur  est  s,  et  dans  lequel  la  force  est  constante 
et  égale  à  la  pesanteur,  le  carré  de  la  vitesse  acquise  est  2gs,  g 
étant  la  pesanteur,  ou  le  double  de  l'espace  que  la  pesanteur  fait 
décrire  pendant  la  première  unité  de  temps,  que  nous  supposerons 
être  une  seconde  décimale.  Les  pressions  des  colonnes  d'eau  sur 
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les  bases  des  deux  canaux  seront  donc  entre  elles  comme  2K  est 
à  2g s,  et  par  conséquent,  si  elles  sont  égales,  on  aura 

K 
s=  — . 

9 

Ce  sera,  dans  cette  hypothèse,  la  hauteur  d*un  canal  dans  lequel, 
Feau  étant  soumise  à  Faction  seule  de  la  pesanteur  supposée  par- 
tout la  même  qu'à  la  surface  de  la  terre,  la  pression  de  la  colonne 
de  ce  liquide  sur  la  base  de  ce  canal,  exprime  Faction  entière  de 
la  masse  indéfinie  d'eau,  sur  Feau  du  premier  canal. 
On  a  par  le  numéro  cité  du  dixième  livre, 

n  étant  Fespace  décrit  par  la  lumière,  dans  Funité  de  temps  ou 
dans  une  seconde,  et  R  étant  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au 
sinus  de  réfraction,  dans  le  passage  d'un  rayon  lumineux  du 
vide  dans  Feau;  on  aura  donc 

(fl»-i).n» 
^9 

En  partant  des  valeurs  les  plus  exactes  de  la  parallaxe  du  soleil 
et  de  la  vitesse  de  la  lumière,  on  trouve  que  s  surpasse  dix  mille 
fois  la  distance  du  soleil  à  la  terre.  Une  aussi  prodigieuse  valeur 
de  Faction  de  Feau  sur  elle-même  ne  peut  pas  être  admise  avec 
vraisemblance;  il  parait  donc  que  cette  action  est  beaucoup 
moindre  que  Faction  de  Feau  sur  la  lumière;  mais  elle  est  extrê- 
mement grande  relativement  à  Faction  capillaire,  et  il  en  résulte 
une  très-forte  compression  dans  les  couches  des  liquides.  En  efFet, 
si  dans  une  masse  indéfinie  d'eau  stagnante  on  imagine  un  canal 
intérieur  infiniment  étroit,  dont  les  parois  soient  infiniment 
minces  et  dont  les  extrémités  aboutissent  à  la  surface  de  Feau  ; 
les  couches  liquides  du  canal ,  placées  à  une  distance  sensible  au- 

69. 
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dessous  de  cette  surface,  éprouveront,  par  Taction  de  Teau  vers 
Tune  des  extrémités,  une  pression  K,  qui  sera  balancée  par  une 
pression  égale  et  contraire ,  produite  par  Faction  de  leau  vers 
l'autre  extrémité.  Chaque  couche  du  liquide  intérieur  est  donc 
comprimée  par  ces.  deux  forces  opposées.  Â  la  surface  du  liquide, 
cette  compression  est  évidemment  nulle  :  elle  croît  avec  une  ex- 
trême rapidité  depuis  cette  surface,  et  devient  constante  à  la  plus 
petite  distance  sensible  au-dessous. 

Ces  grandes  variations  de  compression  peuvent  faire  varier 
sensiblement  la  densité  des  couches  d'un  liquide,  très-près  de 
sa  surface;  et,  dans  les  mélanges  de  deux  liquides,  tels  que  l'al- 
cool et  l'eau,  elles  peuvent  faire  varier  non-seulement  la  densité 
des  couches  liquides  extrêmement  voisines  de  la  surface ,  mais 
encore  la  proportion  des  deux  liquides  que  renferment  ces  couches 
et  les  lames  liquides  adhérentes  aux  parob  des  tubes.  Ces  varia- 
tions n'ont  aucune  influence  sur  la  réfraction  qui,  lorsque  le 
rayon  lumineux  est  parvenu  à  une  distance  sensible  au-dessous 
de  la  surface,  est  la  même  que  si  la  nature  et  la  densité  du  li- 
quide n'éprouvaient  aucun  changement;  mais  elles  peuvent  avoir 
sur  les  phénomènes  capillaires  une  influence  très-sensible  que 
semblent  indiquer  plusieurs  expériences  de  M.  Gay-Lussac  sur 
l'élévation  de  divers  mélanges  d'alcool  et  d'eau  dans  les  tubes 
capillaires. 

Une  lame  d*eau  isolée,  et  d'une  épaisseur  plus  petite  que  le 
rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible  de  ses  molécules,  éprouvant 
donc  une  compression  beaucoup  moindre  qu'une  pareille  lame 
située  au  milieu  d'une  masse  considérable  de  ce  liquide ,  il  est 
naturel  d'en  conclure  que  sa  densité  est  très-inférieure  à  la  den- 
sité de  cette  masse.  Est-il  invraisemblable  de  supposer  que  c'est  le 
cas  de  l'enveloppe  aqueuse  des  vapeurs  vésiculaires ,  qui  par  là 
seraient  plus  légères,  et  dans  un  état  moyen  entre  l'état  liquide 
et  celui  de  vapeurs  ? 
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Je  n  ai  eu  égard  dans  ma  théorie,  ni  à  la  pression  de  Tatinos* 
phère,  ni  à  la  force  répulsive  de  la  chaleur.  La  considération  de 
ces  forces  est  inutile ,  parce  qu  étant  les  mêmes  sur  toute  la  sur- 
face du  liquide,  elles  sont  indépendantes  de  sa  courbure.  La  cha- 

* 

leur  n  influe  donc  sur  les  phénomènes  capillaires  qu'en  diminuant 
la  densité  des  liquides;  et  Texpérience  a  fait  voir  que,,  dans  les 
liquides  parfaitement  fluides,  les  variations  de  ces  phénomènes, 
produites  par  Taccroissement  de  la  température,  sont  exactement 
celles  que  donne  la  théorie. 

Les  efiets  de  Faction  capillaire  étant  ramenés  à  une  théorie 
mathématique,  il  ne  manquait  plus  à  cette  branche  intéressante 
de  la  physique  qu'une  suite  d'expériences  très-exactes  au  moyen 
desquelles  on  pût  comparer  les  résultats  de  cette  théorie  avec 
la  nature.  Le  besoin  de  semblables  expériences  se  fait  sentir  à 
mesure  que  la  physique,  en  se  perfectionnant,  rentre  dans  le 
domaine  de  l'analyse.  On  peut  alors  obtenir,  avec  une  grande 
précision,  les  résultats  des  théories;  et,  en  les  comparant  à  des 
expériences  très-précises,  on  élève  ces  théories  au  plus  haut  de- 
gré de  certitude  dont  les  sciences  naturelles  soient  susceptibles. 
Heureusement  les  expériences  que  MM.  Rumford  et  Gay-Lussac 
viennent  de  faire  sur  les  phénomènes  de  la  capillarité  laissent 
peu  de  choses  à  désirer  sur  cet  objet  ;  et  Ton  a  vu  l'accord  de 
ma  théorie  avec  les  résultats  de  M.  Gay-Lussac,  qui  a  introduit 
dans  ce  genre  d'expériences  l'exactitude  des  observations  astro- 
nomiques. 

Quand  on  est  parvenu  à  la  véritable  cause  des  phénomènes,  il 
est  curieux  de  porter  ses  regards  en  arrière,  et  de  voir  jusqu'à 
quel  point  les  hypothèses  imaginées  pour  les  expliquer  s'en 
rapprochent.  L'une  des  opinions  les  plus  anciennes  et  les  plus 
accréditées  que  l'on  ait  données  des  phénomènes  capillaires  est 
celle  de  Jurin.  Cet  auteur  attribue  l'élévation  de  l'eau  dans  un 
tube  capillaire  de  verre ,  à  l'attraction  de  la  partie  annulaire  du 
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tube,  à  laquelle  la  surface  de  Teau  est  contiguë  et  adhérente,  «  car, 
«dit-il,  c'est  seulement  de  cette  partie  du  tube  que  Feau  doit 
«  s  éloigner  en  s'abaissant,  et,  par  conséquent,  elle  est  la  seule  qui, 
ff  par  la  force  de  son  attraction,  s'oppose  à  sa  descente.  Cette  cause 
<i  est  proportionnelle  à  Teifet,  puisque  cette  circonférence  et  la 
«(  colonne  d'eau  suspendue  sont  toutes  deux  proportionnelles  au 
«  diamètre  du  tube.  »  [Transactions  philosophiques,  n"^  363.)  A  cela, 
Clairaut,  dans  son  Traité  de  la  figure  de  la  terre,  objecte  qu'on 
ne  saurait  employer  le  principe  que  les  effets  sont  proportion- 
nels aux  causes,  que  lorsqu'on  remonte  à  une  cause  première, 
et  non  quand  on  examine  un  effet  résultant  de  la  combinaison 
de  plusieurs  causes  particulières,  que  l'on  n'évalue  pas  chacune 
séparément.  Ainsi,  quand  même  on  admettrait  que  le  seul  anneau 
de  verre ,  qui  est  adhérent  à  la  surface  de  l'eau ,  serait  la  cause 
de  l'élévation  de  ce  liquide,  on  ne  devrait  pas  en  conclure  que 
le  poids  élevé  doit  être  proportionnel  à  son  diamètre,  parce  qu'on 
ne  peut  connaître  la  force  de  cet  anneau  qu'en  sommant  celles 
de  toutes  ses  parties.  Clairaut  substitue  donc  à  l'hypothèse  de 
Jurin  une  analyse  exacte  de  toutes  les  forces  qui  tiennent  une 
colonne  d'eau  suspendue  en  équilibre  dans  un  canal  infiniment 
étroit  passant  par  l'axe  du  tube.  Mais  ce  grand  géomètre  n'a  pas 
expliqué  le  principal  phénomène  capillaire ,  celui  de  l'ascension 
et  de  la  dépression  des  liquides  dans  des  tubes  très^troits,  en 
raison  inverse  du  diamètre  de  ces  tubes  :  il  se  contente  d'obser- 
ver, sans  en  donner  la  preuve,  qu'une  infinité  de  lois  d'attraction 
peuvent  produire  ce  phénomène.  La  supposition  qu'il  fait,  de 
l'action  du  verre,  sensible  jusque  sur  les  molécules  de  l'eau  situées 
dans  l'axe  du  tube,  devait  l'éloigner  de  la  véritable  explication 
du  phénomène;  mais  il  est  remarquable  que,  s'il  fût  parti  de 
l'hypothèse  d'une  attraction  insensible  à  des  distances  sensibles, 
et  s'il  eût  appliqué  aux  molécules  situées  dans  la  sphère  d'acti- 
vité des  parois  du  tube  l'analyse  des  forces  dont  il  a  fait  usage 
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pour  les  molécules  de  Taxe,  il  aurait  été  conduit,  non-seulement 
au  résultat  de  Jurin,  mais  encore  à  ceux  que  nous  avons  obtenus 
par  la  seconde  manière  dont  nous  avons  envisagé  l'action  capil- 
laire. On  voit^  par  cette  méthode,  que  si  le  liquide  mouille  par- 
faitement le  tube,  on  peut  concevoir  que  la  partie  seule  du  tube, 
supérieure  à  la  surface  liquide,  d'une  quantité  imperceptible,  le 
sollicite  à  s'élever  et  le  tient  suspendu  en  équilibre,  lorsque  le 
poids  de  la  colonne  élevée  balance  Fattraction  de  cet  anneau  du 
tube;  ce  qui  se  rapproche  extrêmement  des  idées  de  Jurin,  et  ce 
qui  conduit  à  sa  conclusion,  savoir  que  le  poids  de  la  colonne  est 
proportionnel  au  contour  de  la  base  intérieure  du  tube,  conclu- 
sion que  Ton  doit  étendre  généralement  à  un  tube  prismatique, 
quels  que  soient  sa  forme  intérieure  et  le  rapport  de  l'attraction  de 
ses  molécules  sur  le  liquide,  à  l'attraction  des  molécules  liquides 
sur  elles-mêmes. 

La  ressemblance  de  la  surface  des  gouttes  liquides,  et  des  fluides 
contenus  dans  les  espaces  capillaires ,  avec  les  surfaces  dont  les 
géomètres  s'occupèrent  à  l'origine  du  calcul  infinitésimal ,  sous 
les  noms  de  lintéaire,  d' élastique,  etc.  porta  naturellement  plusieurs 
physiciens  à  considérer  les  liquides  comme  étant  enveloppés  de 
semblables  surfaces  qui,  par  leur  tension  et  leur  élasticité,  don- 
naient aux  liquides  les  formes  indiquées  par  l'expérience.  Segner, 
l'un  des  premiers  qui  aient  eu  cette  idée,  sentit  bien  qu'elle  n'é- 
tait qu'une  fiction  propre  à  représenter  les  phénomènes,  mais  que 
l'on  ne  devait  admettre  qu'autant  qu'elle  se  rattachait  à  la  loi 
d'une  attraction  insensible  à  des  distances  sensibles.  (Tom.  I  des 
anciens  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Gottingue.  )  Il  essaya 
donc  d'établir  cette  dépendance;  mais,  en  suivant  son  raisonne- 
ment, il  est  facile  d'en  reconnaître  l'inexactitude,  et  les  résultats 
auxquels  il  parvient  en  sont  la  preuve.  Il  trouve,  par  exemple, 
qu'il  ne  faut  avoir  égard  qu'à  la  courbure  de  la  section  verticale 
d'une  goutte,  et  nullement  à  la  courbure  de  la  section  horizon- 
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taie,  ce  qui  n'est  pas  exact.  D'ailleurs,  il  n*a  pas  vu  que  la  tension 
de  la  surface  est  la  même,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la 
goutte,  ce  qu  un  raisonnement  juste  lui  eût  fait  connaître.  Au 
reste,  on  voit,  par  la  note  qui  termine  ses  recherches,  qu'il  n'en 
a  pas  été  content  lui-même.  Lorsque  je  m'occupais  de  cet  objet, 
M.  Thomas  Young  en  faisait  pareillement  le  sujet  de  recherches 
ingénieuses  qu'il  a  insérées  dans  les  Transactions  philosophiques, 
pour  l'année  i8o5.  En  comparant,  avec  Segner,  la  force  capillaire 
à  ]a  tension  d'une  surface  qui  envelopperait  les  liquides,  et,  en 
appliquant  à  cette  force  les  résultats  connus  sur  la  tension  des 
surfaces ,  il  a  reconnu  qu'il  fallait  avoir  égard  à  la  courhure  des 
surfaces  liquides,  dans  deux  directions  perpendiculaires  entre 
elles;  il  a,  de  plus,  supposé  que  ces  surfaces,  pour  un  même 
liquide,  coupent,  sous  le  même  angle,  les  parois  des  tuhes  formés 
de  la  même  matière,  quelle  que  soit  d'ailleurs  leur  figure  ;  ce  qui, 
comme  on  Ta  vu,  cesse  d'être  exact  aux  extrémités  de  ces  parois. 
Mais  il  n'a  pas  tenté,  comme  Segner,  de  dériver  ces  hypothèses 
de  la  loi  de  l'attraction  des  molécules,  décroissante  avec  une 
extrême  rapidité;  ce  qui  était  indispensable  pour  les  réaliser. 
Elles  ne  pouvaient  l'être  que  par  une  démonstration  rigoureuse, 
pareille  à  celles  que  nous  avons  données  dans  la  première  mé- 
thode à  laquelle  les  explications  de  Segner  et  de  M.  Thomas 
Young  se  rattachent,  comme  celle  de  Jurin  se  rattache  à  la 
seconde  méthode* 


FIN  DU   TOME  QUATRIÈME. 
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